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Abstrakt. Véta o rovnobzniku obsahuje dinny a jednoduchy néastroj pieSeni
nekterych geometrickych Uloh, jeji klasicka elementaformulace vSak brani
vyuziti poznatku v plném rozsahuiigpvek definuje sfiznéné trojuhelniky jako
ty, které se shoduji ve dvou stranachigom vnitini Ghly g€mito stranami seéené
davaji v sodtu uhel gimy. Délky stran sfizrénych trojahelnik sphiuji vztah
z Wty o rovnolgzniku. Pomoci sffiznénych trojahelnik Ize snaddji  feSit tlohy

i objevovat matematické vztahy, jak doklada metiglicanst i dikaz malo znamé
nerovnosti pro konvexrityithelnik.
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reSeni uloh.

1 Uvod

Predc¢asem doSlo k didaktickému sporu [1] o postiggeni Ulohy:

Uloha 1. Nad stranami obecného trojuhelnika jsou sestrojérgrce s obsahy
a’, b*a c¢®. Nad stranami trojuhelnik jez vyphuji mezery mezétverci podle
obr. 1, Ize je& sestrojitétverce s obsahyd?, € a f2. Dokazte, Ze plati:

d?+e+ 12 =3(a+ b+ ¢). 1)
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Obr. 1: Obrék k tloze 1



Podle jednoho nazoru sgival nejlepsi zpisobieSeni v aplikaci kosinovésty.
Podle druhého sgiéva jednodusSi a metodicky vhagi postup na vyuziti
véty o rovnokEzniku.

Prispsvek na zéklad analyzy obou postdpnavrhuje jiny pistup k vyuce
spjaté s ¥tou o rovnobzniku.

2 Dvé reSeni ulohy 1
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Obr. 2: Obrazek k 1.reSeni Obr. 3 Obrazek ke PeSeni
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1. ReSeni (uZiti kosinové #ty). Z kosinové ¥ty pro trojuhelniky | a Il na
obr. 2 plynec’ =a’+b*-2abcosy a f?=a’+Db*+2abcosy. Setenim
obou vztali zjistime

f2=2(a*+b?)-c ) (2
a po séteni s analogickymi vztahg® = 2(02 + az)— ¥ ad®= Z(b2 + cz)— a
obdrzime (1).
2. ReSeni (pomoci ¥ty o rovnobézniku). Trojuhelniky | a Il z obr. 2

doplnime na rovnaiZniky, jak znazatuje obr. 3. Tyto rovna¥zniky jsou
shodné a podlegty o rovnokEzniku plati

t2=2(a’+b?)- " )(3

Po seéteni s analogickymi vztahg’ = Z(C2 + az)— ¥ ad®= Z(b2 + cz)— a
dostaneme rovnost (1).



Pozndmka. Véta o rovnoBzniku tika, Ze sowet druhych mocnin délek
Uhlopficek je roven dvojnasobku stu druhych mocnin délek vSech jeho stran
Pti oznaeni podle obr. 4 tedy plati

e+ fZ:Z(a2+ bz). (4)

Véta nabyla na vyznamu od roku 1935, kdy J. von Neumékéazal, Zze Bana-
chiv prostor, v 8mz tato ¥ta plati, je Hilberiv prostor.
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Obr. 4:8ta o rovnobézniku

3 AnalyzareSeni, spiznéné trojuhelniky

PrvniteSeni pedstavuje standardni trigonometridiefeni, v 8mz snad nefiz-
Sim krokem je objevit, Ze v trojuhelnicich | a lag pro thly y a d pii jejich
spole&ném vrcholuA vztah y+ 0 = 7 a odtudcosd = - cogy Pomoci kosino-

vé Lty je odvozena rovnost (2) téhoZ tvaru jako vz@hz(\&ty o rovnolgzni-
ku, kterou z&inareSeni druhé.

DruhéteSeni nevyzaduje znalost goniometrickych funkcra@aopje vhodné
i pro praci s mladSimi zaky. Vychazi z geometriakgtostehu vyssi kvality.
Jis€ bychom uvitali, kdyby naSi Zaci wintakto UlohyieSit. Potiz je v tom, ze
vétSinou neznaji &u o rovnol¥zniku. Ta se dnes na naSich Skolach vyskytuje
vétSinou jen ve form dlohy: "Pro rovnobznik na obr. 4 odufite (uzitim
kosinové nebo Pythagorovyty) vztah (4)." Pokud se dale nevyuziva, je to
z pohledu Zak nudny a zbytny poznatek. Druha potiz je, ze i kdybytw
o rovnokEzniku dolie znali, asi by je nenapadlo doplnit do obrazkunod¥z-
niky. V takovych dovednostech nejsowlalp.

Clanek [1] preferuje druh&eseni a ukazuje uZiteost sty o rovnokzniku
i pro jiné matematické situace. Inspirovamito podréty jsem si ugdomil
didakticky nedostatek elementarni formulaggyvo rovnolzniku: Vztah (4)
omezujeme na rovnébnik a tim klademetpkazky jeho plnému vyuziti.

Pti oznaeni podle obr. 4 totiz rovnost (4fquistavuje vztah mezi délkami
stran trojuhelnikt ABC a ABD, z nichZz prvni Ize interpretovat jako grafické



znazorgni souwtu a druhy jako grafické znazami rozdilu vektoh AB a AD.
Rovnost (4) je metricky vztah mezi skala@AB|, JAD|, AD + AB| a AD - AB|.
Neni tedy nutné fedstavovat si trojuhelnikyABC a ABD uwzréné
v rovnol®zniku. Dejme jim volnost a pojmenujmegpfiznéné trojuhelniky.
Jsou to kazdé dva trojuhelniky, které se shodujiwa stranach a proéz
plati, Ze uhlydmito stranami se\ené davaji v saltu thel gimy.

Nebudu rozvadt, jak mne prace se ¥prénymi trojuhelniky pobavila
a usnadnila mieSeni gkterych geometrickych problém Uvedu jen strény
nantt na vyuziti tohoto pojmuiprozvijeni geometrického mysleni Zak

Namét pro praci v matematickém krouzku. Pred scliizkou si pomoci
Geogebry nebo Cabri geometrie zhotovime "stavébkiera ve svém velkém
provedeni miZze obsahovat vSechny Utvary z obr. 1. V minimalphovedeni
obsahuje dva sfznéné trojuhelniky. Vytiskneme sestrojené Utvary naipa
namnozime paebny pdet vytiski a rozddme Z&in, aby si do saleky Utvary
vystihli.

Na sclizce z&neme zkoumanim vlastnosti dvojicgigpénych trojuhelnik.
Vybidneme zaky, aby trojuhelniky k soprikladali riznymi zpisoby a zjistili,
€0 maji spoléné a véem se lisi. Termin "$fznéné trojuhelniky" zavedeme az
Zaci objevi, ze se trojuhelniky shoduji ve dvowarsich a Ze Ghlyémito
stranami seiené davaji v satiu Uhel gimy. Dale by nli zjistit, Ze spFizrené
trojuhelniky maji stejné vysky ke steffouhym stranam a proto i stejny obsah
Lze je k soB prilozit do tvaru trojuhelnika (obr. 5), resp. (nedgo) rovno-
béznika (obr. 6), resp. lichébnika (obr. 7 - trojuhelnikhDC aBDC).

Obr. 5: Trojuhelnik Obr. 6: Rovnoléznik

S p@ipadnou pomociditele a s vyuzitim Pythagorovyty dale zaci odvodi
vztah (4). Pro situaci na obr. 6 interpretujemg jéko Wtu o rovnolszniku,
pro situaci na obr. 5 pak po Up&gako Stewaitv vztah, ktery vyjatlje délku
téznice trojuhelnika pomoci délek jeho stran:
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DalSi nandty jsou uvedeny ve forénaloh:

Uloha 2. Dokazte, Ze v lichaiZnikuABCD se zakladnamAB a CD plati:
Je-li|AD|=|BD|, pak

B
|AC +|BQ” =2(| BO" +| CIF).
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Obr. 7: Lichobéznik Obr. & Uloze 3

Uloha 3. Nectt ABO a CDO jsou dva rovnoramenné trojuhelniky s pravymi
uhly pii spol&ném vrcholuO. DokaZzte, Zze Usky AC a BD jsou navzajem
kolmé a shodné.

Uloha 4. Nech' Napiste vztah mezi obsaliyerai na obr. 9. Co musi platit,
aby vztah vyjatbval Pythagorovu&tu?

Uloha 5. S vyuzitim vlastnosti $fznénych trojuhelnik vyieste Glohu 1.
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Obr. 9: Zobecréna Pythagorova éta Obr. 10: K Uloze 7



Uloha 6. Dokazte, Ze v trojuhelnikdBC pii obvyklém zn&eni délek stran
a €znic plati

t§+t§+tf=:31(a2+b2+ c?). (5)

Uloha 7. Vztahy (1) a (5) spolu Gzce souvisi. Objésrjak. Napowdu posky-
tuje obr. 10.

4 O jedné malo znameé nerovnosti

Jaromir Sim$a odvodil naigr. 2010 pomoci Gvah o siu a rozdilu vektat,
Ze v kazdém konvexnigtyiihelniku gi oznaeni podle obr. 11 plati

(a+0? +(b+ 9?2 2( €+ ), (6)

pficemz rovnost nastava, pgakdyz ABCD je rovnokEznik. Nenasli jsme ji
v dostupnych publikacich. Nerovnost byla v témzeeradazena jako ikazo-
va Uloha docesko-polsko-slovenskéhorstnuti MO. Vektorové odvozeni Ize
nalézt ve [2], str. 192.

)

Obr. 11: Konvexni éty¥Fuhelnik Obr. 12: K dikazu vztahu (6)

Uk&zeme si, Ze vztah (6)eme snadno nalézt pomoci Gvah #izgnych
trojuhelnicich. Na obr. 12 je bad obrazem bodB v symetrii podle $edu
stranyCD. BodL je obrazem bodD v symetrii podle $edu stranyBC. Délky
stran spiznénych trojuhelnik ACL a ACK spliuji vztah

AL +|AK =2(€ + ).
Odtud a z trojihelnikovych nerovnosti c=| Al ab+d=| AK| pro trojahel-
niky ALB a AKD plyne (6).

Rovnost nastava, pr&kdyz se bodyB a D nachazi uvnit is&ek AL a AK
(obr. 13), to znamend, kdyBCD je rovnokznik.



Obr. 13: K rovntisve vztahu (6)

5 Zavér

Je vSeobeen znamo, ze kvalitni vyuka matematiky stavi na obyéni
matematickych poznatk Zaky. Cesta objevovani byél byt zajimava a
takova, aby studenti & prostor k uplaténi svych originalnich postiip

V piispEvku jsem chil upozornit, Ze fi hledani takové cesty bychom nemuseli
vzdy Ipst na tradici. Nebojme se hledat novéspupy ke starym témian,
ukaze-li se to poebné. Lze tim zpesdt a zefektivnit vyuku i rozgit viastni
matematické poznatky a dovednosti.
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v souboru materiél zanéfeného na metodieSeni planimetrickych dloh, ktery
jest letos zvéejnime na strankach nasi katedry matematiky.
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