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Tento text vznikl v rdmci projektu FRVS-494/2012.uken studeritm na stednich $kolach,
studenim witelstvi matematiky, &itelam i jinym zajemém, za&atenikam i pokratilym.
Pokud jste si jej neotésli na webu, najdete jej na adrese [&twe vSech piloh a dophka.
Pred studiem dopotwjeme stahnout si z [a]fipohu 1, v niZ uZivatel najde interaktivni
soubory kieSenym uloham i k tloham ze &wni. Soubory jsou vyrobeny v Cabri 11+.

Podstatn&ast textu se tyka konstrékich uloh. Po stiném teoretickém Gvodu nasleduji
v druhé kapitole ukazkyeSeni konstruinich dloh. Jsou s$azeny tak, aby se uZivatel
seznamil se zakladnimi metodami jejii#Beni. Teti kapitola je ¥novana aplikacim. Neni
omezena jen na ryze konstink Ulohy a doufam, Ze aspérochu obohati odkteré poznatky

i odborniky.

Zamerné jsem do textu nevlozil hyperaktivni odkazy, kteldy umoznily gimy prechod k

soubotim z gilohy 1. Cten&i doporuuiji pii studiu co nejvice pouzivat klasickyigtup:

Kreslit si na papir obrazky geometrickych situagamnoci nichieSit gredloZzené problémy.
Soubory z gilohy 1 by ngly slouzit jako napo&da, kontrola spravnosti uzivateloveSeni a
vizualizace diskusi pu reSeni. Jsou téZ vhodné tehdy, kdyz nam k pracafigen rukou

nakresleny obrazek (viz ndklad ulohy z odstavce 3.2.4).

Preji ¢tendum piijemné chvile stravené nad timto textem a uvitéipagné pipominky.

V Ceskych Budjovicich, 16.11. 2012 Pavel Leischner

1 Uvod

Konstruk éni Ulohy poZaduji sestrojit geometricky Gtvar, jsou-li @&m dany
dostaténé informace, nagklad délky rekterych useéek nebo uhl, resp. jsou jiz
v dané rovig umiseny neékteré ¢asti utvaru. Z tradnich divoda tyto hodnoty nebo
C4sti utvaru nazyvameadané prvky.

RozliSujeme:

1. Polohové konstrukini tlohy jsou ty, ktergiz maji nekteré prvky hledaného utvaru v dané
roviné umisgné.

2. Nepolohové konstrukni ulohy maji zadany jen velikosti prik pii konstrukci Utvaru
musime nejprve zvolit umisti nekterych prvk.

Nasledujici tlohy 1 a 2 jsou nepolohovéjkladem polohové ulohy je dloha 3. Zkuste si nej-
prve vSechnyit Ulohy vyfeSit Wetnd provedeni rozboru a diskuse ¢po feSeni. Obecnou
metodiku postupieSeni konstruknich uloh naleznete nize.

Uloha 1. Sestrojte trojuhelniRBC, je-li dano|AB = ¢ |BG = ¢ a|OBAC =a.

Uloha 2. Sestrojte pravouhly trojiheln&BC, je-li dana délka jeho odésnyBC a délkat,
tézniceCS

Uloha 3. V roviné je dana Gsika CS Sestrojte pravounhly trojaheln&BC tak, aby Uskka
CShbyla jeho &Znici a od¥snaBC n¢la délkua.
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Konstrukéni Ulohy, pokud nejsou zcela trivialni, byvaji padweany za &Si nez ulohy

z algebry, v nichZz je mozno upbaivat jednoduché algoritmické postupyii ReSeni

geometrické konstruki Ulohy si totiz nejprve musime situadedstavit a hledat takové
vztahy mezi danymi prvky a ostatnig@stmi Utvaru, které by konstrukci umoznily.

Tradiéni postupreSeni konstruini tlohy rozliSujestyii etapy:

1. Rozbor tlohy

V rozboru vychazime zipdpokladu, Ze hledany geometricky Utvar je jiZ regsb.
Nakreslime obrazek pozadovaného utvaru, zvyraznimém zadané prvky a provadime
analyzu geometrické situace. Hleddme souvislosti mezi maué prvky a ostatniméastmi
Utvaru. Resrji feceno vztahy, které by z danych pévkmoznily Utvar sestrojitPo jejich
nalezeni sestavime apnou syntézou konstrukci.V pisemré ¥eSené uloze by ® rozbor
obsahovat zapis, jenZz obsahuje fvodnéni nalezenych souvislosti, a tedy i Zovodnéni
postupu konstrukce. Ri zdiavodiiovani bychom n&li uzivat jasné formulace a symbolic-
ké zapisy stidat se slovnim doprovodem.

2. Popis a provedeni konstrukce

Na stednich Skolach se v posledni dabohuzel)teSeni ulohy omezuje pouze na tdést.
Z&ci se bd’ zpan#ti nausi postup nebo jej u lehkych Gloktimo vidi, a tak Hli$ nerozviji
své geometrické mysSleni. Neumi postupynaiiiovat a nedokazou vgsit slozi¢jsi ulohy.
Pri zapisu konstrukce nemusime znovu opakovat, co kylozboru uvedeno. Symbolické
zapisy je gkdy vhodné doplnit slovnim vystienim. Zapis ma byt stéay, ale gehledny
a srozumitelny. Neni nutné rozwddlo dikich kroki zakladni konstrukce (néglad jak se
sestrojuje osa Uusky, podrobny postup sestrojeni trojuhelnikuizestran apod.).

3. ZkousSka spravnosti

je owieni, zda je konstrukce spravna. Projdeme konsthuadatipo bodu a @¥ime, zda podle
ni sestrojeny Gtvar ma opravdu poZzadované vlastnlestlize provedeme @dodreni v roz-
boru a spravnost konstrukce je odtiigjma, mizeme zkousku vynechat.

4. Diskuseresitelnosti a pdétu FesSeni

Zde zji¥ujeme, za jakych podminek ulobheSeni ma a za jakych nema. Pro situace, kdy ma
tlohaieSeni, zjiujeme jejich poet. Jak uvedeme v poznamce, nejsou u nas jednotéask

na rozliSovani p&tu feSeni ulohy. Proto se budeiti@it t¢mito pravidly:

Poctem FeSeni konstrukéni tlohy rozumime pdet vSech jejich iznych
reseni.

Pritom u polohové ulohy povaZujeme za dzné ieSeni kazdé dva
vysledné utvary, které nejsou totozné a vyhovuji jemu zadani.

U nepolohové ulohy jsouttzna reSeni jen takové atvary, které nejsou
shodné.

Provadéni diskuse budeme d&at co nejjednodusejiHvézdi¢ckou * oznafime ty body
postupu ¥feSeni, v nichZz existence nebo jednozfreost konstruovaného prvku neni
zaruéena. Na zaklad analyzy takto ozna&enych mist provedeme Uplnou diskusi
a pritom nebudeme disledré pozadovat, aby byly podminky pétu FeSeni popsany pouze
pomoci vztahi mezi zadanymi prvky. (V ukazkachieSeni dloh si takovy postup nazérn
osvojime.)



Poznamka.Obecna diskuse byva néraé. Pokud méa tloha konkréttiselné zadani, ikeme ji redukovat na
konstatovani p&iu reSeni pro zadané hodnoty. Nastroje dynamické gemmnatezi gz Cabri pati, umozuji
meénit tvar a pdet nalezenych Utvarv zavislosti na zénach hodnot zadanych privkedy vizualizovat diskusi.
Nazory na provéaghi diskuse nepolohovych dloh nejsou jednotné. Jgsinv[8] a Jaroslav Sedivy (nag6], str.
29) prosazovali, ze uméstim prvniho sestrojovaného prvku do dané rovitgvpdeme nepolohovou Ulohu na
polohovou. Pak je ovSem {et riznych feSeni dan pgem vSech Utvdr danych vlastnosti, které obsahuji
umisgny prvek. K takovému ifistupu Ize vyslovit d& namitky. Prvni z nich je slozitost vysledného atbra

a pracnost sestrojovamBechutvati k danému prvku, je-li jich vice. Zak se pragviv rysovani,éas k tomu
potrebny by vSak mohl vyuzit efektigj. Druhou namitkou je, Zze get reSeni Ulohy se fiZze liSit podle toho,
ktery prvek volime jako prvni. (Umistime-li jakovpi nagiklad Uhel, niZze byt p&et vSechreSeni mensi nez
v piipads, kdy jako prvni umistime (&keu.) Aby se takovym néfiemnostem vyhnul, dednostoval Sedivy ve
svych pozdjSich publikacich zadavani polohovych dloh. &lbnici [7] jiz tén& vSechny Glohy formuluje jako
polohové.

Souwasné tebnice [1] a [3] povazuji zaizna feSeni nepolohové Ulohy takové Utvary, které seadgfig

v jednom (az na index) st&jmzna&eném prvku. Takova dohoda ma jistou nevyhodu, fiebledy mize jediny
sestrojeny Utvariedstavovat d¥ riznafeSeni. Tento nedostatésSi autéi ucebnice [5] dohodou, podle niz se
za 1iznéa feSeni nepolohové Ulohy povazuji jen ty Utvary, ktaejsou shodné. K téze konvenci se nakonec
priklonil i J. Polak v pepracovaném vydani [4] publikace [3] a budeme Heijitaké zde.

Dusledné provedeni vSech uvedenyéistiteSeni je porrné zdlouhavé. Snad i proto se ve
Skole iv webnicich uvadi vétSinou nepiliS obtizné ulohy a ip feSeni sté, kdyz zak
provede jen bod 2 - zapis a provedeni konstruKiaevede k tomu, Ze se mnozi studegii u
postup konstrukce zpath a neumi jej zdvodnit. NaSim cilem je tento nedostatek odstranit

viN s

a nadit ¢ctendeesit i nar@ngjsi ulohy.

Jako prvni ukazku gsime dlohy ze strany 8lloha 1 je zakladni.Budeme se na nitp
feSeni ®kterych dalSich uloh odkazovatrddpokladam, Ze s konstrukci ndmttend&
problémy. Nejsem si v3ak jist, zda ji provedkthdrg, tedy tak, jak je to udno v souboru
KU_01.fig, ktery naleznete po rozbalettilphy 1 (viz. [a]), a zda byla jeho diskuse Uplna.

Uloha 1. Sestrojte trojihelniRBC, je-li dano|AB = ¢ |BG = ¢ a|IBAC =a.

Rozbor Lze snadno sestrojit Uh8AX velikosti a tak,

aby |AB| = ¢ (obr. 1). Zbyva tedy nalézt vrch@ o rsmz

vime, Ze je vninim bodem polofpmky AX.

Z podminky|BC| = a plyne, Ze lezi na mnoirviech bod

dané roviny, jez maji o8 vzdalenosta. Tou je kruznice
k(B,a). Bod C tedy nalezneme jako imeik kruznicek

s pologimkouAX.

Konstrukce

1. Useka AB délkyc.

2. UhelBAX velikosti a . Obr. 1
3*. k(B,a), C- AXn k

4. TrojuhelnikABC.

Poznamenejme, Ze k @se AB existuji dva uhlyABX a ABX' velikosti a. Kruznice ma
s jejich ramenyAX a AX' nejvySectyii praseiky, které rozliSujeme v souboru KU 01.fig
indexy. Jako vysledn#&esSeni vykreslujeme jen ta, ktera jsou v souladwrsdou na str. 4
rizna. Navic jsme z nich kli vétSi nazornosti zobrazili tyaené trojuhelniky, které se
negrekryvaji (viz obr. 2).




Cten& moZna povaZuje uvederiédeni za zbyte¢ sloZité, protoZe "fiveme vzhledem
k soungrnosti podle pimky AB feSeni proveést jen v jedné poloro¥s hranéni piimkouAB."
Nutno upozornit, Z¢ato ¢asto uzivana zasada je nekorektni, protozZe jeji uatiovani ve-
de u rékterych uloh k nedplnémuieSeni Ukazeme to ip feSeni ulohy 4.

Spravnost konstrukge z'ejma.

Diskuse Jedinym problematickym mistem postupu je bodZd&eny hwzdickou * ). Kdyz
ozn&ime d vzdalenost bodB od pimky AX, zjistime, Ze piet priiseika C zavisi na
hodnotacha, da a. Musime rozliSit d¥ zakladni situace:

1. Pokud plati, z&<a <90, pak je0<d < ¢ a Gloha
a) nemé&eseni, je-li0<a<d,

b) méa pra¥ jednoieSeni proa=d neboa=c,

c) ma pra¥ dw reSeni za podminkg < a< c

2. Pro90’ < a < 180 je diskuse jednodussi: Uloha neiedeni za podmink@<a<c, a ma
praw jednotreSeni, pokud plath > c.

Pozndmka Uvedené z&ry mizeme zjistit nebo nadzatrowetit pomoci souboru KU_01.fig.
Uvedeme zde stdmy navod, soubory k dalSim uloham jsou konstruovanglogicky. Na
obr. 2 je zndzomrn pohled na obrazovku v jisté fazi prace se souboteevacést obrazku
neni @ prvnim oteweni souboru viét. Obdélnéky v pravé dolnicasti obrazku jsou ttatka
skryvani (resp. zobrazovani) @déh kroki konstrukce. Je-li iislusna ¢ast konstrukce
zobrazena, ma ttétko Zlutou barvu, je-li skryta, étko vidime nevybarvené.

/‘ 47,29 °
CL

¢ 4,50 cm

k 347 cm

Vzdalenost bodu B od piimky AX: d =3,31 cm

b
0
) 0
o
= ]

Obr. 2

Po oteweni souboru nejprve zobrazime jednotlivé kroky karse (klikanim na tktka
v poradi, jak jsou odislovana). Tlaitkem "d" zobrazujeme aktualni hodnotu vzdalendsti
boduB od pimky AX.



V pravé horni¢asti obrazku 2 jsou umésty ovlad@&e, pomoci kterych nastavujeme hodnoty
zadanych prvk. Hodnoty a a ¢ nastavujeme pohybem pravych koncovych thatejre
ozn&enych uséek. Velikost @ ménime uUchopem za koncovy bod vektoru uhlového
ovladae. Aktualni hodnoty zadanych piivkivadji ¢isla u ovlad&i. Pohybem p&ateniho
bodu vektoru je mozZzno cely soubor ovlablgremistit do jinécésti obrazovky. Analogicky
Ize na obrazovcerpmig’ovat celé narysovariéSeni uchopem za béd

Diskusi p@tu reSeni nazotpredvedeme tak, Ze pro kazdou z moznosti 1 a 2 zegeanou
hodnotuc a a. Pak "spoji¢" ménime velikosta od nuly k hodnotam &Sim nezc. Slovo
spojit¢ je dano do uvozovek, protoze nastavovani hodnoitogdoviadan se @&je po skocich,
jejichz velikostc¢ini (v piipac délkovych ovladai) nekolik setin milimetru. Proto se nam
vétSinou nepoda timto zpisobem nastavitdkteré krajni situace. Najlad v naSi dloze je to
nastaveni dotyku kruznidea pologimky AX.

Uloha 2. Sestrojte pravouhly trojiheln&BC, je-li dana délka jeho odésnyBC a délkat,
tézniceCS

Obr. 3

Poznamka Uloha se mze zdat netrivialni, pokud si trojuhelnik nakresipodle obr. 3 a).
KdyZ nas napadne dokreslit do obrazku opsanou laiihudeieSeni rejme.

Rozbor Kruznice opsana trojuhelnilABC je Thaletova kruznicg(S, t), viz obr. 3b. Z ob-
razku plynec =2t.. Tim je Uloha (az na ozdeni prvki a fixaci velikosti daného Uhlu)eve-
dena na Ulohu 1: Sestrojit trojuhel#BC, je-li dano| AB 2t ,|BC £ aa|BCAE 90.

Ulohu 1 jsme podroknvyiesili, proto neni nutné veseni této Ulohy pok¥avat. Resto
uvedeme dva z moznych postiugonstrukce a shrnuti diskuse.

Konstrukce kopirovanim postupiegchozi ulohy
1. Useka BC délkya.

2. Kolmiceq v boct C na useku BC.

3*. k(B,c), Agn k

4. TrojuhelnikABC.

Konstrukce vyuZivajici Thaletovu kruZnici
1. Useka AB délkyc.
2. Kruznicer s pfiméremAB.



3*. k(B,a), COrn k.
4. TrojuhelnikABC.

Diskuse Uloha ma pra¥ jedno fe3eni proO<a<2t. (V obou uvedenych kostrukcich

vznikaji pi provedeni kroku 3 dva fpseiiky, avSak trojuhelniky k nim sestrojené jsou shod
né. Nepedstavuji iznaieseni.)

Je-li c< a, neméa ulohaesSeni.

Uloha 3. V roviné je dana tsia CS Sestrojte pravounhly trojaheln#&BC tak, aby Uskka
CShbyla jeho &Znici a od¥snaBC m¢éla délkua.

Rozbor TézniceCSje jiz v rovirg umistna, zbyva k(C,a)
sestrojit vrcholy A, B. Z vlastnosti Thaletovy
kruznice plyne, zeBO7(S| SC) a z podminky

IBC| = amameBOK(C, 3. Plati tedyBO7 n k. ¢
Déle [JBCA=90°= AO q kde q je kolmice na

a
piimku BC v boct C a navicAl7r. Odtud plyne, ze
AlUrn g A /

g B

Konstrukce (S5, |CS])
1. 7(S,| SC)),.
2*. k(C, a), Obr. 4
3. BOrnk,
4.q:qUBCUOCH g
5. TrojuhelnikABC. k
Diskuse C a 4,00 cm

Pokud plati a=2|Cq,

Uloha nem&eSeni. B,

Za podminkp<a<2CY

2
existuji pra¢ dwe feSeni. 3
Muzeme je vidt na obr. 5, 4

ktery je casti snimku T

PRV S
obrazovky poitace pi pra- 5
ci se souborem KU_03.fig. 6
4y 4, 7
Obr. 5



2 Neékteré metodyieSeni konstrulkénich uloh

Seznamime se s ®apgji pouzivanymi metodami. Po stmem popisu metody nasledu;ji
ieSené fiklady. Na konec kaZzdého odstavce jsodlazeny ulohy k procéeni. Misto
vysledika naleznete v iloze soubory vytviené v Cabri I+ k #kterym dloham. Jsou
oznaeny steji jako ulohy. Kazdy z nich obsahuje konstrukéisfusného uUtvaru, ktera se
otvira po krocich pomoci ¢tslovanych tlaitek skryvani. Popis konstrukce, ebdneni
a diskusi uloh ze cveni neuvadime. Jedna se ocewii, uzivatel by si je #h vytvorit sdm.

2.1 VyuZziti mnoZzin bodi s danou vlastnosti

Je to nejaskji pouzivana metoda, pomoci které jsme jizesjli prvni ¥i Ulohy. Metoda
spativad v tom, Ze [¥ rozboru nalezneme Kivku' na niz méa leZet ®jaky bod X
hledaného utvaru, jako mnozZinu bodi s ur€itou vlastnosti. Tu pak vyuZijeme

k sestrojeni bodu X. (Pfi feSeni ulohy 1 jsme ke konstrukci bo@uuzili kruznici k jako
mnozinu vSech bad jez maji odB vzdélenosta. V Ulohach 2 a 3 byla uzita Thaletova
kruZnice jako mnozina vrchdIC vSech pravouhlych trojuhelnikABC nad feponouAB.)

Uloha 4. Sestrojte trojuhelniRBC, je-li danoa, v,, \,.

Rozbor UvaZzujme ozngeni podle obr. 6. iP A e
konstrukci niizeme vychézet z toho, Ze pravouhly
trojuhelnik BCQ je jiz sestrojen. (Jeho sestrojeni

. ; i o k va \ ©
povazujeme za zakladni ulohu, v&Seni tlohy 2.) %
Zbyva tedy najit bod\. Ten Zejm¢ lezi na pimce AQ T
CQ. Navic z podminky|AP| =\, plyne, Ze se y
nachazi v mnozih x4 vSech bod dané roviny, B 1 C
které maji od fimky AB vzdalenostv, (tzv. L
ekvidistanté p¥imky AB, piitom v, se nazyva
parametr ekvi-distanty). Mnozinou i je dvojice .
rovnolEzek e, g s gimkou AB ve vzdalenostiv, O

e
od ni, tzn. :
p=ele, |- ABe= y=|o ABg
Uvahy shrneme: Obr. 6
Alo CQUAOy = Ao CQ L (2)

! Mezi kiivky zahrnujeme i imky (kiivky s nulovou kivosti) .
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Konstrukce

1*. TrojuhelnikBCQ.
2. Ekvidistantay.
3*. Ao CQn L
4. TrojuhelnikABC.

ZkouSka spravnostKonstrukce vychazi z existence trojuhelnlBCQ. Pro a=\, vSak fi
konstrukci bodyQ aC splynou. Za této situace lezi bad priniku ekvidistantyy s kolmici
na Uuséku BC v bock C (nakreslete si obrazek).

Diskuse Uloha nemé&eseni, je-lia<y, (kruznice 7 a k nemaji spoléné body). Plati-li
0<v, <a ma uloha d¥ teSeni (viz obr. 7). (Trojuhelniky, které vzniknouysizitim gimky
CQ, jsou shodné s trojuhelnikdBC a ABC. Proto u nepolohoveé ulohy niggistavuji dalSi

feSeni a do obrazku jsme je nezakresilili.)
Plati-i a=Vv,, je C=Q=Q. Nevznikne trojuhelnikBCQ a uloha ma jedingeseni,
trojuhelnikABC s pravym uhlemipvrcholuC (promyslete).

Uloha 4. Sestrojte trojuhelnik 4BC. je-li ddno a. vy, v,

a 5.00 cm
» vb .50 cm
k va 4,00 cm
A
e
0 1
T 2
3
4
5
6
7
€;
Ay
Obr.7

Poznamka Friklad nazors ilustruje nebezpmost tzv.feSeni Ulohy v jedné polorowin
Kdybychom se $ rozboru ulohy omezili jen na polorovinBCA nebylo bytreSeni Upiné.
Pripravili bychom se o jedno z moznych dvi@$eni - trojuhelnikBCA.
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Uloha 5. Sestrojte trojuhelnikABC, je-li dano
t.,v,,r, kder je polongr kruznice trojuhelniku

a’ Ya? 1

opsané.

Rozbor V situaci na obr. 8 je snadné sestrojit
pravouhly trojuhelnikSPA(viz zakladni uloha 1).
Zbyvéa nalézt bod aC. Ty jsou pﬁse‘,ﬂgy prim-
Ky g =« SP s opsanou kruznid¢(O, r). Uloha je
tim prevedena na problém sestrojeni kruzZrkce
Jeji polongr r je dan, st& tedy nalézt $edO.

Z podminky |AQj=r plyne, ze sed O leZi na
kruznici m(A r) a z faktu, Zek je opsana troj-
UhelnikuABC urcime O o, kdeo je osa strany
BC. Lze ji sestrojit jako kolmici na jiz znamou

piimku q v bodt S
Odtud plyne z&r O on m ktery vyuzijeme fi
konstrukci.

Konstrukce
1. Us&ka AP délky v, s kolmicignaAP v bod P.

Obr. 8

2*. SOgn M At) (je zbyt&né sestrojovat obaseiky - zdivodrste).

3. Kolmiceo na gimkuqv boct S
4.* OOon nm( A ).

5.%{B,C} =qn K Q.

6. TrojuhelnikABC. 0

Snadno ostime, Ze sestrojeny Utvar vyhovuj
podminkam ulohy i kdyz plati, =v.,.

V popisu konstrukce mams kroky ozna&ené
hvézdickou, diskuse bude namejSi nez
v piedchozich ulohach. V takovychipadech
je vhodné postupovatudledré podle pdadi
jednotlivych kroki:

va
ta

342 cm

5,95 cm

4,37 cm

m

Diskuse
1. Uloha neméesent, je-lit, <v..

2. Nech' t, =v,, pak S= P arozliSime d¥ situace:

Obr. 9

a) Je-li navi@r <v,, neprotne kruznicen ptimku g a tloha nemé&eseni.

b) Pokud je2r >v_, ma Uloha pravjednoieseni (rovnoramenny trojuhelnik).
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3. Neclv platit, > v, :
a) Uloha nemé#e3eni, pokud j¢SH > r (obr. 9).
b) Neclt plati |SF1: r, pak: o) Je-li navicr <v,, nema kruznicen s giimkou g spole-
né dva body. Uloha nerfeseni.
B) Pokud jer >v,, ma uloha pravjednoteSeni.

c) Je-li|[SA < r, existuji dva pisesiky kruznicem s gimkouo, ozngme jeO a O, tak, aby
|0,d<|Q, d (obr. 10). Uloha ma:
a) Dveé reSeni, pokud abkruznice k(O, r) ak (G ,r) protnou gimku g (obr. 10). To

nastane, kdy®, § < ra|0$< .

B) Jednaeseni, pokudifimku q protne pouze kruznide tzn. kdyz|0,§= ra|0$< .
v) NemareSeni, kdyZ kruznick ak neprotinaji imkuq, tzn. kdyz|Og = .

va 342 cm
ta 5.50 cm
4,37 cm

m

'y
..u. ..-lk ..m ..N ..'—-

Obr. 10

Pozndmka MoZna jste si povSimli, Ze ozteni bodi B aC neni uteno jednoznaé. Lze je
pii konstrukci zamnit.

Uloha 6. V roving je dana Gsika AB a kruZniceh. Sestrojte
trojuhelnikABCtak aby platiloC [0 h a vnitni ahelACB mg¢l

danou velikosty, za podminky0< y <90 .

Rozbor Vrchol C lezi na kruznicih a zarové pati do mno-
ziny m={X,|[0AXB=y}=m0 m kde m a m, jsou

kruhové oblouky sestrojené nad sgoleu €tivou AB
a s obvodovym uhlem velikosji (obr. 11).

M,y

Obr. 11
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Postup konstrukce jergimy, nebudeme jej popisovat. Nazérsi jej mize ¢tend& projit
pomoci tl&itek skryvani v souboru
KU_06.fig.

Diskuse

Uloha je polohova. Nize mit 0az 4
feSeni podle toho, kolik ma jm&ika
kruzniceh s mnozinoum.

Na obr. 12 je znazo&na situace, pro
kterou mé ulohatyii feSeni.

y <71 2550°

Cviceni

Sestrojte trojuhelnilRBC, je-li dano:
CKU_O01. a,t, V.

CKU_02. ¢, v,, V..

CKU_03. a, b, \,. Obr. 12
CKU_04. t,,v,,t,.

a’ "a’

CKU_05.a,v,,p.

2.2 Sestrojeni patebného prvku uzitim podobnosti

Nekdy je mozné sestrojit ze zadanych gndalSi prvek, po jehoZ nalezeni je jiz konstrukce
pozadovaného Utvaru snadna.

Jsou-li v tlohach na konstrukci trojuhelnika zadaelkosti dvou vniknich Ghti, ozn&me je

a af, pak je jimi dan tvar trojuhelnika (nebpodle ¥ty uu o podobnosti si jsou kazdé dva
trojuhelniky podobné, jestlize se shoduji ve dvilecdh). Teti zadany prvek oztme Xx.
Zrejme je to réjaka délka.

Predstavme si, Ze Uloha by byla snadfeditelna,
kdybychom misto délky znali jinou délku, naipklad
¢ v hledaném trojuhelniku. Pokud si misto nezna
hodnoty ¢ zvolime libovolnou délkuc’, mazeme

snadno narysovat pomocny trojuhel&B C, ktery
je zadan hodnotami', o' =a, 8 = 3. V ném zneti-
me délku X', jeZz v podobnosti odpovida délge Ze
znamych hodnot', X, x sestrojime jako tz\tvrtou
geometrickou Urrnou délkuc (viz obr. 13). Tim
pievedeme ulohw, 8,x na tlohua, B,c, kterouumi- Obr. 13

me vyesit.

Analogicky miZzeme postupovat ifpkonstrukcich, ve kterych je misto dvou dhiréen tvar
trojuhelnika jinym zpsobem, nafiklad pongérem stran.
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Uloha 7. Sestrojte trojuhelniRBC, je-li danoa, S a délkam= v, + \.

Re3eni Rozbor a konstrukci nebudeme prodtadneba plynou z obecného popisu na
piedchozi strance. Grafické provedeni znaafer obr. 14, ktery je zkopirovan z obrazovky
pocitate i praci se souborem KU_07, ¥mz Ize konstrukci zobrazovat po krocich anih
hodnoty zadanych prik PovSimite si, Ze jsme z praktickychidodi nakreslili trojuhelniky
ABC a ABC do téhoz obrazce. K zachovani tvaru byla vyuZiégnslehlost (pimka BC
byla sestrojena jako rovnéitka sB'C' v bod: B).

V ulohéch typua, B,x je pozadovany trojuhelnik vzdy den jednoznén¢, proto ma uloha
jedinétreseni.

60,26 °

44,79 ©

10,00 cm

#

v v

Obr. 14

Nekdy 1ze podobnost vyuZit az na zaldasbuvislosti objevenych v rozboru. Jakbkiad
uvedeme d¥ ulohy. K usgSnému vyeSeni prvni z nich je zagebi objevit jistou vlastnost
ostrouhlého trojuhelnika, kterou uvedeme formsty:v

Véta 1. Pro libovolny ostrouhly trojuhelniRBC v kmz P, Q aR jsou porac paty vysek
z vrcholi A, BaC, plati, zZe trojuhelnikfPQC, AQR, PBRAABCjsou havzajem podobné.

Diikaz
Paty P a Q vySek z vrchal A aB lezi na Thaletayv kruznici 7
s ptaimérem AB (obr. 15). Vzhledem ke shodnosti obvodovy

uhli nad obloukem PB Ize polozit ¢ =|OBAM=|0BQR.
Z pravouhlych trojuhelnikBCQaABP plyne

|0PQQ =90" -¢ =|0 ABG.
Navic maji trojuhelnikyPQC a ABC spoleny Uhel g vrcholu C.
Jsou tedy podledty uu podobné. Dkazy vztati AAQR-AABCa

APBR~AABC provedeme analogickyl
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Uloha 8. V ostrothlém trojihelnikéBC jsouP aQ (v daném ptadi) paty vy3ek z vrchol
A aB. Sestrojte jej, je-li dana délka:|Cq a polongry r, r, kruznic opsanych ptad
trojuhelnikim ABCaPQC.

Rozbor Uzitim wty 1 dostdvam@aPQC~AABC a odtud S = Vidime, Ze Ulohu ma smysl
rl

resit jen za podmine<d<a a 0<r, <r. Sestrojenim délkya jako ctvrté geometrické
uameérné grevadime ulohu na sestrojeni trojuhelnikBC, je-li dano a,d,r. Délky a, d
jednozné&né uréuji pravouhly trojuhelniBCQ jenZ je snadné sestrojit. Vrchalje priseiik
polopgimky CQ s kruznicik(O, r) opsanou trojuhelnikdBC (obr. 16). K jejimu sestrojeni
potrebujeme nalézt bo®. Ten lezi v pitniku osyo stranyBC s kruznicin(C, r). Navic lezi
v polorovirg BCQ, je tedy jednozrian¢ urcen. (Z podminky, Ze trojuhelnikBC je ostrouhly
plyne ze, vrcholA lezi na ¥tSim obloukuAB kruznice opsané. Proto bad na obr. 16

vylou¢ime.)

d S 2.00 cm
m T T 3.00cm

O —
V Ty r 3,87 cm

[l1

12

[[] 3 B: g pranik m(C,a)

[[]4 o:osauseky BC

[[]5 O: o prinik n(C,r)

[[] 6 4: polopfimka CQ pranik k(O,r)
o |:| 7

[]8

9

Konstrukce

1. Useka délkya jako étvrtd geometricka Ugmna ¢ervena Gskka na obr. 16 vlevo nake).
2. UseékaCQdélkyd s kolmiciq v bod Q.

3*. BOgn m C 3.

4. Oseo Useky BC.

5*. BodO je ten z piisetiki osy o a kruznicen(C, r), ktery lezi v polorovia BCQ.

6*. Al- CQn KQn.

7. TrojuhelnikABC.
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Diskuse je pongrn¢ slozita, komplikuje ji podminka ostrouhlosti troginikaABC.
Provedeme podrol§jsi analyzu a vysledky shrneme v &av

K zadanym prviim piidame délkua, kterou snadno sestrojime pomoci vzte{rihag.
Pokud platir, 2r, atedyia=d, neboa=2r nema uloh&eSeni.

Predpokladejme proto, ze <r ad <a<?2r. Tyto vztahy zaréuji sestrojeni baiB, O, A
v krocich konstrukce oztianych h¥zdickou (promyslete). Nepostaji k tomu, aby troj-
UhelnikABC byl ostrouhly. Pomoci obr. 16 nebo 17 snadngriawe, Ze

EZEZBZco'sy.
r a b
c k7 "
P ) 0
0
O=4
B m
m q 1
a) b) C)

Obr. 17

Uhel y je tedy peva uréen a je ostry. Limitni situace, kdy pe=90°, nebo 3 =90°
znazotuji obr. 17 a) a 17 c). Pro prvni z nich pldti= 2r cosy= 2, pro druhou

d, =|CP Gosy a|CP| =2t = 2r cosy Ostrouhly trojihelnik vznikne, prékdyz

d, <d< d. Po dosazeni do posledniho vztahurzpiedchozich a kratké préawucinime
Zawr.

Uloha ma pra¥ jednoiedeni, jestlize plati

O<r<r a 2+1z<d <2r.

Uloha 9. Sestrojte trojuhelniRBC, jsou-li dany jeho vy3ky,,V,, V..

Rozbor Kdybychom misto vySek znali délky stran, byloibgeni jednoduché. Zkusme tedy
hledat, jak vysky trojuhelnika souvisi s jeho strain K cili se piblizime, kdyZ si vzpomene-

me na vztah pro obsah trojﬂhelnil&,:%a\g =.... Zgjzjistime S=ay = by= cy
a odtud
a:b:c=i:i:—1:d:b: ¢ resp.va:vb:vczi,:i,:—l, (2)
vV, V, V. a b c

kde a',b a ¢ jsou délky stran libovolného trojuhelnikiB C, podobného trojuhelnik&BC.
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Vztah (2) umo#uje nasledujici konstrukci.

Konstrukce

1. TrojuhelnikKLM: |KL|=v,,|LM|=v,,|MK| =, obr. 18 dole.

2. Sestrojime vysky z vrchoM, L, K a oznaime je porac a', b, C.
3. TrojuhelnikAB'C': |B'C|=4d,[CA=B,| Ad= b

4. VySka AP

5 P:- APn KAY).

6. Rovnolgzkap se stranoB'C'v bodk P.

7.B0- ABn p CO- ACn ¢

8. TrojuhelnikABC.

Kontrola spravnosti Pro sestrojené Usey plati vztah (2), proto jsou trojuhelnildBC
a AB'C podobné. TrojuhelniRBC ma pozadovanou vysky z vrcholuA. ProtoZe plati (2),
maji i vySky z vrchal B, CpoZzadované hodnoty.

Diskuse Uloha méa pré&¥ jednoieseni, spiuji-li vy3ky v_,v,, v, trojahelnikovou nerovnost
V, =W <V < v+ v,

Pro vSechny ostatni situace n&sséni.

m

va
vb
ve

7,00 cm

6,00 cm

5,00 cm

B [
M D 2

[]3

[]4 m(4,v,)
a’ W I:I 5
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Cviéeni

Sestrojte trojuhelnilRBC, je-li dano:

CKU_06. B,y,m=r+p (tzn.mje soudet polonéri opsané a vepsané kruznice).
CKU_07. a=60",b:c=3:4,t = 5cmr

CKU_08. a:b:c=4:5:6,p0=2cm

CKU_09. b+c=10cma 8 y= 3:4:!

2.3 Vyuziti shodnych zobrazeni

Shodné zobrazeni v roviéi, nebolishodnost piitazuje kazdému bodX roviny pré¢ jeden
bod X' téZe roviny tak, Ze pro kazdé dva bodyy a jejich obrazyX', Y’ plati | X"Y'| =| X¥.
To znamena, Ze obrazem jakékoli digeje stejré dlouha Uséka. V disledku toho zachovava
shodné zobrazeni i velikosti dhl

Jestlize je geometricky Utval’ obrazem UtvarW ve shodném zobrazeni, pak jsou Gtvdry
a U’ shodné. Dva Utvary jsou shodné, griglyZ je Ize umistit na sebe tak, aby se kryly.

V tomto odstavci se zaffime na vyuZzitiétyt shodnosti v rovi& které jsou znamé zefstini
a zakladni Skoly. Jsou tofstlovd a osova sowmmost, ot@deni a posunuti. fgSime jen
nekolik typickych uloh.

Shodnym a podobnym zobrazenim je z veliésti wnovan pomocny textseometricka
zobrazeni v Ulohaglviz [a]. V rtm si miZete roz&it poznatky o shodnych zobrazenich.

Nasledujici piklad je ukazkou standardniho postupu, ktery jelylimeto@ vyuziti mnozin
bodi s danou vlastnosti.

Uloha 10. V roviné je dana fimkap, kruznicek a bodyM, N. Sestrojte trojuhelnilABC tak,
aby byly bodyM, N poiac stredy straPAC aBC, a aby platiioAOk a B[ p.

Rozbor Ze zadani plyne, Ze bod je
obrazem boduA v soungrnosti se
sttedem M, coZz symbolicky zapiSems
vztahemC = S, ( A. Z podminky Ak
déle plyne, ze jeho obra3,(A lezi
na obrazuk’ kruZnicek v soungrnosti
podleM: COS, (K = k.

Analogicky zjistime:CO S, (p= p
Odtud jiz snadno nalezneme konstrukc

Konstrukce
1. kK'=9§,(R.
2. p=S.(n.
3*. COpnk. Obr. 19
4. A=§,(9 aB= Q(Q,trojuhelnikABC.

Diskuse Uloha méa 0 az &3eni podle piu spolé&nych bod: kruznicek' a gimky p'.
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V dalSi uloze vyuzijeme toho, ze k@beerec (respétverec) je oso¥ soungrny podle svych
Uhlopricek a stedow soungrny podle jejich plisetiku, tzv. stedu kosétverce {tverce).

Uloha 11. V roviné je dana fimka p, kruznicek a bodM.
Sestrojte kostiverec nebo ¢tverec ABCD tak, aby jeho D,
Uhlopricka AC byla ¢asti gimky p, bod M byl stedem strany
BC a aby bodB lezel na kruznick.

Rozbor Ze zadani plyneC=S§,(B. Navic BOk, proto
COS, (K=K (obr.20). Odtud COk'n p a B=S§,(O.
Daéle uZijeme osovou sownmost:

D=S,(B aA=S_4(O.

Misto soungrnosti podle pimky BD lze pouzit sedovou
soungrnost podle piseiku S piimek BD ap.

Konstrukcge zi'ejma z rozboru. Jeji zapis vidime na obr. 21. Obr. 20

Diskuse Uloha ma 0 az &3eni podle piau spolénych bod kruznicek’ a pgimky p.

1 k" obraz kruznice k v symetrii podle M.

2 BodyCaC,.

3 B:obraz bodu C v symetrii podle M.

4 D: obraz bodu B v osové symetrii podle p.
5 A: obraz bodu C v symetrii podle S.
Druhé feSeni.

Obr. 21

Sjednocenim trojuhelnika s jeho obrazem vedstvé sourrnosti podle sedu strany
trojuhelnika vznikéa rovnatinik, jehoz jednu jeho uhléigku tvoii strana trojuhelnika
a druhou prodlouzen&znice na tuto stranu. Prawvedeny poznatek lze vyho#in
vyuzit @i nékterych konstrukcich trojahelnika, vyskytuji-li sezadani ulohy délky,
téznic.

Uloha 12. Sestrojte trojuhelniRBC, je-li danob,c,t,.

Rozbor Ozn&meM stred stranyBCa D =S, (A (obr. 22).
Ctytthelnik ABDC je rovnoléZznik se sedemM, Ize sestrojit
trojuhelnik ABD s délkami stran |[BD|=b, |AD|=2t,
a|AB = ¢ s bodemM ve stedu stranyAD. Bod C je obrazem
boduB v soungrnosti podleM.
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Konstrukcege zejma z rozboru (viz téz obr. 23).
Diskuse Uloha ma jedinéeSeni za fedpokladu, ze
plati trojuhelnikova nerovnost

lbo-d<2t <b+c

Pokud tato nerovnost neplati, ulalegeni nema.

Uloha 13. Sestrojte trojuhelniRBC, je-li danov,, v, , t..

Rozbor Neclt M je sted stranyAB aD=S§,(0

(obr. 24), pak jestyiuhelnik ACBD rovnolEznik se ste-
dem M. Ozn@&me déle p= - AC a gq= - BD. Neni

obtizné sestrojit rovnatiky p aq (| p,qF V) i s Gsékou
CD délky 2t.. Bod A lezi na pimce s, ktera prochazi

bodemD, je rovnolizna sBC a ma od bod€ vzdalenost
v,. Na téze fimce lezi i vrchoE pravouhlého a snadnt

sestrojitelného trojuhelnikACE s preponouDC a od¥s-
nouAE délky v,. Vztahy A pnsaB=S,(A umoz-

nuji zbytek konstrukce.

Konstrukce

1. Rovnobzkyp, q(|p.q =)
2. ZvolimeCUO p.

3*. DUqn n(C,2t).

4. Kruznicer s ptiméremcCD.
5*. EOrnm(C v).

6.5 - DE.

7*. AUpns

8.B=S,(A.

9. TrojuhelnikABC.

Diskuse

Uloha nemé&e3eni, pokud

v, > 2t. nebov, >2t. nebo

v, =2t =V, (viz konstrukce,
body 3 a 5).

Je-liv, <2t av, <2t av,#ZV,
ma uloha dv feSeni.
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Praw jednoteSeni ma, kdyz je ldujedna z vySekv,, v, rovna 2t, a druha je mensi nez_,
nebo kdyzv, =y, <2t_. (Promyslete a nakreslete si obrazky!)

Predchozi d¥ Ulohy obsahovaly v zadani délk§Zhic. Ri jejich feSeni jsme vyhodnpouZili
metodu tzv.doplnéni trojuhelnika na rovnobéznik. Na dalSi dlohu bude vhoggi apliko-
vat jiny postup,itebaze se v jejim zadani r@znvyskytuje délkadZnice.

Uloha 14. V roviré je dana fimkap a bodyA, L, které na ni nelezi. Sestrojte rovnoramenny
trojuhelnik ABC se zakladnolAB tak, aby jeho vrcholB, C lezely na pimcep a €Znice
z vrcholuC bylacasti gimky CL.

Rozbor Rovnoramenny trojuhelnikBC je soungrny podle pimky
0= o CR ktera je osou zakladmB (obr. 26), a Usi&ka CR je sou-
¢asre téZnici i vyskou z vrchollC. V soungrnosti podle osy plati
B=A=§(A al'=L. Podle definice shodného zobrazeni (kter

je i soungrnostS,) je [BL|=|A'L|=|AL, neboliBO k( L| AL|)
Odtud jiz plyne konstrukce.

Konstrukce

1. k(L|AL).

2*. BOkn p

3. Osa Use&ky AB.
4* CUon p

5. TrojuhelnikABC.

Diskuse Uloha méa 0 az 2eSeni podle pitu spole-
nych bodi primky p s kruznicik. Y
Na obr. 27 vidime jednu ze situaci, kdy ma uloha ¢
feSeni.

Na rozdil od uloh 10 aZ 13 jsmé peSeni Ulohy 14 vyuZili osovou sodmost.

Osovou sourrnost miizeme vyhoda pouzit @i hledani gkterych konstrukch-uhelnik,
jsou-li mezi zadanymi prvky séty nebo rozdily délek sousednich stran, nebo rgzdil
velikosti Uhti (viz ulohy 15-18 a &které Ulohy ve cweni).
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Ulohu 15 IzereSit metodou z odstavce 2.2. Zde uvadieseni pomoci osové symetrie.

Uloha 15. Sestrojte trojuhelnikBC, je-li danoa, B, p, kdep je jeho obvod.

Rozbor Predpokladame, Ze je trojuhelnik sestrojen. Na pahoge opané k polopimce AB
zvolime bodD tak, aby|AD| =b a na polofimce opé&né k polopimce BA zvolime bodE

tak, aby |BE|=a (obr.28). Podle &y o vrj$im Ghlu trojuhelnika ma rovnoramenny

trojuhelnik CDA pii své zaklad& CD uhly velikosti ¢=%. Podob® ma rovnoramenny

trojuhelnik CEB pii z&kladre CE uhly velikosti gzg. Konstrukce trojuhelnikdEC je

zakladni a vrchol, B nalezneme vyuzitim souwmosti podle o9, a o, us€ek CD aCE.

Konstrukce
1. TrojuhelnikCDE. C

(|DE|= p, [cDE| :%, m

2. Ao n Us&kaDE. 4 b AN ﬁ?\ a (el
3.BOo,n UsekaDE. 2 4 B E
4. TrojuhelnikABC. Obr. 26

Diskuse

Pri smysluplném zadar(io + 8 <180, p > 0)ma Uloha vZdy pravjednoreseni. (Osyo, a o,
vZdy protnou Usiku DE, protozea /2 a /2 jsou velikosti ostrych uil)

Uloha 16. Sestrojte pravoliheln&BCD, je-li danou=|AC] ad =a-b kde a=|AB,
b=|BJ, a>h

Rozbor Ozna@me E ten bod polofimky BC, pro r&jz |BE|= a

(obr. 27). TrojuhelnikABE je pravouhly a rovnoramenny, odtu
|DAEC|=45,|EG= d a |AC|=u Sestrojeni trojuhelnkdCE ~ ?
je zZ‘ejmé, bodB nalezneme jako fis€ik osy o Us&ky AE u
s pologimkou p opa&nou k polopimce CE (nebo jako patu
kolmice z bodwA na polopimku p) a pak Gtvar snadno doplnim
na pravouhelnik.

b & O R Iy

Konstrukce Obr. 27
1. TrojuhelnikACE

2. 0. 0sa Useky AE.

3*. BOon p, kde p je polofimka op&na k polopimceCE.

4. PravouhelnilABCD.
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Diskuse Uloha méa préa¥ jednoteseni, kdyZz vznikne trojihelniRDE s tupym uUhlem
vrcholuC. To nastane za podminky> d. Pokud platiu < d, ulohaifeSeni nema.

Uloha 17. Sestrojte trojuhelniRBC, je-li danob,v,,d = 5-y > 0.

Rozbor UvaZzujme osovou soustmost podle osy strany

BC, obraz bodlA ozna&meD, bodyB aC jsou sounirné
sdruzené, P je pata vysSky z vrcholuA (obr. 28).
Konstrukce pravouhlého trojuhelnik&PC je zakladni,
piipsani UhluACX velikosti 0 umo#iuje sestrojit bod, a
ptimku o jako osu Us&kky ADa B = § (O.

Konstrukce B
1*. Trojuhelnik APC. B

2. RovnobZzkaq s gimkouBC v boct A.

3. UhelACXvelikosti & vné pripsany trojihelnikiAPC.

4* D:- CXng

5. 0: 0sa Us&ky AD.

6. B=§ (0, trojuhelnik ABC

Diskuse Z bodi ozn&enych h¥zdickami plyne, ze Gloha nentaseni, kdyz platb < v, nebo

180 < J+ y. Pro ostatni situace méa pegednoreseni.

Uloha 18. Sestrojte trojuhelniRBC, je-lidanom=a+h ¢d=a - 4> 0.
Rozbor Ozn&me D takovy bod polofimky BC,
pro r&jz |BD| = m (obr. 29).

V trojuhelniku ABD zname délky dvou stran
|BD|=m a |AB=c Pokusme se &ktery jeho
Uhel vyjadit pomoci dané hodnoty: Smysl méa

zabyvat se pouze GhleBAD, neba’ |JABD| = 8
a|JADB = y/2:
[0BAD|=[1BAG+|0 CAB=a+2 =

:£+(E+E+Zj_£:900 +L’8: 90)'*'2- .
2 \2 2 2 2 2 2
Vypocitand hodnota umahije konstrukci
trojuhelnikaABD, bodC nalezneme jako psetik
useky BD a osyo stranyAD.

Konstrukce
1*. TrojuhelnikABD (viz obr. 29,|AB|= ¢ | BO = m|O BAD=9C +J/ 2).

2*. Bod C: prusetik Us&ky BD s osowo useky AD.
3. TrojuhelnikABC.
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Diskuse Zadani ma smysl, pokud #0° < 0 < 180 . Pak trojuhelnikABD existuje, pray kdyz
m> ¢ Jeho existence pakauje jednoznén¢ bodC. Lze tedy dinit zawr:

Uloha neméteseni, je-li y<90° neboms< c Pokud jem>c a 90° <5<180 , ma uloha
jedinéresSeni.

V dalSich ulohach se zaitime na vyuziti posunuti a @ateni. Tato shodna zobrazentégdsta-
vuji pohyb v rovig. Posunuti si lze fpdstavit jako pohyb po navzajem rovebbych
piimkach a otdeni jako pohyb po soustdnych kruznicich. Z toho lze vyvodit metodu
konstrukci Utvat, jejichZ umisini je vazano vhodnymi podminkami:
1. Ulohu zjednodu$ime vynechaninekterych podminek umi&ti a Gtvar v ni za
zjednoduSenych podminek sestrojime.

2. Takto sestrojeny utvarigmistime otéenim nebo posunutim do polohy poZzadované
puvodni ulohou.

Uloha 19. Sestrojte s@u p dané kruznicek(O, r)tak, aby prochazela danym bodéfna na
kruznici vytinala &ivu AB dané délkyd < 2r.

Rozbor Pokud vynechame podminku, Ze ma
se&nap prochazet bodeml, jereSeni snadné:
Zvolime A 0k a sestrojimeB,Okn h( A, d).
Primka s, = « AB je feSenim takto zjednodu
Sené ulohy (obr. 30). Nakonec ji vhodny
otocenim kolem boduO piemistime tak, aby
prochazela bodeml.

Abychom nalezli ahel onoho "vhodného" &tai,
poloZme si otazku, po jakéare se bude ip
ot&eni pohybovat ten bod, pfimky s,, ktery
bude po otdeni totozny s boderM. Ziejme se
bude pohybovat po kruZnian se stedem O
a polongrem |OM|. Jeji peisesik M, s pimkou

S je vzorem bodwM v otcteni R, ,, kde w je
velikost orientovaného Ghlv ,OM. Obr. 30

Konstrukcge zZ'ejma z rozboru. Poznamenejme, Ze

otoceni @imky p Ize provést pomoci oteni jejich libovolnych bodl X, Y. Jsou-li X', Y’
obrazy €chto bod v daném ot&eni, je obrazemifmky p pitimka p'= - X'Y. V naSi Uloze
je vyhodné zvolitX = M,, protoze jeho obraz X'=M jiz zname. Jako druhy bod jsme
zvolili B, a prenesenim Uhluv nasli jeho obraB (obr. 30).

Diskuse Uloha méa jedndeseni (s= - OM) pro d =2r a dw& iedeni, je-lid <2r. Obs
feSeni vidime na obr. 31. To druhé odpovid&end o uhel M;OM. Nemusime v3ak

podruhé otéet. Pokud vyuZijeme poznatku, Zze kruZnice je ¢sswuntrna podle kazdé
piimky, kter4 prochazi jejim igtdem, sté sestrojit obraz Usk&y AB v soungrnosti podle
piimky OM.
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Obr. 31

Uloha 20. V rovirg je dana Gsika AB a kruznicek(O, r). Sestrojte rovnaiznik ABCDtak,
aby bodyC, D lezely na kruZnick.

Rozbor UvaZujme situaci na obr. 32. Wse AB opiSe-
me kruznici h(M,r) se stejnym pologrem, jako ma
kruznice k. Posunutim o vektoMO se kruzniceh
piemisti na kruZnidk a Uséka AB se zobrazi na Usleu

DC. ProgjSimi stranamiAB a CD bude rovnobznik
jednozn&né urcen.

Konstrukcge zZt'ejmé z rozboru a obr. 32.

Diskuse Uloha ma dv¥ teSeni (viz obr.33) ze
predpokladu, ze/AB/<2r. Je-li |[AB=2r, ma jedno
feSeni. Pro |AB>2r dloha nema feSeni.
Obe reSeni znazawuje obr. 33. Obr. 32
Pokuste se ulohu ygSit pomoci posunuti o vektaB.
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h

2.50 cm

d 2.34 cm

D 1 Pranik kruznic u(A4,7) a v(B,7).

D 2 Posunuti kruznice A(M,r) s tétivou AB.
[ |3 Rovnobéznik ABCD.

[ |4 Druhé feseni.

Obr. 33

V Ulohach, kde se vyskytuji rovn&iiky, resp. f konstrukci rovnobznika neb

lichobéZnika je rkdy vyhodné vyuzit posunuti. ddteré dlohy, v nichZz se vyskytuji
soustedné kruznice, resp. ulohy na konstrukci rovnoramjeh a rovnostrannyc
trojuhelnik, je moznaesit uzitim otdeni.

Uloha 21. Sestrojte rovnaiznik ABCD, je-li dano|AB| = a|BG = b|0 ASB=w (Sje sted
rovnokeznika).

Rozbor V posunuti o vektoAB je obrazem 0
Uhlopricky BD us&ka CM (obr. 34). Z rov-
nobiZnosti Uséek BD aMC dostavame

|OACM| =|0ASB=w.

Bod C lezi na obloukw mnoziny vSech bad
roviny, z nichz je usgka AM délky 2a vidét
pod Uhlema. Navic lezi na kruznich(B, b).
Lze tedy sestrojit trojuhelnilAMC vcetrg I
sttedu B use&ky AM. Doplréni trojuhelniku I
ABCna rovnobznik ABCDje snadné.

Diskuse Ulohamiize mit nejvy3 jednoreseni Obr. 34
TrojuhelnikyAMC aMAC, jsou totiz sourérné

podle osy usi&ky AM a proto jsou shodné. Od-
tud plyne i shodnost rovnébniki ABCD a ABC D, kde D, je obraz bodB v soungrnosti

podle stedu Useéky AD (neni na obr. 34 nekreslen). Pro dalSi uvahy @mea polomer
kruZnice, na niz lezi obloul, a E priseik obloukuu s osouo use€ky AM. RozliSime fti
situace:

1. Plati-lia=b, lezi bodyA aM v mnozZirt hn u. To zhamena, Ze Uloha nerregseni pro
w#90, neba hnu={ A M}. Je-li vdakw=90, plati u 0 h a bodC méze byt kterykoliv

vnitini bod pilkruZnice u. Uloha méa nekor®é mnoho feSeni, vysledny rovnebnik je
kosatverec nebd@tverec.

2. Proa<b ma Ulohaeseni, jen kdyz jev<90° a navic platb <|BE (obr. 35).
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3. Proa>b ma Ulohaeseni, jen kdyZ jevo>90° a navicb = |BE| (obr. 36).

h

Obr. 35

10

Obr. 36

h

Uloha 22. Je darttverecABCD's vnitnim bodenK. Sestrojte rovnostranny trojihelrfkM

tak, aby jeho vrcholy, M leZely na hranici
Ctverce.

Rozbor V rotaci R ,, je obrazem hranich D

¢tverce ABCD cara h' (hranice otéeného
¢tverce) a bod. se zobrazi do bodM. Plati
tedy M Oh' n h(obr. 37). Po sestrojeni bod
M uréime L = &,-ew(M)'

h

Konstrukcge Z'ejma z rozboru. 4

Diskuse Uloha méa 2 az 8eSeni podle piu
spol&nych bod ¢ar h a h'. Zobrazenitary h

v rotaci R, vede na stejngesSeni jako
. ’ A
V rotaci R( iy

Obr. 38 pedstavuje vSech osm moznyiaseni.

Poznamka.V souboru KU_22.fig je bo& umistn na 2
Zluté polopimce s poatkem A. To umozuje
narysovany obrazek i se zadaniterpig’ovat ichopem
za bod A. Bod K premigujeme jednak oté&nim

poloprimky, jednak posouvanim po ni.
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Uloha 23. V roving jsou dany kruznicen, na giimkap. Sestrojte rovnaizku g s gimkoup
tak, aby vytinala na kruznicich st&jdlouhé &tivy.

Rozbor Predpokladejme, Ze jefinka g sestrojena a oztiame
K aL paty kolmic na fimku p ze stedi M aN kruznicman
(obr. 39). V posunutil,, o vektorKL dostavamel,, A ¥ C

aT, (B)=D (ttiva AB se zobrazi naé¢tivu CD). Z toho
plyne, ze bodyC aD jsou pis&iky kruznicnam =T, (M.
Konstrukce

1. BodyK, L (paty kolmic ze sedi M aN).

2. M'=T (M).

3. m(M’,r), kder je polong&r kruZnicem.

4.C,D:nfnn

5. A B:gn m kdeq je rovnolgZka s pimkoup v bod: C.

Diskuse Pokud se kruznice a m protnou, ma Uloha jedin@Seni. Jestlize se neprotnou, pak
feSeni nema. Zoodnéte, pr@& posunuti o vektor ogay k vektoru KL nikdy nepovede
k druhémueseni.

Cviceni
CKU_10. V rovirg jsou dany kruznicen, n které se protinaji v bodeél) B. BodemA ved'te
fFmku p# o AB tak, aby na obou kruZnicich vytinala steghouhé &tivy.

CKU_11. V rovirg jsou dany kruZnicen, n které se protinaji. Jednim z jejictipgika
véte piimku p tak, aby sotet délek vzniklychdtiv mél danou délkud.

CKU_12. Sestrojte trojuhelnikBC, je-li danot_, t,,t..

CKU_13. V rovirg jsou dany soutdné kruznicen, n mezi nimi bodA. Sestrojte rovno-
stranny trojuhelnABCtak, abyBO ma C n.

CKU_14. Sestrojte lichatinik ABCD, je-li dana délka zakladnD| = c, délky ramen
|BC|= b | DA= dacislo o =|JDAB|~-|0 CBA>0.

CKU_15. Sestrojtétverec, je-li dan a) saet délky jeho uhloficky a strany, b) jejich rozdil.

CKU_16. Sestrojte trojuheln&BC, je-lidanom=a-h v, J.

CKU_17. Sestrojte trojuhelnikBC, je-li danoa,v,,0= 8-y >0.

CKU_18. V rovirg jsou dany fimky p, q a bodC, ktery na nich nelezi. Sestrojte rovnostran-
ny trojuhelnikBCtak, aby A0 p a B[ q.

CKU_19. V rovirg jsou dany rovnodzky p, q a gimkam s nimi iznokezna. Sestrojte
rovnostranny trojuheln¥BCtak, aby Allp aBllgaClm

CKU_20. Do danéhstverceABCD vepistectverecKLMN s délkou strand tak, aby jeho
vrcholK, L, MaN leZely pofack na usékachAB, BC, CDaDA.
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2.4 Konstrukéni ulohy reSené na zakladlalgebraického vypd@tu

Nekdy se nam neda sestrojit pozadovany atvar z danych prvkale umime nalézt
algebraicky vyraz, ktery duje prvek x pomoci prvk danych. Jestlize utvar dovedeme
sestrojit, kdyZz k danym prikn tento prvekx pridame, pevedli jsme Ulohu na sestrojeni
prvku x pomoci nalezeného algebraického vyrazu.

Prehled konstrukci algebraickych vytamebudeme uva@tl Najdete jej na v bakaiske praci
Jany ZobalovéGeometrické konstruko@Sené s vyuzitim algebraického wtppkterou Ize
stahnout nafiklad z [a]. V praci jsou téz vgSeny tlohy CKU_21 az CKU_24.

Uloha 24. Sestrojte trojuhelnikABC, jsou-li dany délkym=a+h n= a b>0 a jeho
obvodp.
m+ n p= M n

2
braickych vyra# sestrojime Usdky déleka, b, ¢ a pak trojuhelnilABC z jeho stran.

Redeni Ze zadani a definice obvoduiime a = , C= p— m Z tchto alge-

Konstrukcgsou vSechny trivialni, jejich provedenigmechavamétendi.

Diskuse Uloha ma jedin&e3eni, a to jen tehdy, kdyz délly b, cspkiuji trojuhelnikovou
nerovnost|a— d < c< at+ b Z ni po dosazeni dostaneme tuto podmiie&itelnosti:

m+ n< p<2m

Jestlize posledni vztah neplati, nema Ulkgseni.

Uloha 25. V pravouhlém trojuhelnikuABC ozna&me T bod dotyku vepsané kruznice
S PreponoUAB. Sestrojte takovy trojihelnik, jsou-li dany délky:|AT| a y=| TH.

Rozbor Predpokladejme, Ze je trojuhelnik sestrojen (obr. 4™

. g ; B
Vepsana kruznice se dotykd eéden AC a BC v bodechE CJ pE Y
aF. Délky te&en z bodu ke Kkruznici jsou stejne £ /
|AH =|AT|= % |BF|=|BT|=y a|CF|=|CE=p, kde p je E %
polomgr vepsané kruzniceCtyithelnik EOFC je &tverec.
Vidime, Ze a=p+y,b=p+ xac= x y Pro délky stran T

trojihelnika plati Pythagorovasta a®+b’=c’. Odtud po 4
dosazeni, roznasobeni a ekvivalentnich Upravactamame
kvadratickou rovnici s neznamaoa: Obr. 40

p°+(x+y)p-2xy=0. 3)
Jeji diskriminantD = (x+ y)* + 4xyje vzdy kladny a dokonceé&tdi nez x+y. Nasi Uloze
vyhovuje jen kladny kien
=2(d-(x+ ), kded=y/ (x+ 3T+ Axy @)
MuZzeme tedy sestrojit polafn p kruznice vepsanécetns Use&ek o délkacha=p+Yy,

b=p+x ac=x+y Tim naSi Ulohu fevedeme na sestrojeni trojuhelnikuizetran, coz je
trivialni. Poznamenejme je&StZze délkuc nemusime sestrojovat. Siamalézt délky odgsen.

Konstrukce pottebnych prvk véetné konstrukce trojuhelnikaABC je znazorsina na
obr. 41. Uséka PQ ma délku x+y, vyraz /4xy=./2x[R2y byl sestrojen s vyuzitim
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Eukleidovy ¥ty o vySce jako vySkaN v pravouhlém trojuhelnikiLN a délkud predsta-
vuje prepona pravouthlého trojuhelnitINU, v nemz [NU|= x+ y. Délkad byla v zaeru

pomocnych konstrukci nanesena na pbogu PQ, ¢imz vznikla Uséka QR délky 2p.

Konstrukce trojuhelnika jergjma.

d
2p x 2.00 cm
cC p y A P y 3.50 om
P ' R

P v Ty v 0

X N 1%
B
z f

K 2x M 2y L
Obr. 41

Diskuse Uloha ma pro libovolna kladng y praw jednoieseni. (Promyslete!)

Poznamka.Uvedeny postup vy@tu polongru vepsané kruznice Ize povaZzovat za standard-
ni, ktery asi napadneitginuteSitefi. Rovnice (3) se vSak da odvodit i bez uziti Pytragy
véty, nagiklad z dvojiho vyjageni dvojnasobku obsahu trojuhelnika:

2S= alb= 9p, kde s= x+ y+ p je polovina obvodu trojuhelnika.

Preswdcte se 0 tom a porovnejte tento postdp&nim ulohy 9.

Uloha 26. Sestrojte pravouhly trojuheIn’BC s feponouAB, je-li danoa+b=m v.
Rozbor S vyuzitim Pythagorovysty a vztahu &= alb= dlydostavame
m' =a’+ bP+2ab= ¢+2cy,
neboli
c®+2v.c- nf =0.
Tato kvadratickd rovnice s neznamouma diskriminantD :4(v§+mz) a jediné kladné
reSeni
c=yV+nf-\ (5)

Uzitim Pythagorovy $ty snadno sestrojime odmocninu ve vztahu (5) agsaku délkyc.
Tim ulohu gevedeme na (zékladni) konstrukci pravouhlého tedjiika, v #mz je dana

délkac prepony a vyskav..
Konstrukcge zZ'ejma z obr. 42.
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Diskuse Uloha ma pra¥jednoreseni a to jen za podminky, e 2v,. Po dosazeni ze vztahu
(5) a Gipra¥ ma podminkaesitelnosti tvam= v+/8.

M
C 9.00 cm

p ve 3,00 cm

Obr. 42
Cviéeni
CKU_21. Sestrojte pravouhly trojuhelmMiBC s greponouAB, je-li dano c—a=m
c—-b=n
CKU_22. Sestrojte rovnoramenny trojuhelRC se zakladno@B, je-li dano2a-c=m,
V..

CKU_23. Sestrojte rovnoramenny trojuhelRC se zakladnoéB, je-li danoc—a=m
V,-V.=n
CKU_24. Na zaklaglvypaitu vyreSte tlohy 16, 19 a CKU_15.

Poznamka S jinymi ulohamiteSenymi na zakladalgebraického vypau se jedt pribézne
setkame.

2.5 Uzit&né poskehy a poznatky

Zde se zawrime na ulohy, jejichZeSeni je snadné, pokud siédemime (nebo jiz zndme)
souvislosti, které sefpvyuce geometrie naigdni i zakladni Skole &Sinou neuvadi. i
vykladu olgas odboéime od problematiky pouhych geometrickych konstrukadvodime
nékteré poznatky uzitmé i proieseni jinych ulohReSeni dalSich tloh budeme popisovat
striengji. Nebudeme jiz dsledre rozliSovat rozbor, konstrukci, adodreni a diskusi pomoci
nadpisi.

2.5.1 Vazané prvky

Pokuste se nejprve ig8it nasledujici tlohu, aniz byste se divali nerggeni.

Uloha 27.Sestrojte trojuhelniRBC, je-li danoa, r,a, kder je polomér kruZnice opsané.
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Reseni Korektni zadani tlohy na konstrukci trojihelnia mglo obsahovatit nezavislé

prvky. NaSe uloha tuto podminku nasgk, nebd podle sinové &ty plati

Predstavime si na chvili, ze tut
okolnost nezname, a pokusime
dlohu wvyesit. Ulohu méa smysl
ieSit jen pro0O<a<?2r. Pak lIze
sestrojit opsanou kruznidk(O, r),
na ni zvolit bodB a sestrojit vrchol
COkn h( B 3. Zbyvajici vrcholA
je prasetikem kruznicek s mnozi-
nou

m

={X,|0BXd=a}=mO m
(viz téZ alohu 6 na str. 10).
Jestlize zadané hodnoty nespl
vztah (6), ma mnozinen s kruzni-
ci k spol&éné pouze bodyB, C
a uloha nemé&eseni (obr. 43).
Jestlize zadané hodnoty vyhovu
vztahu (6), pak (f vhodném
oznaeni oblouk m a m,) je ob-

a=2rsina.

louk m nebom, totozny s jednim
z oblouki BC kruznicek. Uloha méa
nekoné€né¢ mnohoreSeni, protoZe bofl mazeme zvolit kdekoliv na totoZznych obloucich.

Z dosavadnich plyne:

Obr. 43

(6)

o7 2550°

r=240cm
a=3,00cm

Ulohy typd a,a,x, a,r,x a a,r,x, kde xD{a,a, r} je rejaky dalSi prvek trojuhelnika,

jsou navzajem zan€nitelné. To znamend, Ze po ¥gBeni libovolné z nich Ize pokladat za
vyieSené i zbyvajici dvilohy.

. Ke dvoijici a,a sestrojime touto konstrukci (ob#4):

ga b~ W N B

. UsekaBC délkya.

. UhelBCX velikosti a.

. Osao Use&ky BC.

. Kolmiceq naCXv boct C.

.1 =|CO|, kdeOOon q
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Il. Ke dvoijici a,r sestrojimea touto konstrukci (obr. 45

1. Kruznice k(O, r).

2. Bod BOkzvolime.

3. UhelBOX velikosti 2a.
4.C: - OXn k

5

. UsekaBC délkya.

Obr. 45

lll. Ke dvojici a, r sestrojimea touto konstrukci (obr. 46 g
1. Kruznice k(O r). a
2. Bod B[Ok zvolime.
3.C:kn mB 3. &
4. UhelBOC ma velikost2a. a
B C

Dilezité! Nutno uvaZovat oba uhly BOC, jak vidime na

obr. 46. KdybychonieSili rovnici m

sing = 23 , také vyjdou dva kieny na intervaIL(O, 18(5’> Obr. 46
r

Ulohu 28 se pokuste nejprveiegit sami.
Uloha 28.Sestrojte trojuhelniRBC, je-li dano:
a) ar,p,

b) a,r,p,

c) a,a,p (p je polongr kruznice vepsané).

Re3eni Vime jiz, ze st& vyresit pouze jednu z Ulot
a), b) a c), protoze pak Ize kazdou ze zbyvajitioh
pievést pomoci postugy neboll, nebolll na dlohu
vyieSenou. Ve vSechiech Ulohdch umime sestroj 0
opsanou kruznidk s €tivou BC. Kdyby se nam poda- '
filo sestrojit jest vepsanou kruznicih(S, p), nasli

h
bychom posledni vrcholA jako pfiseik opsané \ \W
kruznicek s t&nou z boduB neboC ke kruznicih B o
(obr. 47). ProtoZe polo&n kruznice h zname, st&

nalézt stedS. Ten lezi na rovnaticep s gimkouBC
vzdalené od ni o délkw. Poznamenejme, Ze z moz- r. @b

nych dvou rovnozek je to pouze jedna. Sice ta, jez
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lezi ve stejné polorovins hranéni piimkou AB, jako ten obloukAB opsané kruzZnick, na
némz lezi vrcholy obvodovych Ginlvelikosti a.

Prfi tomto postupu je pro mnoheésitele problém, jak
nalézt jest jednucaru, na niz lezi bo8. Jak ji nalézt
nam asi nenapovi zadani a). Ulsgl ktery se vysky-
tuje v Ukolech b) a c), nam trochu napovida. Vil
totiz, Ze sted S vepsané kruznice je iseikem os
vnitinich Uhti. Zkusime tedy vyjéit velikost Uhlu Q
BSCpomocia.

h
S
Z trojuhelnikuBSCna obr. 48 plyne P
B C

|DBsq+§+L;=180°

a ze vztahu pro soat velikosti vnitnich Ghti
trojuhelnikaABC. Obr. 48

N

+Z:900_
2

N R

Odestenim obou vztah dostaneme vztaOBSQ = 90° +%, z n3jz plyne, Ze bods lezi na

tom obloukum mnoziny {X, |DBXd =90 +%}, ktery se nachéazi stimkou p ve stejné

polorovirg ohranéené gimkou BC. Odtud plyne konstrukce, ktera je sm& popsana na
obr. 49. Diskusi fenechavameétenéi.

o 1 as00°
alfa
k 4 t 2,00 om
p 1.50 cm

[ 11 Kruznice k(0,7).

D 2 Usecka BC takovd, aby thel BOC mél velikost 20.

D 3 o: osausecky BC.

D 4 m: oblouk nad t&tivou BC s obvodovym tthlem 90%+0./2.

D 5 §: prisetik m a rovnob&Zky p s piimkou BC ve vzdal. p od ni.
0 L 16 n(s.p).
7 A: prisecik kruZnice & a teény 7 z B ke kruZnici h.
M X []8 Trojuhelnik 4BC.
Obr. 49

Poznamka.PovSimute si, Ze sedM obloukum lezi v pfisetiku osyo s kruznicik. Poddi se
vam dokazat, Ze to neni nahoda? Pokud to platieme konstrukci zjednodusit:

StredM obloukum nalezneme jakd n o (a velikost UhilBSCnemusime hledat).
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Cviéeni

Sestrojte trojuhelnilBC, je-li dano:

CKU_23. a)a,v,,r, b)a,v,,r, c)a,v,, a
CKU_24. a)ab,r, b)a,b,r, c)a,b, a
CKU_25. a)a, v, I, b)a,v,,r, c)a,v,,a

CKU_24. a)a,t,r, b)a,t,,r, ca,t ,a.

1 L

CKU_25. a)a,t,r, b)a,t,,r, c)a,t,,a.

2.5.2 Vlastnosti os uhi trojuhelnika

Uloha 29.Sestrojte trojuihelnikBC, je-li danoa,b a|CU| = y , kdeU je prisesik osy thlu
ACBs Usékou AB.

Re3eni Predpokladejme, Ze je trojuhelnik sestrojen @me
bodemB rovnolEzku se stranoC. Jeji pfisik s pimkou CU
oznameD a polozmelDU|=d, |AU|=m a|UB|=n (obr. 50).
Ze shodnosti gidavych uhii BDC a ACD a stidavych uhit DBA
a CAB plyne podobnost trojuhelnikBDU aACU a odtud

4-2.n ™

u b m

Prvni ze vztah (7) umo#uje sestrojit usku délky d jako
¢tvrtou geometrickou amrnou. Po jejim nalezeni je jiz konstrukce Obr. 50
trojuhelnikaABC snadna. Vidime ji i s popisem na obr. 51.

4,50 cm
6,00 cm
4,00 cm

b

uc

l:‘ 1 Sestrojeni délky d jako &tvrté geom. umémé: d/u, = a/b.
D 2 Usetka CD délky u,+d s vnitinim bodem U, |DU|=d.
D 3 o:osausecky CD.

k D 4 B: prisedik osy o a kruznice i(C, a).
D 5 p:rovnobéZka s piimkou BD v bodg C.
l:‘ 6 A: prusecik pfimky p s pfimkou ¢ = BU.
l:‘ 7 Trojuhelnik ABC. U

D /\\

V A B

Obr. 51
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Diskuse Uloha méie3eni jen tehdy, kdyz plati trojahelnikova nerowrm® rovnoramenny
trojuhelnik CDB:

u,+d<2a

Plati-li tato nerovnost, ma uloha p&gednoreSeni | aq jsou tiznokEzky).

Druhy ze vztah (7) jsme k vyeSeni Ulohy neptgbovali. Redstavuje vSak uzitay
poznatek:

Véta 2. V libovolném trojuhelnikuABC protina osa vnihiho GhluACB stranuAB
v boct U, pro rgjz plati

AU _|Ad

ugl  [BG
Jinymi slovy osa vnihiho Uhlu dli protilehlou stranu trojuhelnika v pamu délek
prilehlych stran.

Kolem roku 300 ped naSim letoptem sepsal v Alexandrii Euklides Zaklady, z niclez |
pievzata podstatngast dnednihodiva planimetrie na zéakladnich aeinich SkolachRika se
orém, Ze svym Zzakm zadaval ulohy it kategorii. Do prvni z nich adil zakladni
konstrukce geometrickych Utvam ve druhé pozadovalkikbzy matematickych &. Ulohy
tieti kategorie byly nej¢si. Spdivaly v tom, Ze titel predvedl zdanliw korektni dikaz
evidentr nepravdivého tvrzeni a Zakovym ukolem bylo nalédikazu chybu.

Prikladem, jak by takova uloha mohla vypadat je ridglei Uvaha, pomoci niz dokadzeme, ze
obecny trojuhelnik ma stejrdlouhé strany.

Uvazujme libovolny trojuhelnilABC, v kmz U je prise&iik
osy UhluACB se stranoWAB aD je priseiik osyo stranyAB
s pfimkou CU (obr. 52). Navic ozrédme P a Q paty kolmic
z boduD na stranyAC aBC.

Z faktu, ze bod D lezi na ose UMCB plyne |DP|=|DQ).

Pravouhlé trojuhelnik€DQ a CDP maji spolénou geponu
CD a navic se shoduji v ogsnach proti vrcholuC. To
znamena, Ze jsou shodné podiy\Ssu o shodnosti trojuhel 4
nika. Odtud plyne:

|QC|=|Pd. (8) Obr. 52
Z podminky D Jo dale plyne|AD| =|BD|, neba osa Uséky AB je mnozinou viech bédX
dané roviny, pro & plati |AX|=|BX|. Pravodhlé trojihelnikyADQ a BDP jsou shodné

podle ¥ty Ssu, nebmaji shodné ijfgponyAD, BCa shoduji se i v odgnachDQ, DP. Ze
shodnosti plyne|AQ| =| BR. Pomoci této rovnosti a vztahu (8) dostavame

|AC=|AQ+[QG=| BI+| PE=| BE O
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Je Zejmé, Ze rovnost délek strakC a BC miZe platit jen v rovnoramenném trojuhelniku
s hlavnim  vrcholem C (resp. Vv rovnostranném
trojuhelniku). Oikaz Zejm¢ neni korektni, festoze
uvedenému postupu nelze nic podstatného vytkndwh&
je v obrazku. Ten byl za&mé nakreslen chybh Primku o
jsme umistili napravo od skutee osy usé&ky AB a uhel
ACU je wtSi, nez uheUCB. Prisetik D ptimek CU ao se
v disledku &chto nepesnosti nachazi uvhitrojuhelnika
ABC. Ve skuténosti tomu tak neni.

Osa stranyAB ziejmé prochazi sedem M oblouku AB
kruZznice opsané trojuhelnikdBC (obr. 53). Shodnym

C

obloukim AM a MB prislui shodné obvodové tyCMa 4 / B
MCB, proto i osa UhlUACB prochazi bodenM. Jinymi

slovy je pis&ik obou os sedemM obloukuAB. M
Poznatek shrneme déty: Obr. 53

Véta 3.V kazdém trojuhelnikhBC se pfis&ik osy vnitniho UhluUACB a osy strany
AB nachazi ve stdu toho oblouk&B kruZnice opsané, ktery neobsahuje God

Uloha 30. Sestrojte trojtihelniRBC, jsou-li dany délky |BU|=m, |UQ = n (U je prisesik
osy UhluBAC s useékou BC) a polongr r kruZnice trojuhelniku opsané.

ReSeni Ze zadani plyndBC|=m+ n proto neni
problém sestrojit kruznick(O,r) s &€tivou BC, na k
kterou umistime bot) tak, aby |[BU|=m (obr. 54).
Je-li M stred obloukuBC, sestrojime pomociéty 3

bodA jako priisesik piimky UM s kruznicik. 0,
Konstrukcge zobrazena a popsana na obr. 55. m
Diskuse Uloha nemé#&eseni, je-lim+ n> 2r. B

Kdyz plati m+ n=2r, ma uloha XeSeni (pravouhly
trojuhelnik).
Pokud jem+ n<2r, ma uloha d¥ feSeni, jak vidime M
na obr. 55.
Obr. 54

Pozndmka V¢ta 3 je disledkem zakladnich vlastnosti osy Uhlu ackge Presto je silnym
nastrojem praeSeni gkterych dloh. UvedenéeSeni ulohy 30 je nazornyntikladem jeji
uzitetnosti. TeZko bychom nasli jiny aifitom tak jednoduchy postup.
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M, m 1.00 cm
' 4 n 2.50 cm
! ———
3,50 cm

D 1 k(0,7

D 2 Na k zvolime B, bod C je prusecik k a (B, m+n).
D 3 Bod Unauseéce BC, |[BU =m.

Cviéeni

CKU_26.

CKU_27.

CKU_28.

CKU_29.

C D 4 o: osauseéky BC, M: k pranik o.
D 5 A: priasecik kruznice k a pfimky MT.
~ h D oy 4
| 4 6 Trojuhelnik ABC.
D 7 Druhé feSeni.

Obr. 55

Sestrojte trojuhelnikBC, je-li danoa+b=d,|BU= m|UG= r (U je prisesik
osy UhIBACa useéky BC). (Vypccitejte nejprve délky straam b ac.)

Uvnit kruhu ohranieného danou kruzniéije dan bodJ. Vepiste do kruZnick
trojuhelnikABC tak, aby jeho stran&B méla danou délkuc a bod U byl
prsetikem stranyAB s osou UhIWACB.

Je dan trojuhelniBCD. Sestrojte dtivovy c¢tyiuhelnik ABCD tak, aby kruZnice
vepsana trojuhelnikBC mela dany polonsr p.

Sestrojte trojuhelnikBC, je-li danot,,v,, u, (u, =|AU|, kdeU je prisesik osy
uhlBAC a uséky BC).

2.5.3 \Kta o délkach t&en

DalSim &innym nastrojem geometrického objevovanideaw délkach t&en znama ze
zékladni Skoly:

Véta 4. Jestlize majf &y z boduM ke kruznicik body dotykuT aU, pak|MT|=|MU]|.

Diikaz Pravouhlé trojuhelnikiOU a MOT maiji spolénou
pieponuMO a shoduji se v odgnachOU a OT délky r

(obr. 56). Jsou shodné podkéy Ssu, tedyMT|=|MU|. O
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Uloha 31. Je dana kruznic&(O,r) s te&nout v bods dotyku T a bodM, ktery lezi vié

kruznick, avSak nelezi nia Sestrojte ny p, q ke kruznicik tak, aby trojuhelnik
ohrateny gimkamip, g, t m¢l dany obvodo =2s a abyM [q.

Redeni Predpokladejme, Ze sestrojeninddap, q vznikl
trojuhelnik ABC (obr. 57). B ozna&eni podle obrazku P
(a podle ¥ty 4) plati:

ICD|=|CU|=ma|BD|=|BT|=n
2s=a+(m+ N+ c=(a M+( / x=| By BE2 BI
Z praw odvozené rovnost|BT|= s plyne konstrukce,
kterou i s popisem znazasje obr. 58.

Diskuse Uloha ma 0 az 2eSeni. Ténat a velikosts
uréuji jednoznané trojuhelnikyTBU a TBV. Trojuhelnik

ABC (resp. AB,C) totiz vznikne, kdyz &ktera z téenq
a g, bude mit po jednom spoéteem bodu bdi s vnitky Obr. 57
useek BT aBU, nebo s vniky Use&ek BT a BV.

Situace, kdy ma uloha 2, 1, neb#e@eni znazduji potrad obr. 58, obr. 59a , obr. 59b.

4,50 cm
D 1 B: praseéik teény ¢ a kruznice A(T, 5).
D 2 Teénap ke k zbodu B.
D 3 Tecna g ke k zbodu M.
t | |4 Trojuhelnik 4BC.
D 5 Druhé feseni.

Obr. 58

bIO59b
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Poznatky ziskang&Senim alohy nyni roz$ime.
Na obr. 60 je znazoén trojuhelnikABC s ve-
psanou kruznick(O, r) a kruznicik,(O,, r,),
pripsanou trojuhelniku ke stranBC. Pro
délky teen z vrchah A, B a C ke kruznici
vepsané zavedeme (v danéntgud) oznaeni
X,yaz

| A= AM],
y=[BM] = BK. |

_ _ A
2=|cK=[cl.

Pomoci obr. 60 snadno &ime, Ze
S=Xty+z a&a Wz s X b £ X S,y = +X =y -5, (9)

kdes je polovina délky obvodu trojuhelnikkeBC.
Po fidani poznatkyAT| = s=| AU (zteSeni Glohy 31) kmto vztatim dostavame

|BT|=|AT|-| AB=(x* w ¥-( x Y= aanalogicky [CV|=y.

Plati tedy

y=|BM|=|BK|=|C\V=| CY az=|CK =|Cl|=| BT =| BY.
To znamena, Ze délkyden z vrcholuB ke kruznicik jsou stejné jako délky &en
z vrcholuC ke kruznicek, a délky téen z vrcholuC ke kruznicik jsou stejné

jako délky téen z vrcholuB ke kruznicek,. Analogicke vztahy plati i pro strany
AC aAB. (Nakreslete si obrazek a vztahy odw®.)

Uloha 32. Sestrojte trojuhelniRBC, je-li danoa, g, , o, .
Resenj Jestlize jsoK alL body dotyku pimky
AB s kruznicemik (O,,p.) a k,(G,,p,), pak
plati |KL| =|KA +|Al = y+ z= & (obr. 61).
Odtud plyne konstrukce:

1. Sestrojime us&u AL délkya.

2. Na kolmicich k imce KL v bodechK a L
sestrojime paradt body O, aQ,ve vzdaleno-

stech p, au, tak, aby lezely v opmych
polorovinach s hratni piimkouKL (obr. 61).
3. Sestrojime kruznick, (O, p.) ak,(O,, p,)-
4. Sestrojime spataé teny ke kruznicimk, k, .
5. TrojuhelnikABC je ohranéen jednou vi§Si
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a dwma vnignimi te¢nami. Ritom bodA je priseikem vnitnich t&en a bod priseikem
vngjSi tetny s @imkouKL.

Diskuse Uloha méa vzdy pravjednoteseni. (Spotmé te&ny dvou kruznic jsou symetrické
podle gimky O,0, a proto je druhy mozny trojuhelnik, oznae jej ABC, shodny s troj-
UhelnikemABC))

Uloha 33. Sestrojte trojuhelniRBC, je-li danoa, p, v, .
Reseni Pro dvojnasobek obsahu trojuheln&BC plati 2S = ally = 2 £p. Odtud dostavame

a

a pak i uséku délky x=s— a Urceni délkyx umoziuje sestrojit pravouhly trojuhelnikOT
s odwsnamiAT aOT délekx a p (obr. 62). Ten je zakladem ke konstrukci vepsaunérice
k(O,p) ajejich téentat, = « AT z boduA. Zbyva sestrojit nu BC tak abyC Ot, BOt,
a|BC|= a K tomu je uziténé pov3imnout si, Ze fsetik Q Gseky AP, kdeP je pata kolmice
z AnaBC, a Thaletovy kruznice nadimnérem AO je od vrcholuA vzdalen o délkw, — p.
Miazeme tedy sestrojit trojuheln®&OQ i patu vyskyP, neba@ PO - AQn n( A y). Tenu
BC sestrojime jako rovnaliku s imkouOQ v bock P.

V. C s s . , . : .
vztah §=2—a, pomoci ®jz ziskame us&ku deélky s jako ¢étvrtou geometrickou usmnou
Yo,

Obr. 62

Konstrukcebyla pra¥ popsana a Zdhodrena.
Diskuse Konstrukci Uuséky délky x zajisti podminkas> a konstrukci boduQ podminka

Vv, —p<+/X+p?, ktera je dsledkem vztahyAQ <| AQ. Dale jiz snadno zjistime, Ze tloha

mé feSeni pray tehdy, kdyZ plati2p<v, < p++/X° +p®. Pokud ma GlohaeSeni, ma je
jediné, neb6® konstrukce s vyuzitim pseiku Q vede na trojuhelnik, ktery je
s trojuhelnikemABC symetricky podle imky AQ.

Cviéeni

CKU_30. Sestrojte trojuheln®&BC, je-li danoc, s, o,.
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CKU_31. Sestrojte trojiheln&BC, je-li danob+c-a=d a,| AU =y,
CKU_32. Sestrojte trojuheln&BC, je-li danob—-c=d, p, p,.
CKU_33. Sestrojte trojuheln®BC, je-li danoa+b-c=d, y, V.

3. Aplikace

V této kapitole se za#ime na vyuZziti geometrickych konstrukci v praxiz&&mime se
s problémy, které setsinou tykaji hledani maximalnich nebo minimalnihdunot rkterych

veli¢in. Obsah nebo obvod byva extremalni u pravidelng@vinnych Utvail. K hledani
extrémi v geometrii (i dikazu, Ze extrém nastal) je tedy vhodné vyuZivatesgimna fizné

geometrické pogthy. Tak niZzeme obejit (&kdy slozité) algebraické postupy.

3.1 Problém mistnosti v podkrovi a izoperimetrick&llohy

Uloha 34. Ve zdi je vyklenek, jehozifgny fez je tvaru pravouhlé- C
ho trojuhelnikaABC na obr. 63. Chceme si da@jmoridit skiinku

znéazorgnou na obrazku pravothelnikekiKLM. M L
Urcete jeji rozndry x ah, aby byl obsah irezuAKLM maximalni. h

Re3enj Prevedeno ddesi matematiky mame do trojuhelniksBC x
s pravym Uhlem i vrcholu A vepsat pravouhelnikAKLM A K B
maximalniho obsahu. Obr. 63

Uhel KLM je pravy, proto je saet velikosti ostrych GBIMLC aBLK

roven 90°. Osova sourrnost zachova délky Gsek a velikosti Uhl i obsali. Odtud plyne, Ze
bodyC'=S_,,(Q, B =S, (BaL=S_, (D=S,,(D lezinatézeipnce (obr. 64)

aplatiP=R,. + Rz + Py, kdeP je obsah trojahelnikABCa P,,,obsah GtvarxXYZ

C
C C
L L
M L, M L=L, vl x N
C’ h h 4 h
X o X B K B

B* A K B CZBZA K B Cr

Obr 64a Obr 64b Obr 64c

Jestlize se bodl nachazi ve #sdu L, useky BC, je C'=B = A (obr. 64b). Sjednocenim

nepgrekryvajicich se trojuhelnik LMC' a KLB' je pravouhelnikAKLM. To znamena, Ze
obsah pravouhelnikdKLM je roven polovii obsahtP trojuhelnikaABC: P,,,,, = P/2.
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Je-li L uvnitt useky CL,, je obsah sjednoceni trojuhelaiktMC' a KLB' roven sottu
obsahu pravouhelniktKLM a obsahu j@enivajiciho trojuhelnikaAC'B, tedy P,,,, < P/2
(obr. 64a). Analogicky platP,,,,, < P/2 i tehdy, kdyZ je bod. uvniti Use&ky BL, (obr. 64c).

Zavér. Obsah pi¢néhotezu poleky je maximalni, pray kdyz x:%|Alﬂ ah :%|AC|.

Maximalni hodnota tohoto obsahtPjg, :%| ABAG :—; R

Uloha 35. Majitel domku se rozhodl vyuzit
rozlehly prostor na {u¢ k vystavé podkrovni C
mistnosti, jejiz ficny fez znazatuje obdélnik
KLMN na obr. 65. (Profil fdniho prostoru N M
predstavuje trojuhelnikBC.) 5m I:I:I:‘

Jaké ma zvolit rozetry x=|KL| a h=|LM|, aby 4

byl obsah pifezuKLMN co nejtsi? K L

Re3eni Vyskou CQ rozaslime trojuhelnikABC na
dva trojuhelniky se spaleou od¥snouCQ. Tim ’ 12m ,
je uloha pevedena na jiz \wgSenou ulohu 34 (se-

strojeni pravouhelnikmaximalniho obsahu vepsa- Obr. 65

nych do shodnychpravouhlychtrojuhel niki AQC

aBQCpodle obr. 66a).

C C
P
S M
4 K 0 L B A K L B
Obr. 66a Obr. 66b

Zavér. Fienyfez podkrovni mistnosti bude mit maximalni ob&&m? pri Sirce 6 m a vysce
2,5m.

Poznamenejme, Ze v praxi je vyhéphi reSit vyuziti podkrovi spiSe podle obr. 66b ve férm
dvou mistnosti se zkosenym stropemiasstim oknem. Pro dané zadani fievysSce dolniho
okraje oknal,2m délkaKL vétSi nez9m. To znamena efekti¥jsi vyuZiti prostoru. Obytna

plocha se zvySi o vice neZz %) steSni okna propusti vice&la a mistnosti nebudou mit tvar
oby¢ejnych kvadi. Bydleni v takovém progdi bude zdraySi a poskytne uzivateli
zajimawjSi moznosti estetické Upravy interieru. To vSasmiZuje uziténost uplatini
vysledku nasi ulohy jinde.

V Uloze 34 jsme se omezili na pravouhly trojuhelid&jimavé je, Ze obe&si problém unil
resSit jiz Euklides, jak vime z 27.¢ty Sesté knihy jeho Zaklad NeZ se s jeho tvrzenim
seznamime, poopravime itepnosti, které se kolem 2%ty ob¢as uvadi.
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Doslovny geklad ¥ty 27/VI Euklidovych Zaklad je dneSnimuten&i pomérné nesrozumi-
telny. Snad proto Dirk Struik ve svychéfihach matematiky napsalzZvlase zajimava je 27.
veta Sesté knihy, kter4 obsahuje i #kdzem prvni v historii matematiky znamy maximalni
problém, Ze‘tverec ma nejitSi obsah ze vSech obdélhtkaného obvodu.

Citovana ¥ta je porkud nesastri zformulovan& proto k ni dodavame:

1. Tvrzeni, z&tverec ma nejtSi obsah ze vSech pravouhelntkaného obvodu se v Zakla-
dech neuvadi. Lze je 2ty 27/V1 vyvodit jako disledek.

2. Prvnim v historii znAmym maximalnim problémentze. Didonina Uloha znama z pisti

o vzniku Kartdga, ktera vSak nebyla ve stékovdokazéna. Podle pésti zaloZila ngsto
Kartago krélovna Did6 (= Elissarip. Elissar), ktera utekla z Tytyoté, co byl jeji manZel
zavrazdén behem pokusu jejiho mladsiho bratra o posileni saétml moci. Princezna doplula
k zalivu na pobezi severni Afriky a ckta tam zalozit osadu. Proto pozadala mistniho
n&elnika, aby jicast pobezi prodal. Vychytraly vladce odp&dl, Ze za nabizené Sperky ji
proda jen takovy kustgly, ktery dokaze ohrait kizi z vola. Princezna souhlasilajzk
roziezala na tenk&minky, z nich pak svazovanim vytita dlouhyteminek a ohrasila jim

pii pobrezi pilkruh (viz obr. 67). To byl (podle
jejich pedstav, resp. podleigdstav autdr
powsti) Utvar o nej¥tSim obsahu ohrateny
piimkou a kivkou (pilkruznici) dané délky. Na
zakoupeném pozemku postavila osadu, kt
byla nazvana Kartago. Poznamenejme, Ze ulc

pobrezi

v nichz hledame uatvar daného obvodu more
maximalniho obsahu, se nazyviajpperimetri-
cké ulohy (perimetr = obvod). Obr. 67

Véta 5 nas seznami s obsahem tvrzeni 27/VI Zéklddedeme i Eukliflv dikaz \ty, ktery
je postaven na lemmatasto vyuzZivanem iecké geometrické algéh

Lemma 1 JestlizeM je libovolny vnigni bod Uhlopi¢ky rovnolEznika ABCD,
pak @imky, které jsou vedeny bodekh rovnolEzrné se stranami rovnatinika,
z néj odiezavaji dva rovnaizniky o témze obsahu (obr. 68).

Dikaz Pouzijeme oznni podle obr. 68. Uhldftka D

(_'T
rozckluje rovnolEZznik na dva trojuhelniky téhoz obsahu,
to znamena Ze Ize polozit
37 S0 T Fow 27 Swe T Fwe 3T Kok T New -
Rovnol&Zniky GMFD aEBHM tedy maiji stejny obsah / / /
S=S-(S+ 9).0O
S-(s+ 9 - B

Obr. 68

2 Pritom pomijime okolnost, Z&verec nepat mezi obdélniky.
3 Fénicky Tyr nebo Tyros, latinsky Tyros. Bylo toanamné obchodni #ato-stat, sotAst Fénicie, volného
sdruZeni nsst, které se rozkladalo na jihozapadnimipdbStedozemniho me (dnesni Libanon).
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Véta 5. (Upravend formulace ¥ty 27/VI Zaklada.) Ze vSech rovnoiZniki AKLM
vepsanych do daného trojuhelnikBC tak, Zze body, L, M lezi porad na stranach
AB, BC, CAma nejétSi obsah ten, jehoz vrchblie umisén ve stedu L, dseky BC.

Diikaz Nech’ je trojuhelniku ABC C
vepsan rovnaiznik AKLM, jehoz
vrchol L lezi uvnit Useky BL,

(obr. 69). Do obrazku jeSdoplnime M,
rovnokezniky AK,L,M, a K,BTL,,

kde T je obrazem bodu, v posu- ﬂ-l'/ A0
nuti o vektor M L,. Piimky ML / e L R
aKL ohrantuji podle lemmatul 4

v rovnot®zniku K,BTL, pti vrcho- T r 7

lech T a K, rovnol®zniky LRTU "
a K,KLQ tehoz obsahl\P. Ozna&me Obr. 69
AS obsah rovnotznikuMQL,M,. Pak

plati AS = Siogm, = Bk, D FaSym = Sygm, TASFA KR uy
Dikaz vztahuS,, < Sy v, Pro situace, kdy se bod nachazi uvnit us&ky L,C, je

analogicky. Ponechavame fgendi. O

Véta 6. NejvétSi obsah ze vSech pravouhelhdaného obvodu méverec.

Diikaz Aplikujme Wtu 5 na rovnoramenny pravo
ahly trojuhelnik ABC s peponouBC. Vepsany
rovnokEznik AKLM je pro kazdy bod. zvoleny
uvnitt strany BC pravouhelnik, s obvodem rov
nym obvoductverce AK,L,M,. (Owite pomoci
obr. 70.)

Podle ¥ty 5 ma tedyctverec nejeétsSi obsah ze

vSech pravouhelntktéhoz obvodu M L

A 'lrn L

Poznamka.Cten& si zajisté ugdomil, Ze i zawr
Ulohy 34 je dsledkem ¥ty 5.

Izoperimetrickou Ulohou obe&nrozumime Gkol 4 K K B
nalézt mezi vSemi rovinnymi Utvary se stejnym

obvodem ten, jeZ méa nej¥tSi obsah Jiz ve staro- Ol

véku vznikla domgnka, Ze timto Utvarem jeuh.

Presny dikaz vSak byl podan az v devatenactém stoleti. ¢?pkidame k obecné izoperime-
trické Uloze omezujici podminky, dostavame jejicsdai varianty. Takovou ulohou je
nagiklad Didonina uloha, nebo uloha, jejféSeni vyslovuje &a 6. V udlohach 36 a 37
vyieSime dva izoperimetrické problémy pro trojuhelniByproblematikowtyituhelnili se
sezndmime ve cs&ni.
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Uloha 36. Mezi viemi trojuhelnikyABC, které maji pevizvolenou délkic stranyAB
a stejny sotetm délek straBC aAC nalezwte ten, ktery ma nef¥Si obsah.

Reseni Uloha méareSeni za podminkyO<c<m (troj-
Uhelnikové nerovnost).r@dpokladejme, Ze je (de AB
v dané rovig pevre umistna. Vrcholy C vSech troju-
helniki ABC, pro réz plati|BC|+| AQ = m lezi na elipse

Co

s ohniskyA, B a hlavni poloosoun/2. Nejwtsi obsah ma
trojuhelnik s nej¥tsi vyskouv,, tedy trojuhelnikABG,,
kde C, je vedlejSi vrchol elipsy (obr. 71).

Zavér. Ze vSech trojuhelnik ABC které maji pev
zvolenou délkic stranyAB a stejny sotet m délek stran
BC aAC, ma (proc< m) nejwtsi obsah rovnoramenny

trojuhelnik s ramenBC aAC délky ny2. Obr. 71

DalSi ulohu Ize jednoduse #ggit vyuzitim A-G nerovnosti (viz druh&eseni dlohy 37).
NeznanreSenikteréby bylo ziejmépiimo z obrazkupomezimesetedynadvapocetni postupy.

Uloha 37. Mezi viemi trojuhelnikyéhoZ obvodu € nalez®te ten, ktery ma ne@si obsah.

Prvni 7eSeni Ulohy 37Rovnostranny trojuhelnik s obvodefis = 6d ma délku strany &

vySku dv/3 aobsahd?y/3. Ukazeme, Ze kazdy jiny trojuhelnik s obvodemn2a obsah
mensi.

Z ulohy 36 vime, Ze kazdy nerovnoramenny trojutkellde nahradit rovnoramennym
trojuhelnikem s #Sim obsahem a stejnym obvodem. Prot@istkazat, ze mezi vSemi
rovnoramennymi trojuhelniky stejného obvodu méa
nejvétsSi obsah trojuhelnik rovnostranny.

1. Ma-li rovnoramenny trojuhelniAkBC s obvodem 6 2d
zékladnu AB délky 2(d+x), kde 0<x<d/2, pak Lv "

|AC|=|Bd=2d- » a pomoci Pythagorovyéty pro
trojihelnikQBC (obr. 72a) zjistime A Q dt+x B

v=|Cq=4(2d- ¥*—(d+ ¥ =3d d2 ¥ Obr. 72a

S=%|A3Dv=(d+ /3 d &2 )<=\/3¢| i X3 d2 k< W3

neba 0< x?(3d+ 2x)< d°.

2. Ma-li rovnoramenny trojuhelnikBC s obvodem & zakladnuAB délky 2(d - x), kde
0<x<d, pak |AC|=|Bd=2d+ > a pomoci Pythagorovy éty pro trojlihelnik QBC
(obr. 72b) zjistime
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v=|Cq=(2d+ ¥ - (d ¥ =3d dr 2 ¥

a

S=%|A3Dv=(d— /3 d o2 )<=\/3¢| - X3 d2 k< W3

neba’ 0< x*(3d - 2x)< d’.

Obr. 72b

Zavér. Ze vSech trojuhelnik stejného obvodu m@
nej\wetsSi obsah rovnostranny trojuhelnik.

Druhé teSeni ulohy 37 vyuZivaétu o nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym
pramérem. Uvedeme jen jeji Zni. Dikaz nerovnosti nalezngen& v diplomové praci Evy
Rezntkové: Elementarni metodieSeni extremalnich Uldke staZeni na [a]).

Véta 7 (A-G nerovnost). Pro libovolre zvolena nezapornésla x;, x,,..., %, plati

n’XlXZ"' )% SX1+X2+"'+)$‘I,

n
pricemz rovnost nastava, pkakdyz platix = x, =... = X..
Vyraz G, ={/x % ... % Se nazyva geometrickyjmer z ¢isel x, X,,..., X,

+ +...+
. in %

avyraz se nazyva aritmeticky pmer z cisel x, X,,..., X,

DruhéreSeni tlohy 37 Libovolny trojuhelnik s obvodens2 stranami déle&, b, cma podle
Heronova vzorce obsah

S=Jqs A s | s ) (10)
Vyrazy s—a s— ba s (jsou kladné, proto podlety 7 plati

(s-a+(s-P+(s-¢_ s
3 -3

Y(s-a(s-B(s s

neboli

(s-a)(s- B( s ¢s§—7. (11)

Pritom rovnost plati, pravkdyz a=b= czg. Po dosazeni (11) do (10) zjistime, Ze troj-

/3
9

Uhelnik s obvodem £2ma nejétSi mozny obsahS, = a to pra¢ tehdy, kdyz je

rovnostranny.
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Zakladni elementarni metodyieSeni extremalnich aloh
Pro ulohy z odstavce 3.1 je typické, Zze na mnoEkinitvari U, které spiuji dané podmint
ky, hledame utval), s nej¥tSi hodnotow, dané veltiny v.
Lze uzit rektery z €chto postup:

1. Vy¢erpavajici metoda. Na zéklad experimentovani nebo vyuZitim symetrie apod.
vytipujemeU,. Potom ukazeme, ze pro vSecHaylM aU zU, je v<\,.

2. Vyuziti odhadu. Pomoci gkteré ze zndmych nerovnosti odhadneme, Ze prodibgy
atvar U OM plati v<v, a uvedemeiklad GtvaruU,, ktery mav=y,.

A%

3. Postupné giblizovani k extrému. Z mnoziny M postupi vyluéujeme ty Utvary, kterg
maji v<v,, az nakonec zbydou jen utvary s maximalni hodnetodane vekiny.
(Viz alohy CKU_35 - 39.)

Analogicky postupujemeiphledani minima (promyslete jak.)

Cviceni

CKU_34. Vyreste ulohu 36 metodou druhéte$eni z tlohy 37 (tzn. pomoci A-G nerovnosti).

CKU_35. a) Dokazte, Ze ze vSech rovéiniiki, které maji stejny obvod a shodny ostry ¥nit
ni thel, ma neéjgi obsah kosiverec.
b) Dokazte, Ze ze vSech rowiwitki ABCD, které maji|AB =|BJd =|CO=| DA
ma& neftSi obsalttverec.

CKU_36. Dokazte, ze ke kazdémuiiZlenémuctyithelniku (viz obr. 73) Ize nalézt néizk
Zenytyiuhelnik s ¥tSim obsahem a stejnym obvodem.

Ve zkiizeném ¢tyithelniku ABCD se v bodé E protinaji
bud’ strany BC a AD nebo strany 4B a CD. Uhlopticky
™ AC a BD lezi vné ¢tyfuhelnika. Obsah étytihelnika

= C 4BcD je roven souétu obsahi vybarvenych trojihelnika.

Obr. 73

CKU_37. Dokazte, Ze ke kazdému nekonvexniktytihelniku Ize nalézt konvexrityi-
Uhelnik s&t8im obsahem a stejnym obvodem.

CKU_38. Dokazte, ze ke kazdému konvexnittyiuhelniku ABCD, ktery neni sougrny
podle osy uhlgpky AC, Ize naléztetyiuhelnik KLMN, ktery ma ¥tSi obsah,
stejnyobvod a Ghidgku KM délky |KM|=|AC|. (VyuZiite zawr z Glohy 36.)

CKU_39. Dokazte, Ze ze vSettyiuhelnili téhoz obvodu ma nejtsi obsakitverec.
(Vyuzijte vysledky uloh CKU_35-38.)

CKU_40. V rovirg je dan pravothelniRBCD, |AB = a |BG= b BodemB ved'te primku p
tak, aby obsah trojuhelnika ohtaného pimkamip, DC aDA byl minimalni.
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3.2 Osova sourérnost - aplikace
3.2.1 Heronova uloha

Budeme se zabyvat Ulohou, kterou vyuzil Heron aldrigsky k odvozeni zakonu odrazu
swtla na rovinném zrcadle nebo vodni hladiv publikacich rekre@i matematiky byva
formulovana takto:

Uloha 38. Jezdec, ktery se nachazi na planimisgé A, ma namieno do mista (obr. 75).
Nejdiive vS8ak musi napojit kénnckde u teky, kterou na obrazkuigdstavuje fimka p.
Sestrojte bodX O p tak, aby trajektorie 2 do X a pak zX doB m¢la minimalni délku.

Uloha 38 byva i se3enim uvatha ve stedo3kolskych

ucebnicich. Pokud ji neznate, pokuste se ji samast:
vyieSit. ProspSny vam Kk tomu rive byt soubor
KU_38A z pilohy 1. Snimek obrazovkyippraci se
souborem pedstavuje obr. 74. Body, B a X lze IAX]= 3,226 cm
piremig’ovat a pozorovat, jak sefifpm méni hodnoty . IXB|=1.375 cm
IAX|, XB|, s=| AX|+| XB a velikosti vyznaenych Ghi. 15 =AX]+ [XB = 4,602 em
Tlacitko 1 zobrazuje a skryu&rkovanou usiu délky 4 []1
s. Jestlize pro jeji horni koncovy bod zvolirS&opa R
ano, a bod X rozpohybujeme, vykresli sefikka B ]2
zavislosti drahys na poloze bodX. Tuto zavislost Ize ,
téZ zobrazit tlaitkem 2. O X 5 v

J1° 43 °

Obr. 74

Re3eni tlohy 380zn@&me C obraz bodwA v sou-

mernosti podle pimky p (obr. 75). Libovolg
zvoleny bod X [0 p je v soungrnosti podlep sa- B

modruzny, plati

A
[AX|=|CX] as=| AX+| XB=| CX+| XEB| CB
neba délky |CX|,|XH a|CB sphuji trojuhel-
nikovou nerovnost. Draha je nejkratSi jen pro
X=X, kde X, je ptis&ik useky BC X X, p
S piimkoup.
C |
Konstrukce
1.C=S,(A. Obr. 75

2. X,0 BCn p
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Bod X, Ize Zejm sestrojit i jako pisetik primky p a Uséky AD, kde D =S (B) (obr. 76).
Z konstrukce plyne, Ze trojuhelnik&CX, a BDX, jsou

rovnoramenné. Jsou-R aQ stredy jejich zakladerAC
aBD, pak plati

|OAX, A =|0PX,G=|0 B% ¢=|0 Q% P
neba’ thly OPX,C all QX, E jsou vrcholove. P \o;/ QP
Zjistili jsme, ze pro bodX [ p ktery ma minimalni ‘D
souwet |AX|+| XB, sviraji fimky AX a BX stejré velké
ahly s gimkoup. o
Obraces: Jestlize pro ¢gaky bod X O p sviraji navzajem Obr. 76
razné gimky AX aBX s gimkoup stejné uhly, pakifmka
BX protne kolmici z bodw na gimkup v bodt C =S ( A atedyX = X,.
Poznatky shrneme daty:

Véta 8. K libovolnym vnittnim bodim A, B (A# B) poloroviny existuje na jeji hraimi

ptimcep praw jeden bodX,, pro rgjz jsou gimky AX, a BX, rizné a sviraji simkou

p stejre velké uhly. Bod X, mé jako jediny ze vSech bbdX [0 p minimalni hodnotu
vyrazus=| AX|+| XB a je spolenym prisesikem gimekp, S,(A Ba AS,(B.

Dosud jsme ®@#i pevre zvoleny bodyA, B K(B, 5)
a primku p. Zkusme problém pozénit: ’

Predstavme si, Ze je pevavolena hodnota
s=|Bd=| AX|+| % B, kdeZto poloha bodu
C a v disledku toho i imky p je prongénna.
Vzhledem k podminces=konst. je mnozi-
nou vSech poloh badC kruznice k(B, 9
a mnozinou vSech bédX, je elipsam s oh-
nisky A, B, pro jejiz hlavni poloosa plati
2a=s (obr.77). Z pedchoziho vime, Ze
kazdy bod X # X, ptimky p sphuje vztah
|AX|+|XB>| AX|+| X B atak lezi ve
vn&jSi oblasti elipsym. Piimkap ma s elip-
sou m spole&ny pouze bod X,. Je ténou
elipsy v bod X,. Obr. 77

Cilem této avahy bylo ukazat souvislost He-

ronovy ulohy se znamym poznatkem, Bna elipsy pili vnéjsi ahly priavodiéa
dotykového bodu (Diasledkem faktu, Zeffmky AX, a BX, jsou 0oso¥ soungrné podlep.)
Navic odtud plyne, Zeippohybu boduC po kruznicik obaluji osyp Use&ek AC elipsu
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s ohnisky A, B a hlavni poloosoua=g2. Nazornou poriickou pro demonstraci tohoto
poznatku je soubor KU_39 ELIPSA H. Po d&@vi tohoto souboru ozéte mysSi pi nabidce
Stopa ano/ngiimku p, resp. jeji (neozriany) phse&ik s Useékou AC. Pak pomoci nabidky
Pohyb objektuozpohybujte bodC. Vysledek je znazowm na obr. 78. Poznamenejme ¢est
Ze tlaitka skryvani umaiuji nahradit Uséku BC piimkou BC a naopak, coZ se nam bude
hodit pi feSeni tloh CKU_45 a CKU_46.

AN

TS -&q.\‘ﬁ‘\“‘l ,
A-g,,!._.__ﬂv.-._~‘-ﬁ-§§j§-§\\ll|l""”,IA
';.-l,, l"'"’;’ ;v

o " \ X ',A!A_ .

Obr. 78

Jiné vymodelovani ziskame i bez¢fece
prehybanim papiru: \
Na list pisvitného papiru sestrojime kruz
nici k(E,s=2a a vjeji vnitni oblasti

bod F. Papir postuphpiehybame tak, aby
cast kruznice na feghnuté strah listu /
prochazela boderm. \ /

Prehyby obaluji elipsu s ohniskf{, F /
a hlavni poloosoa (obr. 79).

X

/
m X
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Pri feSeni matematickych ulatasto pracujeme s mnozindi urcitych velic¢in, nazyvejme je
parametry, z nichZ gkteré povazujeme za dam@nstanty (tzv. zafixované paramety
a jiné zaproménné, jejichz hodnoty mame za ditych podminek nalézt. Jednou z cest
objevovani novych poznallje zména fixace parametni: Na mnozig M zvolime rgkteré
proménné jako konstanty (zafixujeme je) &které konstanty "uvolnime” - budeme je pova-
Zovat za proRnné.

V nasledujicim cuveni Ize pi feSeni tlohy CKU_41 vyuZit soubory CKU_41 zadani.fig
a CKU_41 ieSeni.fig. Napoddu kieSeni ulohy CKU_42 naleznete v odstavci 3.2.2.

Cviéeni

CKU_41. Tulak se nachazi na louce v mig¥l
(obr. 80).fEmkar znazotiuje ifeku a pimka
¢ silnici. Tuldk chce jit do libovolného bodu
X Or a po oswzeni uieky do libovolného
mista&¥ 0 c (Z mistaY pojede autostopem.)
Sestrojte bod} a Y tak, aby jeho draha M,

s=|MX|+| XY byla minimalni.

CKU_42. Uvnit konvexniho ahlXVY je dan bodC Obr. 80
(obr. 81). Na ramene¢) a VY sestrojte body
A aB tak, aby byl obvod trojuhelnik&BC minimalni.

v X m
Obr. 81 Obr. 82

CKU_43. Puk se nachazi na ledové ploSe v aris{obr. 82). HokejistaA jej ma gihrat
spoluhtd B odrazem pfes mantinelm, aby puk nezachytil jejich souipeC.
Hokejist® miaze puk zachytit kdekoli v oblasti ohréané kruZnicik. Sestrojte
mnozinu vSech moznych trajektasfEsné gihravky.

CKU_44. V rovirg jsou dany bodw, B uvnitt opanych polorovin s hragni primkoup. Se-
strojte bock O p tak, aby ndl vjraz s=| AX|~| XB maximalni hodnotu.
Reseni je obdobou postupu z Glohy 38).

CKU_45. V rovirg je dana kruznicek(B, s a bodA vné kruhu ohranieného kruZnick.
Dokazte, Zze opyuse&ek AC, kde C Ok, obaluji hyperbolu s ohnisk&, Ba hlavni
poloosoa = §/2.
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CKU_46. S pomoci souboru KU_39 ELIPSA_H znaztemmnozinu vSechipmekp z ulohy
CKU_45. Vytie téZ analogicky modekghybanim pisvitného papiru.

CKU_47. V rovirg je dana fimkap a bodA, ktery na ni nelezi. Dokazte, Ze gsys&ek AC,
kdeC O p, obaluji parabolu s ohniskefaridici gfimkoup.

CKU_48.V Cabri geometrii vymodelujte mnozinu vSeptimek p z ulohy CKU_47.
Vytvete téZ analogicky modekghybanim pisvitného papiru.

3.2.2 Fagnanova uloha

byla pgredloZzena I. F. Fagnanem roku 1775: Mezi vSemi lreljiiky vepsanymi do daného
ostrouhlého trojuhelnika mame sestrojit ten, k@& minimélni obvod. Povsingte si, Ze f
jejim feSeni pouzijeme metodu fixace parametFixaci jednoho z vrchol hledaného
trojuhelnika dostaneme udlohu 39, kterou fixaci itk@Svrcholu pevedeme na v ulohy
Heronovy.

Uloha 39. Je dan ostrouhly trojuheln’BC a bodK uvnitt stranyBC. Na stranaclCA a AB
sestrojte pdad bodyL aM tak, aby byl obvod trojuhelnikélM minimalni.

Rozbor Predpokladejme, Ze vrchdWl jiz byl nalezen

(obr. 83). Sestrojit posledni vrchbl pak umime, nehb D C

jde o ulohu Heronovu: Natimnce AC nalézt bod. tak,
aby byl sodet |[KL|+|LM| minimalini. Je-liD obraz bodu
K v symetrii podle fimky AC, tzn.D=S_,.(K), pak L
je priseik us&ek DM aAC.

Sestrojeni bodd se obejde bez znalosti polohy bddu
Dokonce u&uje jeho nalezeni, nebaostdvame dalSi He
ronovu Ulohu: Jsou dany body, K a na pimce AB

mame nalézt bov tak, aby byl sotet |[DM|+|MK| 4
minimalni. BodM je tedy piiseik Use&ek AB a DE, kde
E=S (K. (Lze téz sestrojit bodF =S_,;(D)

a naléztM jako piiseiik use&ek AB aKF.)

Konstrukcebyla popsana v rozboru. Uloha méa pro ostro- Obr. 83
ahly trojuhelnikABC jedinéieSeni.

Uloha 40 (Fagnanova Uloha). Je dan
ostrouhly trojuhelnikABC. Na stranach
BC, CA aAB sestrojte pdact bodyK, L
aM tak, aby ngl trojuhelnik KLM mini-
malni obvod.

Re3eni Pro boK zvoleny na Gsi&e BC

umime sestrojit trojuhelnilKLM mini-

malniho obvodum (Gloha 39). Protizné

polohy boduK dostadvametizné hodnoty
m, mezi nimi hledame minimum.

Z obr. 84 je rejmé, Ze trojuhelnilAED

je rovnoramenny se zakladndE, jejiz

délka je rovna obvodm trojuhelnika
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KLM. Navic plati|DDAE| = 2a, kde a =|OBAQ. Osa UhIUEAD rozctluje trojlihelnikAED
na dva shodné pravouhlé trojiheln&®Q aAEQ Ze vztals |EQ =| A§Sina, |AE| =| AK|
a 2|EQ = mzjistime m= 2| AK|sina. Odtud plyne, Zen je minimalni, praw kdyz je Useka
AK minimalni. To nastane, préakdyz je bodK patou vysky z vrchol&, tedy|AK|min =V,

am,,, =2V, sina. Tento vztah zatim nelze vydavat ieni ulohy. Provedenim analogic-
kych tvah pro bod. a poté i pro bodM (nebo prost cyklickou zangnou) dostaneme dalsi
dva vztahym, . =2y sing a m, =2y sinB.Redenim ulohy je nejmensi prvek mnoziny
{mmm, Mo rqmi,}. Ktery z nich to je? Na&ti vedou vSechnyiit postupy k jedinému

trojuhelniku, ktery ma své vrcholg, L aM v patach vysek trojuhelnik&BC. Trojuhelnik
KLM se nazyvérticky trojuhelnik . Abychom ukazali, Ze tomu tak je, dokazeme nejprve
platnost vztahu

: : : S
v,sina =y, sing =\, sino =—
r

kde S je obsah trojuhelnik&BC ar polomer kruZznice tomuto trojuhelniku opsané. Vztahy
plynou z rovnosti

:la:}b:_lc
2\4 2¥ 2¥

do nichz dosadimea=2rsinag,b=2 sinf ac= B sipg (sinov&ta). Tvrzeni, Ze
trojuhelnik KLM, ktery mam=m,,., je orticky, je disledkem ¥ty 1 (na str. 14):

Reflexni vlastnost ortického trojuhelnika

Jsou-liK, L aM pofadk paty vySek z vrchdlA, BaC
ostrouhlého trojuhelnikABC, pak plati (obr. 85):

|[OBKM|=|0CKL =a,
[OCLK|=|0ALM| =,

|OAML| =|O0BMK| = y.

Zavér. Ze vsech trojuhelnikvepsanych do daného ostrouhlého trojuhel ARE ma
nejmensi obvod

25
M _T

trojuhelnik orticky (to znamena ten, jehoz vrcholy jsou paty vySeKihelnikaABC).
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Reflexni vlastnost ortického trojuhelnika Ize tad@dvodit jinak: PokudeSeni Fagnanovy
Ulohy existuje, pak z konstrukce hiod, L, M podle obr. 84 adty 8 plyne

|[OBKM|=|0CKL, |OCLK|=|0ALM| a |JAML|=|OBMK|.
Pt oznaeni podle obr. 86 pro trojuhelnil@ML, BKM a CLK dostavame

a+¢+e=180,

LB+0+¢ =180
a

y+e+0=180.

L
VytreSenim této soustavii tovnic dostaneme =a,
= a¢=y. Zdikazu ¥ty 1 zjistime, Ze plati i jeji 7
obréaceni, a tak je trojuhelnkdM orticky. B c
A
ML X

OB6

V dusledku reflexni vlastnosti ortického trojuhelnika
se (i oznaeni podle obr. 87) v osové so&mosti
podle gimky BC zobrazi jeho vrcholy. a M na body
L'=S ;c(D a M'=S_,.(M) tak, ze L' lezi na
piimceKM a M' leZi na pimce KL. Analogicka tvr-
zeni plati pro soutmnosti podle pimek AB a CA.
Tyto vlastnosti uzil H. A. Schwarz (1843-1921) k<l
gantnimureSeni ulohy 40. Po opakovaném uziti osoveé
soungrnosti vznikl Gtvar na obr. 88, z&j je reSeni
ziejmé (promyslete). Nutno upozornit, Ze na obr.e38 |
orticky trojuhelnik ozngen PQU, kdeZtoKLM je jiny
trojuhelnik vepsany zakladnimu trojtriel ABC.)

Obr. 88
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3.2.3 Rovinné zrcadla

Swtlo se na lesklém rozhrani dvou pitesti odraZi tak, Ze odrazeny paprsé&tava v rovig
dopadd a svira s normalou stgjnelky thel jako paprsek dopadajici. Zgig Ghly se nazy-
vaji thel odrazu a thel dopadu Uhly se mdii od normaly, protoze rozhrani nemusi byt
rovinné. Je-li rovinné, sviraji oba paprsk

s rovinou rozhrani row shodné uhly.

Zakon odrazu byl znam jiz ve staraiku.

z
L : B
Heron alexandrijsky jej Zd/odnil na
za!dacé hypqtezy - tzvp}rmmpu nekratsi a D
drahy: Ma-li se swtelny paprsek dostat e
; . S a -~
z mista A do mista B, voli vzdy cestu, Tl
nejkratsi délky.> el

Z obr. 89 je rejmé, Ze konstrukce chodiy
paprsku z bod& do boduB pres odraz na
rovinném zrcadle je feSenim Heronovy Obr. 89

tlohy. Pozorovatel, jenz hledi do zrcadla

a ma oko umighé v bod B, vidi misto bodlA jeho obrazA' ve snéru odrazeného paprsku.
Kdybychom bodB (a s nim i oko pozorovatele¥amistili, poloha boduA’ zistane stejna.
Rovinné zrcadlo vyt zdanlivy obraz
objektl, jez se nachaziied zrcadlem,
jako jejich obraz v soudmnosti podle g
roviny lesklého povrchu zrcadla. Pr

jednoduchost  &Sinou  trojrozngrny

1
prostor nahrazujeme rovinou a saum :
nost podle odrazné roviny nahradin o !

. P p M
soungrnosti podle imky. e ' ’
Na obr. 90 pedstavuje Us&a A'B ob- X/ ST X
K ;

[N}

raz Useéky AB pii zobrazeni zrcadlern
Lomenécary AKO, BLO a XMO znéazor-
nuji chod paprsk z bodi A, B a X do
okaO pozorovatele. 4

Obr. 92

* Rovina dopadu je tiena dopadajicim paprskem a normalou (kolmici knazihv mist dopadu paprsku).
® Princip nejkratsi drahy neumiae odvodit zakon lomu. Proto jej v 17. stol. Prriat nahradil principem
nejkratSihatasu. Ve skut@nosti vSak plati princip extremalnikiasu.
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Obrazky 91 a 92 demonstruji skéntest, Ze pozorovatel, ktery si prohliztipebraz v zrcadle
AB (zrcadlo je zvyraz¥no c¢erverg) svisle za¥gSeném na 8hé, vidi z iznych vzdalenosti od
zrcadla stéle stejnotast své postavy. Kdyz jsem se jednou o tomhle @winil gi vyuce
fyziky na gymnaziujekla mi jedna studentka, Ze to neni pravda. Kdydasea diva zblizka
do zrcadla, vidi jen svou hlavu a ramena. KdyZ gtmepi od zrcadla dale, vidi se pry az k
pasu. V gebre viselo zrcadlo, tak jsme si to vyzkousSeli¢lsl pravdu. Jak je to mozne?

Fyzikalni zakony plati, avSak z&ena zrcadla nevisi svisleidbicek, resp. skoba, na které je
zrcadlo zawSené, t¢i ze zdi a zpsobuje odklon zrcadla od svislého &m Kdyz se
vzdalujeme od zrcadla, posunuje sei{inpalém sklonu zrcadla) nas obraz nahoru (viz 88r.
a 94). Velikost obrazu je stale rovna velikostiinadstavy. Jen ji z&tSi vzdalenosti vnimame
mensi (stejéjako @ pozorovani skuteych gednttn).

Sklon zrcadla: 09°

Obr. 93 Obr. 94

DoporuEuji ovérit si popsany jev v praxi.

K demonstraci na gdétaci muze poslou-

Zit soubor R_01.fig ziflohy 1. Snimek Sklon zrcadla:7,2*
obrazovky po jeho otéeni vidime na
obr. 95. Velikost zrcadla nastavujernr
uchopem za body, B, polohu postavy
pired zrcadlem jesunujeme pomoc
bodu C a sklon zrcadla nastavujem
koncovym bodem vektoru ovlaga

umistného vlevo. Ovladalze pemis-

tovat uchopenim za pateni bod vek-

toru. Trup a kodetiny postavy jsou
ohranteny (nekonvexnimih-tuhelnikem,

po rtmz lze pemig’ovat bodX. Stejré Obr. 95

tak Ize pohybovat bodent po kruznici,

ktera ohraniuje hlavu postavy. Oztiani obraz bodi X aY si miZze uzivatel do souboru
doplnit, gipadré nepotebna oznéeni vymazat.

Dalsi zajimavouc¢innosti mohou byt pokusy se @wa zrcadly naklodnymi odraznymi
plochami k sob. Obraz A boduA v prvnim zrcadle se zobrazi do body druhym zrcadlem,

prvni zrcadlo dale vyty@obraz A, bodu A,, atd. Nekdy vznika konény patet obraz, jindy
ne. Otazkou je, jak zavisi pet obras na Uhlu, jez roviny zrcadel sviraji.
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Uloha 41. Dw& rovinna zrcadla jsou uméta odraznymi
plochami k sob a sviraji Uhel velikosti ap0°, b) 60°, q

c) 40°. Kolik obrazi boduX umistného mezi nimi vznikne? X b
Re3enj a) Obrazek 96 znazarje situaci v rovig, ktera pro-

chazi bodenX kolmo na piisenici rovin zrcadel. Odrazne i
plochy zrcadel nahrazujeme na obrazkimgamip, qa op- |

tické obrazy bodu X sestrojujeme pomoci o0sovych
soungrnosti podledchto gimek.

Bod X se zobrazi zrcadlemdo boduX,. Bod X, se zobrazi  x+----- ‘X,
zrcadlemp do bodu X,. Bod X, se zobrazi zrcadlem do

bodu X,, ktery se v sournosti podlep zobrazi do bodiX, Obr. 96
neba’ obrazecX, X, X, X pravouhelnik.

Na obr. 97 jecervert vyznaen chod paprskz boduX do
okaO pozorovatele, ktery se diva na zdanlivé obrazyb6d g
v zrcadle.

b) F¥i sklonu zrcadeb0’ vznikne [t obrazi (obr. 98). X
c) Fi sklonu zrcadeK0’ vznikne 17 obrak (obr. 99). .

Poznamka. Pro situaci a) je iejmé, zeX, X, X, a X, jsou ; :
vrcholy pravolhelnika, a ted$,(X;) = X Vysledky kol s ’
b) a c) jiz tak rejmé nejsou. Mzeme si nechat programer Xg"/ X
Cabri potvrdit, ze v ukolu b) j&,(X;) = X a pro situaci c)

plati S,(X;) = X Tato potvrzeni vSak nejsou korektni, nebo Obr. 97

je Cabri o¥iuje numericky s omezenotigsnostil0™ cm, jez

se na prvni pohled iie zdat vice nez dostat&. Matematik vSak pigbuje mit jistotu, Ze to

opravdu nejsou dvaizné body (vzdalené napl0°°cm od sebe). Abychom tuto jistotu
ziskali, potebujeme wdét, jak se skladaji osové soamosti. Uvedeme jen to nejnaiai.
K podrobrgjSimu sezndmeni s problematikou skladani Ize da@gquublikace [9] a [10].

x2 X X10 7
%15 ! “X17
q . .
X; X12 e ©
£ o = <. x 40
X 60 /
X, %, X0
£ s % X8
X //
X13 " 3
X, X1
1 X14 .
X, oo . X16
) < X
Obr. 98 Obr. 99
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Jsou-li Z, a Z, dw shodna zobrazeni v rowin
takova, ze pro libovolny boX roviny je Z (X) = X,
a Z,(X)=X, pak slozenim zobrazenZ, a Z,
(v uvedeném p@di) rozumime zobrazed pro réz
plati Z(X)= X" (obr. 100). ZapisujemeZ =7,7,
resp. Z = Z,[¥,. PovSimiite si, ze ptadi, v jakem
zobrazeniZ, a Z, skladame, je v zapisu ajyee nez Obr. 100
jejich paradi v zapisuZ = Z,Z,. Je totiz zvykem zapi-

sovatZ(X)=Z,(X)= ZZ( Z( X)) = Z Z X, zc¢ehoz logicky dostavamg = Z,Z.

Xﬁ'

Jsou-lia, bprimky, jez se protinaji v bédv, pak uhlema(a,b) budeme rozugt Ghel
kazdé rotace seietlemV, kterd zobraziipmku a na gimku b.

Véta 9. Jestlize se osg, bsoungrnosti S,, § protinaji v bod V, pak plati
Sn Esa = R,Za(a,b) a Sa E@ = I3,20/(b,a)'

Dukaz ponechavamec¢tendi. Napowdu dava obr. 101. X’ b/
Promyslete &tzné moZznosti rotaci i vzajemné polohy as b T
a zobrazovaného bodu. Nazorné prozkoumani taojezsoubor

KU_42a.fig. Kruhovym ovladgem nastavujeme velikost Uhlu os
a pro fizné polohyX sledujeme zgny polohy obrai X, a X'.

Dusledek Wty 9. ZobrazeniS, [0S (resp. S, [S) se nezmni,
jestlize osya, botatime kolem jejich prsetiku o stejny thel.

Obr. 101

Dusledek nazomhovéiime pomoci soubo-

ru KU_42b.fig, obr. 102 jfedstavuje kopii

obrazovky po jeho otéeni. b a
Ovladaem a nastavujeme velikost Ghlt X'
osa, b. Pomoci ovlad&e s ot&ime olg- '
ma osami. Poloha boduX; se gitom \ /
meéni. Bod X' zistava na misgt pokud ¢ f
negemig’ujemeX a nengnime a. s

a7 21450

Obr. 102
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Véta 10. Jestlize se osg, b, ¢ soungrnosti S,, §, Q protinaji v bod V,
pak platg, (S0 =( 0 Pl & skded=R, (3.

Pri dikazu ¥ty 10 budeme vychazet z faktu, c c=b*
Ze skladani shodnosti je asociativni. ¢ d=a*
si sami, ze pro libovolné shodnost,z, & _ X

b
aZzZ, plati Z,(Z,2)=(2,Z) Z nakreslenim H“%{'//a VR
podobného schématu jako na obr. 100.) % - X
Dikaz vty 10 Ozn&gme b* =R, ,, (D =¢
pak  S(S9= S Ruewap= & SH= Obr. 103a Op3b
=S(89=(S9 S  neba zobrazeni
S. Sje identita, tedy zobrazehjikteré kazdy bod roviny zobrazi na sebgx) = X. O

Uloha 42. Dw¢ rovinna zrcadla jsou umésta odraznymi plochami k s®ba sviraji Ghel
velikosti a. Kolik vznikne obrai boduX, ktery je umistn mezi nimi?

Reseni Ulohu budemeesit v rovirg, jez prochazi boderX a je kolméa na pitsenici rovin
zrcadel, jez jsou v této rowinzastoupenytiznokEZkami p, q s pmhise€ikem V a Ghlem
a(p,q) =a. Ozn&me porac

Xi Xy Xgy Xy Xy (12)
obrazy bodX ve zobrazenich
S I PP PO p ¥ PO
Pomoci ¥t 9 a 10 Ize tuto posloupnost sloZenych zobrazehiadit posloupnosti
Sy Row $ R S
kde S, S,... jsou osove soudénnosti podle pmekc, =R, (P, ¢,= R, _,(Q),... .
Dale porad ozna&me
X, X5, X5, X, X,... (13)
obrazy bodX ve zobrazenich
S 3 PPP PSHS 3R poS
Pomoci ¥t 9 a 10 Ize tuto posloupnost sloZzenych zobrazahiadit posloupnosti
Sq) R/’—za! %! R,—L‘al §l A |
kde S;, §,, ... jsou osové soudnnosti podle imek d, =R, (9, d, =R, ,(d),... .

1. Situace, kdy bo& lezi na ®které z pimek c, c,,... nebo ®které z pimek d, d,,....
nebudeme obeétiesSit. Uvedeme jendkolik konkrétnich piklada ve cviceni.

2. PFedpokladejme, ze boH nelezi na zadné ztimek c, c,,... ani na Zadneé zifmek

d, d,,.... Kongny paet jeho obraiz vznikne tehdy, kdyz budecktery z bod (12) nebo

(13) totozny s bodenX. Nemize to byt bod s lichym indexem, protoze pro lidhfe X,,

resp. X, obrazem boduX v soungrnosti podle okteré gimky ¢ nebo d. Vysledné
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zobrazeni, které zobrazi badna sebe je tedy rotace séedemV o Uhel jehoz velikost je
celistvym nasobkem uhl2a. Bez Ujmy na obecnosti budem#egpokladata > 0. (Kdyby
tomu tak nebylo, sta zantnit ozna&eni gimekp aqg.) DA&le jiZ snadno a¥ime:

Pokud existuji nesowtha prirozenacisla m a n, pro ktera platim2a = n360 ,

vznikne 2m-1 obrazi boduX. Pokud takovaisla neexistuji, ma bod nekon&né
mnoho obrad.

Cviéeni

CKU_49.

CKU_50.
CKU_51.
CKU_52.

CKU_53.

Divka se prohlizi ve svisle pdeném zrcadle, stoji na vodorovné podlaze a ma
vySku 170 cm. Jejfiose nachéazeji ve vySce 158 cm a maji vzdalenash.6
Maximalni 8ta jeji postavy je 42 cm.

Jakou minimalni vySku mé zrcadlfala vysoko se nachazi dolni okraj zrcadla od
podlahy, jestlize se ¥m vidi cela? Jakou mé& zrcadlo minimalnik&i aby se
divka a) vida cela jednim okem, b) with cela kdyz se bude pozorovat jen levym
okem a potomiipnezneénéné hlavy jen pravym okem? (Navod: Nakreslete si
obrazky chodu paptisiii pohledu zboku a shora.)

DokaZte, Ze slozenim lichého¢poosovych sousrnosti, jejichZz osy se vSechny
protinaji ve stejném add, je soungrnost podle osy, ktera prochazi bodiem

Dokazte, Ze sloZzenim sudéha@tpoosovych sougrnosti, jejichZz osy se vSechny
protinaji ve stejném [&ad, je ot@eni se sedemM.

DokaZte, Ze sloZzenim dvou symetrii s namajkolmymi osami je gtdova
soustnost podle pisesiku os.

Dokazte, 2éeo,a ER)’/; = F%)”g DF&H = %,a+/]'

CKU_54 Nectli jsou dany rovnakzky a a b, které kolmice k nim protina pad v bodechA

CKU_55.
CKU_56.
CKU_57.

CKU_58.

CKU_59.

8. Dokazte, ze plat§ [S = T, kde T, je posunuti o vektohB.
Dokazte, Ze sloZzenim posunutitadbvé sourrnosti je stedova sourrnost.
DokaZzte, Ze sloZzenim dvoiestovych sourrnosti vznik4 posunuti.

Rovinna zrcadla jsou umisd odraznymi plochami k s®éba sviraji Ghel

velikosté5’. Sestrojte viechny obrazy bodwmistného mezi nimi. Rozliste dv
situace: a) Bod neleZi v rovid soungrnosti zrcadel. b) BoK lezi v rovire
soumtnosti zrcadel.

BodX je umisén mezi rovinnymi zrcadly tak, Ze vznikaji jen dwh¢ obrazy.
Utete sklon zrcadel a moZzné polohy bodu
Rovinnd zrcadla jsou umisd odraznymi plochami k se&ba sviraji Ghel

velikosti50°. Sestrojte v3echny obrazy boduumistného mezi nimi. Btom
oznde p rovinu, ktera je dana boderka piisenici rovin zrcadel, a rozliSteit

situace: a) Rovina svira s rovinou &kterého zrcadla thel velikostD’.

b) Rovina svira s rovinou ¢kterého zrcadla thel velikos#0’.
c) Neplati podmirdjeani b).
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3.2.4 Matematické kul€niky a pribuzné alohy

Kule¢nikové koule se odrazi od mantiigdodle stejnych zakdnjako swtelné paprsky od
zrcadel. Matematicky kudmik je rovinny Utvar ohratieny uzavenoucarou (-uhelnikem,
kruznici, elipsou, ...). Jeho hranicegstavuje mantinel realného kéméku.

V tomto odstavci sttné zminime gkteré problémy pohybu kulaikové koule, kterou
v matematickém modelu nahradime bodem. Podjolin problematice pojednava ruska
publikace [11] nebo anglicky psany text [12].

Nejprve budeme zkoumakgularni pohyb koule - boduv kuleéniku tvaru n-uhelnika.
Pohyb bodu, resp. jeho trajektorii pokladame zalgrgi, pokud trajektorie bodu neobsahpje
vrchol hranéniho n-Uhelnika. To znamen4, Ze k odrazdochazi pouze ve vhitich bodech
stran hranice. Jestlize se koute gvém pohybu octne whterém vrcholu hranice kulaiku,
jednd se osingularni pohyb, resp. singularni trajektorii . Singularnimi pohyby s
nebudeme zabyvat.

[12)

Uloha 43. V pravouhelnikovém kubmiku KLMN jsou zvoleny body, B. Sestrojte trajekto-
rii kule¢nikové koule A do B, tak aby se koulefppohybu odrazila psad na usékachMN,
KL aLM.

Re3enispaiva v rozkladu problému naskolik po sol jdoucich Heronovych tloh. Postup je
ziejmy z obr. 104, viz téZ soubor KU_43.fig vilpze 1. Zdivodnréte jej sami na zaklad
analogie geSenim ulohy 39. Obrazek 105 zndzge GsporyjsSi konstrukci bod F, G, H

. C
N H M
3 (11 € =Sund4). N
F [12 D =8k (0). N N Yia M
4 13 E=5,,(D). = 1 C=8,,04)
K D“ F N B, U MWL)
G, L . / 2 U=8,;08)
s aoN sy
|:|6H F 3 V=58
K G- L 4 Body G, H.
|:| 7 Trajektorie AHGFB. " Y
N 5 BodF.
D E 4
Obr. 104 bi0105

Uloha 45. V pravouhelnikovém kutmiku KLMN jsou zvoleny body, B. Sestrojte viechny
mozné trajektorie kutmikové koule ZA do B, tak aby se koulefppohybu odrazila na kazdé
straré mantinelu pra¥ jednou. Ktera z nich je nejkratSi?

Reseni Nech je trajektorii lomen&araACDEFB Kdybychom vySébvali vdechna moznosti
poradi bodi C, D, EaF na stranaclkKL, LM, MNaNK, zkoumali bychom celkem 24 situaci.
Na3tsti mnohé z nich nemohou nastat. Ulohtiegyme dvtipnou metodou, ib niz se stéi
zabyvat nejvySeétyimi moznostmi, a kterd nam navic ihned prozradimaggki nejdelSi drahu
kulecnikové koule.
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Zadany pravouhelniKLMN doplnime o jeho obrazy, i o obrazy bd8uv osovych soust-
nostech podle jeho vSech stran. Dalelgme vSechny dosud nesestrojené obramapych
obrazi (pravouhelnika i bodB) v osovych sourrnostech podle jejich stran. Tak neustéle
pokraiujeme, aZ nakonec obdrzime pravouhelnikovoti mbkryvajici celou rovint
Nazveme jip¥idruzena st kuleéniku. Kazdému poliku si€ (resp. atvarm, které v #m
budou) giradime "soiadnice,” - uspi@danou dvojici celych nezapornyalisel s touto
vlastnosti: KdyZ si fedstavime nejkratSir@mistni pravouhelnikeKLMN na dané potko
osovymi sourdrnostmi podle fimek niize, pak prvniislo uspdadané dvojice&isel uvadi
pocet potebnych sourrnosti podle svislych wZovych gimek, a druhé pg®t potebnych
soungrnosti podle vodorovnychiftzovych gimek (obr. 106).

(2.3) (1,3) ©.3) (1.3) (2,3)
2,2 (1,2) (0.2) (1,2) (2.2
2, 1) (L 1) (0,1) (1,1 2,1)
N M
(2,0) (1, 0) A 0.0) (1,0) (2.0
B.
K L
2.1 (1,1) (0. 1) (1.1 2.1)
(2,2) (1.2) (0,2) (1,2) (2,2)
Obr. 106

Pridruzena si obsahuje osy vSech so@éimosti potebnych pro heronovské sestrojeni trajekto-
rie kteréhokoli regularnino pohybu koule v kiréku a zarovie i vSechny patbné obrazy
vzniklé z boduB v téchto soundrnostech. Hstoupime nyni k vlastnimieSeni dlohy, jez je
zarover ukazkou vyuziti fidruzené si.

Zadani pozaduje pravjeden odraz na kazdé stéapravouhelnikakKLMN. K nalezeni
trajektorie jsou tedy zapi@bi dv soungrnosti se svislymi osami a & vodorovnymi. Tomu
odpovidaji pokka typu (2,2). Body, které jsou v nich sestrojené oZnae B,, B,, B, aB,,

resp. B,(2,2),B, (2,2),B, (2,2) &, (2,7 (obr. 107). Uséky AB,, AB,, AB a AB jsou tzv.

napiimené trajektorie pohyhi, které gipadaji v Uvahu. Z nich vyldime singularni
trajektorii prislusnou us&e AB, (prochazi vrcholeni).

® Sice to nelze narysovat, ale v mysli matematikerykpracuje s bezrozimymi body, nekon&g tenkymi
¢arami a mnoha jinymi abstrakcemi, je takovédstava &Zna.
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Délky us€ek AB,, AB, a AB, jsou rovny délkam ipslusnych trajektorii, které postupn

sestrojime pomoci sowmosti podle &ch pimek si€, jez protinaji naffmenou trajektorii.
Zaciname vzdy od bodB(2, 2).

By(2,2) Bi(2,2)
W
N
M
1
B .
K I
13,26 cm
7 cm
By(2.2) \Bzcz, 2)
Obr. 107
B,(2,2)
./_\,
N M
N C M
O
b D Ll 5 A
O B
E B O
Kl 7 I K L
Oomnp8 a Obr. 108 b

Postup sestrojeni pro bdgj(2, 2) vidime na obr. 108 a.

Obrazky 108 b, c fedstavuiji jiz jen vysledky pro body
B,(2,2) a B,(2,2). 4
CeléreSeni je mozno interaktigrprozkoumat pomoci

soubofl KU_44 B1.fig, KU_44 B2.fig, B

a KU_44 B3.fig. (pro kazdy z bédB,, B, a B, jeden K - L
soubor). Tl&itky Ize skryvat a zobrazovat jednotlivasti

konstrukce. Velikost bufk sitt nastavujeme Gchopem za Obr. 108 ¢

bodyL aN. BodyA, Blze pemig’ovat. Nejkratsi je trajek-
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torie na obr. 108 c, ktera odpovida baddy{2, 2). Jeji (zaokrouhlena) délka j3, 2€cm.

Uloha 46. Vy3etete, za jakych podminek je trajektorie koule vyélandaného bodi
v pravouhelnikovém kutaiku cyklicka (tzn. Ze je to uzéanacara).

Re3eni Nejjednodussicyklicka trajektorie je Useéka rovnolzna se déma protilehlymi
stranami kuléniku, obr. 109 a. Koule s&igpohybu stidaw narazi kolmo na zbyvajiciésty
a odrazi se od nich. Sloggi cyklicka trajektorie koule v kutmiku je uzavena lomend&ara,
viz nag. obr. 109 b, c. Nedochazi-li ke ztratam energi&onava kouleperiodicky pohyb,
tzn. Ze se stejny pohyb neustale opakuje po stejgaovych intervalech.

Obr. 109 a Obr. 109 b Obr. 109 c

Pro vznik periodického pohybu je nutné a pdsfi@i, aby koule vyslana z bodiprochazela
po kon€éném pdtu odraz opst bodemB se stejnou rychlosti (co do velikosti i &m) jako na

pocatku, a pitom byla jeji trajektorie regularni.

Podminku stejného mistdi iledani cyklické trajektorie metodou z Ulohy 48nréme tak, Ze
v siti z obr. 106 umistim& a B do téhoz bodu. (Symb@\ zruSime, nafimena trajektorie
pohybu bude Us&a s krajmnimi body a B(m, n).)

Z podminky stejného vektoru rychlosti zjistime, rktekoncové bodyB(m n) lze pouZit.

Kdyz do procesu vyt¥@ni gidruzené sit zahrneme i vektor gateini rychlosti pohybu, jsou
ve sloupcich radach sit stejné vektory vzdy v kazdém druhém pkli (obr. 110). Je to
disledek tvrzeni z uUlohy CKU 54, Ze sloZzenim dvounssnosti s rovno&Znymi osami

vznika posunuti.
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Z&avér. Trajektorie koule v pravouhelnikovéem kééku je cyklickd, pray kdyZz vnitek
nagimeneé trajektorie neobsahuje uzlovy botiduzené sit a vrgjSi koncovy bod na-
piimené trajektorie lezi v péku se sudymi saadnicemi.

Stanovime je$t pod jakym Uhlem je nutnc
kule¢nikovou kouli z boduB vyslat, aby byla
trajektorie pohybu cyklicka. Uvazujme kutgk _
KLMN, [KL|=a, |KN|=b (obr.111). BodB, N M
nagimené cyklické drahy ma siadnice 2m b Bﬁ\ n
a 2n. V pravouhlém trojuhelnikuBB C je tedy
|BC|=2ma a |CB|=2nh Jestlize ozniime a
odchylku gimky BB, (rovnol&zné s vektorem po- audr1
cateeni rychlosti) od srru piimky KL, pak

_[Bq_

n
|IBC| m a

B, (2m, 2n)

tana

Odtud plyne

Véta 11.Regularni trajektorie kutmikové koule v pravouhelnikovem kafreku je cyklicka,
praw kdyz je tangens uhlu, ktery svird vektoré@mni rychlosti se sigrem strany
kulec¢niku racionalnim nasobkem podilu délek stran dailau.

Cviéeni

CKU_60. Z vnitniho boduA trojuhelnikakKMN je v pravouhelnikovém kutaiku KLMN
vyslana koule rovngtne s Ghlogickou KM. Ur¢ete mnozinu vSech badB,
z nichZ je mozno vyslat druhoueknikovou kouli se stejnou pateini rychlosti
(co do velikosti i sfru) tak, aby se s prvni kouli srazila.

CKU_61. V pravouhelnikovém kuleiku KLMN s rozngéry mx2n, kde m, n jsou licha
prozen&isla, je vyslana koule z vrchok tak, Ze svird se strand(L Uhel
a =45 .Zjistéte, zda se po titém patu odras dostane a) do vrchol,
b) d& neboN, c) do stedu rekteré strany.

CKU_62.Reste pedchozi tlohu a) pra =60°, b) proa =30°.

CKU_63. V pravouhelnikovém kuleiku zvolte bodyA, Ba sestrojte vSechny trajektorie ku-
lenikové koule ZA do B a) seitemi odrazy, b) sdii odrazy. Utete rovigz délky
dchto trajektorii. Pro konstrukci v Cabri vyuZigeubor KULECNIK_OBD_SIT
ze slozkyFILOHA 1.

CKU_64. V pravouhelnikovém kuleiku vykonava koule periodicky pohyb tak, Ze s Kauid

odrazem se jeji &mzmeni o 90°. Muze mit jeji trajektorie celkovy et
odraza) 4, b) 6, c) 5, d) 18? (Pokud ne, dokazt&.pPokud ano, sestrojte
konkréthzvoleny iklad.)
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Véta 12. Kule¢nik tvarurovnostranného trojuhelnika ma tu vlastnost, Zgktarie koule
vyslané rovnobtzné s jeho stranou je sloZzena z &serovnokkZznych se stranami trojuhelnika
a je cyklicka.

Dukaz nechavamé&tenéi (napowda: obr. 112).
} M

YoV A /AN

Obr. 112

M

Reseni Gloh o kulmiku tvaru rovnostranného trojuhelnika
podobné jako v fipad pravouhelnikového kudaiku.
K vySetovani je vyhodné pouzivatfigruzenou trojuhelniko-
vou st - soubor KULECNIK_TROJ_SIT vifloze 1. Riklad
trajektorie, kdy se koule pa odrazech ot vraci do boduB,

z rghoz byla vyslana, vidime na obr. 113. Trajektorenin g I
cyklicka (pokud se koule v bédB nezastavi, pohyb poktaje

bez zacykleni, jak plyneizSeni ulohy CKU_66). Obr. 113

Uloha 47. Uvnitt rovnostranného trojahelnikéLM s délkou strany 4 cm jsou dany bodly
B. Ritom ADK(K,2 cm)n k, (L,3 cm aB lezi na ose UhlKKLM ve vzdalenosti 2 cm od

vrcholu L. Useka KL je vytvarena z cukru, Gs&a LM z povidel a Ustka MK z medu.
Mravenec se chce z mistadostat do mist® tak, aby Bhem cesty ochutnal povidla, med
i cukr. Najckte jeho nejkratSi cestu, jestlize

a) chce laskominy ochutnat vi@ali povidla, cukr, med.

b) nezélezi na tom, v jakémipali dobroty navstivi.

ReSeni a) Na obr. 114 je zobrazeno sestroje ~*
nagrimené trajektorie A doB:

1K =S u(K), B =S u(B.
2.M,=S_,(M), B,=S (B

3. L,=S «m, (D, B;=S , (B)
Délka trajektorie je 6,97cm. Je dana délkot

useky AB, a na obrazku vyzgana cislem
pobliz bodu B,. Zpétnou konstrukci sestrojime Obr. 114

K L M,
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hledanou trajektorii A doB (obr. 115).

Pro WtSi ndzornost jsou na obrazcich "povidlové clage vyznaieny cerverg, "cukrove"
cerré a "medove” zelen

M
b) Existuje celkem Sest fadi, které schématic: . K Ls
ky zapiSeme uspadanymi trojicemi:
cmp,(cpm (mcp
(mpag, (pGm (pm3,

kdec zn&i cukr,m znai med gp povidla.

K teSeni jsme vyuZili fidruzenou trojahelni-

kovou st ze souboru KULECNIK_TROJ_SIT. Obr. 115

Obr. 116 pedstavuje vSech Sest moznychitiap

menych trajektorii. Jejich koncové bodyiZné odA) jsou oznaeny trojicemi, jez udavaji
poradi. U €chto oznaeni vidime i délky trajektorii (zaokrouhlené naetésy milimetru).

(pcm)

6,97 cm

ey

6,14 cm

6,90 cm

Obr. 116

NejkratSi trajektorie odpovida fadi "med - cukr - povidla" a m& délky21cm. Jeji sestroje-

ni zptnou konstrukci fenechavametendéi.
(Poznamenejme, Ze pilny mravenec ze situace d)tkasu, ktera je nejdelSi ze vSech Sesti.)

Kule¢niky sestrojené na siti rovnostrannych trojuhdird& daji vyhod& vyuzit kieSeni tzv.

tloh o gelévani kapaliny. V nich je k dispozicékolik nAdob zndmého objemu. Napla-
nim rekterych z nich kapalinou arglévanim, resp. vylévanim kapaliny mame eégitrurcité
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mnozstvi kapaliny. #dava se podminka, aby knokbylo co nejmé& Jak uvidime, std
vyslat kulicku do vhodného kutmiku a jeji pohyb Ulohu kompletrvyiesi.

Omezime se nejprve na ulohy, v nichZ jsou dany Iova@dq B, které maji pdad objemym
anlitra (m, n jsou gFirozenacisla an<m). Mame pomoci nich od#it v litra vody, kde
v{0,1...,m-1}  Vodu Ize nabirat ze zasobar@y (nadoby, v niz je vice nein+ n litré
vody). Na nadobéach nejsou Zadné rysky, které bwozmly dily jejich objend.

Ziejme zatneme tak, Ze jednu nddobu naplnime fikdgd nadobuA. Prelitim vody zA doB
tak, aby nadobd&8 byla plna, zbyde v nadébA voda s objemenm-n a podobs
pokraiujeme dale.

V kazdém kroku jednu z nadob, B bud naplnime, nebo vyprdzdnime. To znamena, Ze
objemy vody v nadobach, B miZzeme vyjadt jako sodadnice niizovych bod na hranici
rovnokEZnika v siti rovnostrannych jednotkovych trojuhkini Rovnol&Znik je ohranien
piimkami n¥ize a délky jeho stran jsau an. Na obr. 117 je takovy rovnébnik znazortn
prom=11an=7 (litra). Bod X =(2,7) udava stav vody v nadobaéh B v urité fazi pro-
cesu pelévani: v dané chvili jsou v nadoA 2 litry vody a v nadobB je 7 litr.

ar X=@.7) Vs

10 11
A

Obr. 117

Predpokladejme, Ze tento stav jeBenireSenim ulohy, a zkusme zjistit, jaké mame moznosti
dalSiho postupu, kdyZz se chceme co nekratSi céststat k cili. Teoreticky jsou 4 moznosti:

a) Vyprdzdnime nadobB prelitim do zasobarngZ, coz je cesta (na obrazku proti sénu
Sipky) zX do bodu(2, 0).
b) Prelijleme vodu z nadobB do nadobyA, cestdl z X do (9, 0).

c) Vyprazdnime nadobA prelitim do zasobarng, cestalll. Dostaneme se do sta\0, 7),
co? je jeden ze dvou moZnychcask reSeni’ Tuto cestu zakdZeme, nebowitsuje paet
kroka feSeni.

d) Doplnime nadobiA vodou, cestdy do stavu(ll, 7). Obé nddoby jsou pIné, v dalSim kro-

ku musime jednu z nich vylit, coz znamen&tapavrat na z&tekieSeni. Tuto cestu rovh
zakdzeme.

" Obecw zatiname pechodem ze stav(D, 0) bud’ do stavu(m, 0) nebo do stavi{0, n).
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Do stavu znazosmého bodemX =(2,7) je mozné se dostat pouze po jedné z tesll.
(Zduvodrete, pra to nejde po cestlll nebo po cestlV.) To znamena, Ze pagrhodu od
stavu (2,0) do stavu(2,7) mame pi postupu s co nejmenSim dtem @elévani jedinou
volbu dalSiho kroku: cestili ze stavu(2, 7) do stavu(9, 0). Obraces, pokud jsme se do bo-
du X dostali po cestll, nelze pi nejmenSim p&tu pielévani pokréovat jinak, nez po cest.
Usetky | all pritom Ize interpretovat jako znazemi trajektorie v kuléniku PABC pro
pohyb koule z body2, 0) do bodu(9, 0) s odrazem v badX (resp. pro pohyb z bod8, 0)
do bodu(2, 0) s odrazem X).

—_—

Z dosavadnich uvah plyne, ZeSeni uloh o iglévani vody lze i@vést na sestrojen
trajektorie pohybu koule v kulaiku ohranteném pimkami niize v siti jednotkovych
rovnostrannych trojahelnik

Uloha 48. Mame zéasobarnC (nadobu neznamého objemu), ve které je vice nditr20
vody, nadobuA s objemem 11 lifra nadobu B s objemem 7 lik, ok prazdné a bez rysek.
Co nejmensim ptem fFelévani mame £mito pormickami odngiit 2 litry vody.

Resenj a)Redeni, které zéna naplgnim nadobyA, schématicky znazwuje obr. 118, jedno-
tlivé kroky jsme zaznamenali do tabulky 48A, jehjicelkem 18.

Obr. 118
Tabulka 48A
Krok| 1| 2| 3| 4/ 5| 6| 7| 8 9 1011|12|13|14|15|16| 17|18
Al|11| 4| 4| 0| 118 | 8| 1| 1| 0| 141 5| 5| 0| 11 9| 9| 2
BO|O| 7| 0| 4| 4] 7| Of 74 O 1 1 T ) b5 b (7 |0 |7

Poznamenejme, Ze pohyb kinékové koule je "spudh” z boduM, tedy az po napémi
nadobyA.
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b) Reseni, které zéna naplinim nadobyB, schématicky znéazbuje obr. 119, jednotlivé
kroky jsme zaznamenali do tabulky 48B, je jich eatk14

Tabulka 48B
Krok | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011|12|13| 14
AO|O| 7| 7| 11 0| 3| 3| 10/10(11| 0| 6| 6| 11
BO|7| 0| 7| 3| 3] 0| 7/ O 7 6 € 0 72

Zavér. NejkratSi postup zéna naplgnim nadobyB. Sklada se ze 14 krokjez pgehledrd
uvadi tabulka 48B.

Poznamka. Kdybychom v pelévani pokréovali, dostaneme seifd7. kroku do stavy2, 7).

Postupy a) a sedmnactikrokovy b) se navzajemndgiplObrazky 118 a 119 ukazuji, Ze
pomoci nddob o objemech 7 a 1llulimiZzeme pelévanim odréit jakykoliv celatiselny
objem od 1 do 11 litr. Zarover zobrazuji postupiplévani.

Kdybychom pomoci nadob o objemech 2 a @i lili odméefit 5 litra vody, tak se nam to
nepovede, jak jeiejmé z faktu, Ze rozdil a sét sudychiisel je vzdycislo sudé. Mzeme
odmefit pouze 2, 4 a 6 litr (obr. 120).

2 2
/v\/\//\/\/\/
o 1. 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 g

Obr. 120
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DalSi ulohy se od tétpdchozi lisi tim, Ze nejtSi nAdobaC mé znamy objem a je v @
tecnim stavu plna kapaliny.

Uloha 49. Farmdka méa dvanactilitrovou nadol@ plnou mléka a prazdné nadoly a B
s objemy 9 a 5 litr (v daném ptadi). Ucete, jak s co nejmensim ggem relévani rozdli
mléko do dvou #tSich nadob po Sesti litrech.

Reseni Kulegnik tvaru rovnobznika 9x12 nemizeme cely pouzit, protoze s dvanacti litry
mléka nelze realizovat stau®, 5), (9, 4) a (8,5). Pouzijeme tedy kutmik tvaru gtiahelni-
ka PKLMN na obr. 121, dod@ jsme zakreslili trajektorie obou postup

Obr. 121

NejkratSi postup se sklada z osmi kipkaina napldnim nadobyA, odpovidacervere
vyznaené trajektorii a je téZ popsan tabulkou 49A.

Tabulka 49A

Krok 0 1 2 3 4 5 6 7 8
A () 0 0 5 5 9 0 1 1 6

B () 0 5 0 5 1 1 0 5 0
cC® 12 7 7 2 2 11 11 6 6
Tabulka 49B

Krok | 0| 1| 2| 3| 4/ 5 6 7 8 9 1p11|12(13|14|15|16|17|18
AO| 0| 9] 4| 4 0| 8 8 5§ 3 Q 9 T ¥ R PR |0 |9 |66
B(){O|O| 5| 0] 4/ 4 00 3 0 3 3 5 D b DO 2 |2 |50
cihh|o|3|3|/ 8/ 8 0 4 4 9 9 0 0 5 b5 l1lao|1| 1|6
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Uloha 50. DvanActilitrova nadob€ je plna pra¥ vylisovaného jabkného mostu. Mame ji
pielévanim rozélit na dw mnozstvi po Sesti litrech pomoci nadaba B, jez maji porac
objemy 9 a 5 liti.

Re3enj PYi pouziti danych nadob nelze takovéto réedi grelévanim provést, jak jegmé

Z obr. 12

Cviéeni

CKU_65.

CKU_66

CKU_67.

CKU_68.

CKU_69.

CKU_70.

CKU_71

2.

Obr. 122

V kuléniku tvaru rovnostranného trojuhelnika zvolte ¥miitbod B a sestrojte
nejkratsi trajektoriizdo B se sedmi odrazy.

. 'V kuleniku tvaru rovnostranného trojuhelnika zvolte fmiitbod B a sestrojte
v8echny cyklické trajektorie, i&eprochéazi boder® a skladaji se jen ze dvou
usek. Dokazte, Ze délka kazdé této trajektorie ymaovySce trojuhelnika, ktery
ohranuje kulenik. Dokazte dale, Ze cyklické trajektorie jsou fgnkdy je koule
z bodB vyslana bd’ rovnol&zré se stranou kuteiku, nebo kolmo na ni.

Petr si chce ukiapolévku esreé podle navodu na &ku. Potebuje k tomu odi
fit 1 litr vody, ale mé& jen nadoby o objemech 3l@rf. Jak to pelévanim provede
S nejmensim moznyntfmm kroki?

Pomoci devitilitrové étyilitrové nadoby odréte 6 lithi vody. (Voducéerpame do
nadob z vodovodu.)

Méme dvacetilitrovy kanistr naghny vinem a dva prdzdné demizony s objemy 12
a 17 litr. S minimalnim p&tem grelévani rozdlte vino tak, aby ve dvou nadobach
bylo po sedmi litrech a vett 6 litri.

Méame desetilitrovy kanistr plny benzinuv& grazdné nadoby s objemy 7 a 2 litry.
S minimalnim gtem gelévani rozdite benzin tak, aby ve dvowtgich nadobach
bylo podti litrech.

Dvanactilitrovy demizon je plny medovinyrd&¢ néj mame jen 2 prazdné nado-
by s objemy 8 a 5iitr S minimalnim p&tem gelévani rozdlte medovinu na dv
stejna mnozstvi.
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V kule¢nicich se zakvenymi mantinely se koule odrazi tak, Ze trajeleqied odrazem i po
ném sviraji steji velké uhly s t&nou rovinou sestrojenou v misidrazu.

V kruhovém kuléniku je normélou vZdy ijimka, ktera prochaziigtddem hrarini kruznice
kule¢niku a mistem dopadu. Na obr. 123 je pro kruhougdhik cerverg vyznaena trajekto-
rie koule vyslané z bodB s odrazem v misfT.

C
Obr. 123 Obr. 124 Obr. 125

Véta 13. Cyklické trajektorie v kruhovém kutaiku maji tvar pravidelnych-uhelniki,

Dikaz.Z osové sourrnosti rovnoramennych trojahelni

které mohou byt hizdicové (obr. 124 pran =5), nebo konvexni (obr. 125 pm=5).
Trajektorie je cyklicka, pravkdyz je thel dopadu racionalnim nasobkse .

4,
ki AAO a AAO na obr. 126 plyndAA|=|A A -
a proto je kazda (i necyklicka) trajektorie pohykaule _ ﬂ
v kruhovém kuléniku lomenéacéara sloZzena z navzajer
shodnych (sgk. Ozname nasledujici body odraz
A, A, .... Trajektorie je cyklicka, pravkdyz rektery z
nich, ozna-me jej A,,, splyne s bodemA. Lomena =

i

Céra se fitom uzave do tvaru pravidelného-uhelnika
(hvézdicoveho, nebo konvexniho).fiPoznaeni podle
obr. 126 je uzaeni trajektorie spjato s podminko

nlw=k360J , kde k je pirozenééislo. Z trojuhelnika
A A O navic dostadvaméa + w=180 , tedy Obr. 126
2nlr =n80 - nv= (n— 2k)1180

Po ozndeni 2n=r a n- X = s zjisfujeme, Ze trajektorie
je cyklicka, pra¥ kdyz

a=3180,
r

kder asjsou girozenadisla.
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Cviéeni

CKU_72. Na obr. 124 a 125 jsou znazmm cyklické trajektorie s ¢i body odrazu v kru-
hovém kuteiku. Vypciitejte pro ® a a w.

CKU_73. V kruhovém kulkeniku zvolte vnitni bod B a sestrojte z & vSechny cyklické
trajektorie se sedmi body odrazu.

CKU_74. Zkuste sestrojit trajektoriefzdo B, resp. cyklické trajektorie pro kuleik
a) tvaruttkruhu,
b) tvaratvrtkruhu.

CKU_75. Pro kulenik tvaru elipsy dokaZte, Ze trajektorie koule aysl z ohniska hragmi
elipsy je hiiuse&ka s krajnimi body v hlavnich vrcholech elipsy, aébmenata-
ra, jejiz kazda wka prochézi pravjednim ohniskem elipsy. (VyuZijte poznatky
Z odstavce 3.2.1.)

3.3 Minimalni sité

Budeme se zabyvat Ulohou, kterou lze v rekméanatematice zformulovat takto:

Na planire se nachazi u obci. Mame vybudovat systém cesthigghom se po nich mohli do-
stat z kazdé obce do kterékoli z ostatnich a abgawic sodet délek vSech cest minimalni.

V matematické formulaci si obcégastavime jako body roviny a silnice budduy, jez tyto
body spojuji. Prau =2 jeieSeni tejmé: dané dva body spojime &isau.

Prou>2 je problém sloz#fjSi. ObecnéeSeni Ulohy neni zndmo. ¥&8ime nejprve Glohu pro
u=3 a po stanoveni zakladnich vlastnosti minimalri s& budeme zabyvatipady, kdy
reSeni neniiflis slozite.

3.3.1 Fermatova uUloha

Pierre Fermat v jednom dopise pateru Mersenovigomal svou metodu &ovani maximal-
nich a minimalnich hodnot funkci a mimo jiné uvédui hanc methodum non probaverit, ei
proponitur: Datis tribus punctis, quartum reperira, quo si ducantur tres rectae ad data
puncta, summa trium harum rectarum sit minima qiasit [13], po geloZeni docestiny:
"Kdo tuto metodu neocenil, nechyeSi Ulohu: Ke/tem danym baiin nalezéte ctvrty tak,
aby ¥i Use’ky vedené zdpdo danych bod mely minimalni sodet délek:

Fermat tim snad naz&ige, Ze umi Ulohu WeSit, jehoteSeni vSak neni zndmo. Podle
nékterych pramen je citovana wta vyzvou pro Evangelistu Torricelliho. Ten ji tegil,
dokonce gkolika zpisoby. TorricellihoreSeni je nejstarSi znamé. Vipghu nékolika staleti
UlohuteSilafada matematik riznymi metodamiS Fermatovou Ulohou souvisékieré zaji-
mavé poznatky s nimiz se postémeznamime.

Uloha 51. DokazteVivianovu vétu:

V rovnostranném trojahelniku ma jeho kazdy bodytersowet vzdalenosti od stran
trojuhelnika. Tento saet je roven vySce trojuhelnika.
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17eSeni Neclt ABC je rovnostranny trojuhelnik s viitim
bodemM a délkou strany. Vzdalenosti bodiM od stranAB,
BC, CA které oznéime poiact x, y, z,jsou vySkami trojuhel-
niki BCM, CAM a ABM z jejich spoléného vrcholuM
(obr. 127). Z faktu, Zze so¢at obsah téchto trojuhelnik je
roven obsahu trojuhelnikeBC, dostavame

1 1 1 1
—alk+=ally+= dlz=— 4d]
2 2 Y 2 2 Y
kde v je vysSka trojuhelnikéABC. Odtud po vynasobeni vyra-
zem 2/a dostavame dokazované tvrzeni: Obr. 127
X+y+z=Vv (24)

2. 7eSeni Uvazujme nejprve bol na stras AB (obr. 128a). V sousinosti S podle gimky
ABoznagme Q' =5 Q aC'=5 0. Pak

ey 25| MR+| MQ+ 0= M| MQ=| PQ= 3

Vztah (14) tedy prav [ AB plati. (Cyklickou zamnou zjistime, Ze plati i kdyz $¢ nachazi
na stranaclBC aCA)

Ob28h Obr. 128b

Zbyva owfit platnost rovnosti (14) pro boll uvnité trojuhelnikaABC. V takovém pipad
vytvori rovnolEzka se stranoAB vedena bodervl rovnostranny trojuhelnild B C, ktery ma

bod M uvnitt strany AB,. Jiz vime, Ze pro jeho vySky plati v, = x+ y a pomoci obr. 128b
snadno ot¥time: X+ y+ z= y+ z= v
C=4

3./eSeni je postaveno na poznatku, Ze rovn
stranny trojahelnik je invariantni vzhledem k ot

geni o Uhel+12@ kolem &7i3ts, které je zarove
sttedem opsané kruznice, ortocentrem aseii-
kem os Uhl. To znamena, Zefigkazdém takovém a

otoceni se trojuhelnik zobrazi sam na se

Reseni vidime na obr. 130, iela je vysutlovat. v

Obr. 129
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(8]

Obr. 130

Uloha 52. V roving je dan trojuhelnilABC. Urete ty
body dané roviny, z nichZ jsou vSechiiy dtrany

vidét pod thlem12@ .

Re3eni. Predpokladejme nejprve, ze vimt Ghly troj-
thelnikaABC jsou mensi ne120’. Ke strar BC se-
strojime mnozinu vSech bbddlané roviny, z nichz je

useka BC vidét pod thlem12@. Tou je sjednoceni
m O m, kruhovych oblouk m a m, s obvodovym n

thlem12@ a spolénou &tivou BC (bez krajnich bo-
da B a C). Analogicky sestrojime mnozing [ n,

(k usece CA) a s s, (kuse&ce AB). Ozna&eni

oblouki volime tak, aby obloukn lezel uvnit poloro- Obr. 131

viny BCA n, uvnitt CAB a s uvnitt ABC (obr. 131).

Protoze jsou vnini Ghly trojahelnika mensi net2d , lezi tyto #i oblouky i v kruhu ohrani-
¢eném kruznick opsanou trojuhelnikABC a navzéajem se protinaji. Kdyz oZimae F prise-
¢ik oblouki m a n, dostavamdOAFB| =360 —(|0BFJ+|0 CFA) =120 Odtud F Os,
vSechny i oblouky se protinaji v jediném b&dOblouky m,, n, a s, lezi vre trojuhelnika.
Nemaji spoléné (vnitni) body, ani se neprotinaji s oblouky, n, as.

Jestlize #ktery z vnitnich Uhti trojuhelnikaABC ma velikost12(’, lezi rektery z oblouk
m, n, nebos na kruznick. Pro =120 je to napiklad obloukn,, jak vidime na obr. 132.
Mnoziny m O m, n On, a s Os, nemaji spolény bod.

Stejre tak tomu je, kdyz ¢&ktery z vnitnich ahti trojuhelnikaABC ma velikost ¥tSi nez
120 (obr. 133).

Véta 14.V trojuhelniku, ktery ma velikosti vritich Ghfi mensi neA 2@ , existuje pray
jeden bodF, z rEjZ jsou strany trojihelnika vitl pod Ghly120°. Ma-li néktery z vnit-
nich Uhti trojahelnika velikost aspio120 , pak takovy bod neexistuje. Bétse nazyva
Fermativ bod, nekdy téZTorricelliho bod, jeho dalSi vlastnosti postupokazeme.

-77 -



;‘71—

7

45 " 7 B
55

Obr. 132 Obg3L

Uloha 53. V trojuhelnikuABC s vnitnimi Ghly mensimi neZ20 najdste bod ktery méa
minimalni sodet vzdalenosti od vrchibkrojuhelnika.

1. 7/eSeni Je to asi nejznakjsi ieSeni. Bylo nale-
zeno v fiznych dobachiaznymi matematiky neza-
visle na sob.

Zvolime libovolny vnitni bod X trojuhelnikaABC

a premistime trojahelnilkXCrotaci R, kolem bodu

Ao 60, Y=R(X) aL=R(C) (obr.134). Troj-
Uhelnik AYL je shodny se svym vzorem, plati tec
|CX| =] YL. Navic je trojuhelnikAXY rovnostranny,

proto |AX| =| XY. Pomoci &chto vztali dostavame
[BX|+|AX+[CX=| BX+| X¥+| Yi=| BXYe| Bl
kde symbol |BXYL] oznauje délku lomenésary

BXYL Pokud bodX, s minimalnim sottem vzda-

lenosti odvrcholi A,B aC existuje, nachazi se na Obr. 134

UseceBL.

Analogickymi Uvahami o rotaciclir, a R, trojuhelniki ABX a BCX kolem bod B a C
o Uhel 60° zjistime, Ze bodX, lezi na UsékachCM a AK, kde M =R,(A a K =R,(B).
Jinymi slovy: Bod X, je spolénym piise€ikem Uséek AK, BL a CM, kdeK, L a M jsou

vrcholy rovnostrannych trojuhelnik BCK, CAL a ABM vné piipsanych ke stranam
trojuhelnikaABC (obr. 135).

M¢li bychom se jestpreswdCit, Ze se usiky AK, BL aCM opravdu protinaji v jediném béd
a maji stejnou délku. Vfane se proto na @atek feSeni a proX,dBL uvazujme krors
rotace R jes& rotaci k rotaciR, kolem vrcholuC o thel -60°. Je R,(A =L, R,(X,)=Z

(obr. 135) a z rovnostrannych trojdhelikX,Y a BZX, plyne |JAX,L =60 =|0LX,q.
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L Vidime, Ze
|DAX,Q =|0AX, [+|0 LX, ¢=120.
C Analogicky zjistime
[0AX, B =120 =|UBX, G,

K tedy X,=F. Existence a jedno-
znanost boduF plyne z ¥ty 14.

Obr. 135
Obr136

Pomoci kosinovédty pro trojuhelnikyABL, BCL aACK dale dostaneme
IBU® =b”+ - 2bccos@r + 66 )= &+ - 2abcogt+ 63| AK
Odtud |BL| =| AK|. Podob# naleznemgAK|=|CM|.O

2. reSeni. (Torricelli, padle [14].) Y
Podle ¥ty 14 existuje jediny bodF
z rkhoz jsou strany trojuhelnika \4d
pod uhly 120°. Kolmice sestrojené ve
vrcholechA, B a C po fa k piimkam
AF, BF a CF ohrantuji trojuhelnikXYZzZ
Ptfi oznaeni podle obr. 137 préytuhel-
nik AFCY plati

[0AYQ =360 -( 90 + 90+ 126)= 60

Analogicky zjistime, Ze trojuhelnikYZ
ma i @i vrcholechX a Z vnitini ahly
velikosti 60°. Je tedy rovnostranny
Nechlt K, L M jsou paty kolmic z libo-
volného boduG # F trojuhelnikaXYZna
jeho stranyYZ ZX, XY. Nejvys jeden
z bodi K, L, M patidomnoziny{ A B, G . Obr. 137
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S ohledem na Vivianovuétu (z tlohy 51) a fakt, Zerppona v pravouhlém trojuhelnile
deldinez odesna, dostavamiSA +|GH+| GG >| GK+| Gl+| GM=| Fp+| FBr| FC
Uloze tedy vyhovuje pouze FermatbodF (obr. 135).0

Véta 15. Pro kazdy bocK, ktery se nachazi ¥rtrojuhelnika ABC s velikostmi vnitnich
Ghti mengimi neA 2@, plati vztah

|AX|+|BX|+| CX >| AR+| BE+| CF,

v niémZ F je Fermaiv bod trojuhelnikaABC.

Dukaz wty 15 ponechdvam#endi jako cviceni CKU_77.

Uloha 54. Dokazte, ze pro libovolny bo® trojihelnikaABC plati
|AC|+|BJ 2| AD+| BD), (15)
piicemz rovnost nastava jen p»=C.

Re3enj Dilkaz plyne z vlastnosti elipsy a obr. 138, namh maji elipsym a n spol&na
ohniskaA aB.

Obr. 138 Obr. 139

UkaZzeme jest jak toto tvrzeni dokazal Eukleides ve svych Zdklzh:

Pro D =C je rovnost ve vztahu (15)gima. Redpokladejme dale, z® # C. Nechlt E je
priseiik pologimky AD se stranouBC  (obr. 139). Trojuhelnikovou nerovnost

|AC|+|EQ >| AE pro trojuhelnikACE upravime fi¢tenim vyrazu|BE| k jejim oktma
strandm na tvar

|AC|+|BJ>| AB+| BE (16)
Podobr nerovnost |DE|+|BE >| B pro trojuhelnikDBE upravime fictenim AD| na tvar
|AE|+|BE >| AD+| BD. Odtud a ze vztahu (16) dostavame dokazovanou nesbv
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Uloha 55. V roviné trojuhelnika, ktery ma vrimi Ghel &t3i nebo roveri2d , najdte bod
s minimalnim sottem vzdalenosti od vrchotrojuhelnika.

ReSeni Nech ABC je trojuhelnik s thlemy=12F a M, N jsou poiac vnitiky kruhi
s hranénimi kruznicemim( A | AC|) a n(B,| BC|). Predpokladejme nejprve, Ze bodlezi
vn¢ GtvaruN (obr. 140). PakBX| =|Bd a z trojuhelnikové nerovnogihX|+|CX|= | AQ
plyne

s(X) =[ AX+| BY+| CX= | AG+| B (17)

piicemZ rovnost nastane, peakdyz X =C. Jestlize boX lezi vre M dokazeme vztah (17)
analogicky.

D
m
1
m
C C
A X
A B A Y B
Obr. 140 Obr.114

Nakonec pedpokladejme, Ze se botnachazi v pimiku P Gtvari M aN. Utvar P je symet-
ricky podle gimky AB. Kazdy bodX, ktery leZi v péiniku Q Gtvaru P s trojuhelnikemABC,

a jeho obraz’ v soungrnosti podle pimky AB proto sptiuji vztah s( X) < § Y). Mizeme se

tedy omezit jen na bodyX 0Q. Uvazujme libovolny z nich a sestrojme rovnostgann
trojuhelnik ACD podle obr. 141. Uzitiméty z ulohy CKU_80 dostavame putverici boda

(A X, C, D) vztah

|AX|+|CX| =| DX. (18)
Z velikosti uhtt ACBaACD snadno ogtime, Ze pro bo€ lezZi v trojuhelnikuBDX. PouZzitim
vztahu (15) dostavameBX|+|DX|=|BG+| DG=| B¢+| AGC Odtud a z (18) dale plyne
s( X) =| BX+| AX+| CX= | BX+| D¥z| B[3| AC ptitom rovnost plati jen proX = C.
Pro y =120 ma tedy minimalni saet vzdalenosti od vrchbkrojihelnika pouze vrchd.
Vysledek zobecnime daity 16, jejiz druh&ast je disledkem trojuhelnikové nerovnosti.

Véta 16. Ma-li ngktery z vnitnich Ghfi trojuhelnikuABC velikost wtsi nez12@,
nabyva sotet s(X) =| AX+| BX+| CX svého minima jen ve vrcholu tohoto Ghlu.
Jsou-li bodyA, B a C kolinearni, jes( X) minimalni jen kdyzX je jednim z &chto
bodi a leZzi mezi druhymi ddma.
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Uloha 56. V roving jsou dany body, BaC. Sestrojte boi tak, aby nil souset
S(X) =| AX +| BY+| CX
minimalni hodnotu.

Reseni a) Pokud se bodg, B aC nachéazi na tézetipnce, zvolime (podledty 16) zaX ten
Z nich, ktery se nachazi mezi zbylymidva.

b) Je-liABC trojahelnik s gkterym vnitnim Ghlem velikosti aspp12@, je (podle ¥ty 16)
bodemX vrchol trojuhelnika y tomto uhlu.

c) Nechlt ABC je trojuhelnik, ktery ma vSechny viif Ghly mensi neA2d. Jiz vime, Ze
s(X) je minimalni pro X = F, pticemZz Fermaitv bod F trojuhelnikaABC lze vyhodr
sestrojit takto:

1. Zvolime libovolnou stranu trojuahelnik:
sestrojime k ni v pfipsany rovnostran- ¢
ny trojuhelnik a opiSeme mu kruznroi
(Na obr. 142 trojuhelnikcBK.) _ K
2. Pii oznaeni podle obr. 142 sestrojim
bod F jako piiseik kruznicem s Usé- F

kou AK. O

m

A4 B

Pti praci s programem Cabri I+ sittbete i této Obr. 142

konstrukci usnadnit praci vyuzitim makrokonstruk-

FERMAT 0.mac nebo FERMAT 1.mac, které Ize do soubar nimz pracujete, vlozit ze
slozky RRILOHA 1.

Shrnuti podstatnych vlastnosti:

V trojuhelniku ABC s vnitnimi ahly
men3imi neA2@ (obr. 143) plati:

1. KruzZnice opsané rovnostrannym
trojuhelnikim CBK, ACL a BAM se
protinaji ve Fermatavbock F.

2. Useky AK, BL a CM jsou stejit
dlouhé, kazdé dvz nich sviraji uhe

60° a protinaji se v badF.

3. Kdyz pro libovolny bodX dané
roviny ozn&ime

s(X) =| AX+| BX+| CX, pak
S(X)mn =| AF+| BR+| CK
a zarové

(X = A =| BlL=| M

Obr. 143
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Cviéeni

CKU_76. Uvazujme libovolny rovnostranny kladarientovany trojuhelnilABC s vySkouv
a libovolny bot roviny ABC. (Orientace trojuhelnik®&BC je kladna, jestlize
pohyb po hranici trojuhelnika efgadi A -~ B - C - A probiha proti siru po-
hybu hodinovych didek. Probiha-li tento pohyb po $m pohybu hodinovych
réicek, je orientace trojuhelnik&BC zaporna. B volbé orientace musime
rozliSovat padi, v jakém zapisujeme vrcholy trojuhelnikat pevre zvolenych
nekolineéarnich bode&hB, Cmaiji trojuhelnikyABC, BCAa CAB tutéz orientaci,
ktera je opaa nez orientace trojuhelwilBAC, CBAa ACB.) Vzdalenostx bodu

M od pimky BC pritadime bd’ znaménko "+", je-li trojuhelnilMBC orientovan
klad®y nebo znaménkd-", je-li trojuhelnikMBC orientovan zapogh
Analogicky ifradime znaménko vzdalenosti(resp.z) boduM od gimky CA
(respAB) podle orientace trojuhelnikdCA (resp. MAB). DokaZzte, Ze i této

znaménkové doligplati: |x+ y+ 7= v
CKU_77. Pomoci tvrzeni z tlohy CKU_76 dokaztauvi4.

CKU_78. Jsou danytverce OABC a OKLM. Dokazte, Ze usky AK a CM jsou shodné
a navzgjem kolmé. (VyuzZijte @ni jako @i feSeni ulohy 53, podobrieste
i lohy CKU_79 a CKU_80.)

CKU_79. Dokazte van Schootenowtw Pro libovolny bod X, ktery lezi na kruznici opsané
rovnostrannému trojuhelniku ABfe, jedna z jeho vzdalenosti od vrahol
trojuhelnika rovna s¢tu zbyvajicich dvau

CKU_80. Dokazte &tu: Je-li ABC rovnostranny trojuhelnik a X bod, ktegyilv polorovia
opéné k polorovid ABC, pak| AX|+|BX|=| CX. Kdy plati rovnost?

3.3.2 Steinerova Uloha

V tomto odstavci vychazime #anku [15]. Budeme uZivatékteré pojmy z teorie graf
terminologii si vSak (v souladu s [15]) pikud upravime:

Nech’ je v rovirg danou bodi, které budeme nazyvarly. Uzlovy graf, nebo strangji jen

graf je soustava u#t] z nichZ gkteré jsou spojenyarami. Tyto¢ary nazyvamérany grafu.
Terminemsit’ rozumime takovy soubor Ussk, ve kterém jsou libovolné dva uzly spojeny
lomenoucarou z &échto Uséek. Ritom kazda uskka sit nalezi lomenéare spojujici gkteré

dva uzly. Konce usek sit, které nejsou uzly, budeme nazyvatlice. Uzly zna&ime (jako
body v rovirg) velkymi pismeny latinské abecedy a zakeslujenjake \&tSi te&ky, zatimco
vidlice budeme znidt malymi pismenyiecké abecedy a v obrazcich je ponechavame jako
konce Uséek bez zvyrazéni. Délka sit€ je sowet délek vSech ugek sit.

Na obr. 144 a obr. 145 vidimeiklady grafi, které jsou sé&

Obr. 145

-83-



Obrazky 146 a 147ipdstavuji grafy, které nejsousiGraf na obr. 146 nenit'siprotozecara
C/ neni Uséka. Graf na obr. 147 neni‘sprotoZe neni souvisly, to znamen4, Ze séikiagl

z uzlu K nedostaneme do uzlD po uUsékach. Navic usika By nendlezi lomenéare
spojujici uzly.

K D
o M \(‘y
4]
I N
Obr. 146 Obr. 147

Steinerova uloha spiva v ukolu nalézt pro danou mnozinuwz, A, ..., A sit minimalni
délky. Prou =2 je siti minimalni délky us&a s krajnimi bodyA a A,. Prou=3 jsme celé

feSeni uvedli v Uloze 56. Zkusime nyni Steinerovohul vyreSit pro u=4. Nejprve za
piedpokladu, Ze se dané uzly nachézi ve vrcholecéloiba.

Uloha 57. Vyieste Steinerovu tlohu, jsou-li dané uzly ve vrcbiolebdéinikaABCD,
|AB|=5cm a|BC|=12cm(obr. 148).

Redeni (s komentdam) NezkuSenéhaesitele obvykle napadne, Ze jeSenim dvojice
Uhlopicek AC aBD s vidlici a ve stedu obdélnika (obr. 149). Takovd sieni nejkratsi. Jeji

délka je
s =2, AB’ +| B4® = 26¢cm.

zatimco délka sits, na obr. 150 je jer22 cm. Ani ta neni nejkratSi. Lomenaiaru BCD Ize
totiz nahradit soustavou Uk Ba, Ca a Da, kde a je Fermaiv bod trojuhelnikeBCD
(obr. 151). Vypotem se peswdéime, Ze

[Ba| +|Cal +| Da|<|BG +| CD.

4 D A4 D A4 D

v - T ==~ - 1

T

12 I

B C B C B C
Obr. 148 Obr. 149 Obr. 150

Pt oznaeni podle obr. 152 je

[Ba| +|Cal +| Da|=|BK| = (| BG +| CQ)’ +| kG, (19)
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kde délka Uskky CQ rovna vysce rovnostranného trojlheln®BK, tedy|CQ| 22\/5 cm,

a |[KQ :gcm. Po dosazeni do (19) vyfteme
s, =|BK|+| AB=16,20cm+ 5cn  21,20cr

Obr. 151 Obr. 152

Ani tato st z obr. 151 neni minimalni, protoZe jiademe zkrétit, kdyZ lomenodéru
nahradime Gs&ami AB, BS a Cp, kde [ je Fermaiv bod trojuhelnika ABa (viz
obr. 153 a 154).

A D A4 D

[ _ o 108,0 /
Lf;/// B 132,0 °<

B C B C
Obr. 153 Obk41

Po této Upra¥ neni vidlicea Fermatovym bodem v trojuhelnik@CD, |ze tedy provést dalSi
zkraceni, kdyz ji nahradime vidligr, jeZz timto Fermatovym bodem je. Tak bychom mohli
stale pokr&ovat, avSak nejkratSitsiouto cestou nikdy zcelagsré nesestrojime.

Zkusime tedy postupuvat jinak: Dosavadni Gvahy a&azf) Ze minimalni sTméa d\& vidlice ?
ozn&ime jea a B v souladu s obr. 155, némZ je gedpokladana minimalnitsvyznaiena

silné. Fitom a je Fermatovym bodem v trojuhelnikAdBg, zatimco S je Fermatovym
bodem v trojuhelnikCDa.

A D
B C
Obr. 155

Pro délku této sdtplati:
s=| Aal+| Ba| +|apl +| CBl +| DB =(| Av|+| Bl +|apl) +(| Bl +| BBl +|apl) ~|ass =
=|Kal+|LA ~|apl =|KL| = (12+ 5/3) cm= 20,66cm.

8 Tento fakt pesrji zdavodiuje nize uveden&ita 17.
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Sit na obr. 155 ma U&ku af rovnolEZnou s pimkou M
BC. MaZe vSak existovat sstejného typu, ktera ma ke '
ap rovnok®znou s pimkou AB a délkus,. Sit z obr. 155
je tedy minimalni jen tehdy, kdyz pla§ < s,, resp. kdyz
sit s isekou af rovnobsZnous primkou AB neexistuje’
Je-li s > s,, manejmensdélkusit’ Il sus&kou af rovno-
béZnou s pimkou AB.

Konstrukce sit Il je znazorgna na obr. 156. Vidime, Z
sit’ Il neexistuje, protoze se kruznice opsané rovaastym s

trojiihelnikim ADM a BCN protinaji. (Fermdtv bod a5, a|
trojuhelnika ADS nemize leZet va tohoto trojuhelnika. )

Zawer. Nejkrats je 57z obr. 155 délkys = (12+ 5/3) cm

Pozornyéten& si zajisté ugdomil, Ze nasSéeSeni ma jisté

nedostatky. Vychézeli jsmeiipS z ndzoru. Dostate¢

jsme nezdvodnili, Ze minimalni g7 existuje a Ze je prév |
uvedeného typu. Zformulujeme nyni z&kladni vladinc N
kazdéminimalnisit anazawr sestavime algoritmickgo- Obr. 156
stupteSeni Steinerovy Ulohytszadanymi uzly.

Véta 17.Kazda minimalni $ima tyto vlastnosti:

1. Z kazdého uzlu vychazi jedna,&webo i Useky.

2. Jestlize z uzlu vychazi dviseky, je thel mezi nimi §3i nebo roveri20.

3. Jestlize z uzlu vychazitiseky, je thel mezi kazdymi dwna z nich roveri 2@ .

4. Z kazdé vidlice vychazi préwti Usetky a kazdé d¥ z nich sviraji Ghel20.

5. NejkratSi sf neobsahuje cykly (to znamena uzawe lomenéary tvaené Uuse-
kami si).

viw s

je prevzat z¢lanku [15].

Dukazvéty 17 je jednoduchy. Kdybyskteré dw useky si€ vychazely z téhoz bodu (uzlu
nebo vidlice) a sviraly thel mensi n#2(, dala by se celkova délka &itkratit postupem
podle obr. 157. Bsledkem tohoto faktu jsou tvrzeni 1 az 4.

Pokud s obsahuje cyklus, Ize zkratit celkovou délkue sidlebranim uséy (obr. 158).00

°® Rovnosts, = s, neuvazujeme. Tai#e nastat jen prétverec. Peswdite se o tom vieSenim Glohy CKU_81.
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C C : C
—_— ' B —
4 o
A B A B A B

Obr. 157

=

Obr. 158

Souvisly graf, ktery neobsahuje cykly, se nazgtrdm. Z patého tvrzenidty 17 plyne, Ze
kazda minimalni sit’ je strom. Z toho plyne, Ze g®tn vSech uzi a vidlic minimalni sit je
vzdy o 1 ¥tSi nez poeth vSech jejich usek:

n-1=h (20)

(Nejjednodussi sije Us€ka, ktera spojuje dva uzly, tedy=2 a h=1. S gidanim kazdé
dalSi useky musime pidat bul’ uzel nebo vidlici, rozdih - h tedy Zistava roven jedné.

Rovnost (20) vyuZijeme k odvozeni vzigbro pdet vidlic. Budeme uzivat toto ozéavani:

u ... paetvsech u# sit,
u, ... p@et viech uil, ze kterych vychazi préyedna Usé&ka,

u, ... pa&et vSech ufl, ze kterych vychazi préwveé useky,
U, ... pa&et vSech ufl, ze kterych vychazi préwii aseky,
vV ... pa&et vSech vidlic s&

Vztah (20) Ize psat ve tvarb=u+ v-1. Navic vime, Ze z kazdé vidlice vychazi préaki

u . 3v+u
, heboliu+v-1=

Useky a z kazdého uzlu aspgedna useka. Plati tedyh > v
Odtud po upra¥ dostaneme jednoduchy vztah pro odhattywidlic minimalni sig:

v<u-2. (21)
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Vztah (21) umo#uje horni odhad piu vidlic. ProteSeni konkrétnich typsiti odvodime
vztah (22) pro fesné uteni p@tu vidlic. Vzhledem k tomu, Ze = u, + u, + u, dostavame

u, +2u, + 3u,+ 3v
2

u+u,+u+v-1= h=

a odtud po Uprav
v=u - u-2. (22)

Poznatky vyuZijeme ke stanoveni algoritmického postr‘eSeni obecné Steinerovy ulohy.
Vychazime z pedpokladu, Ze hledana minimalnf sxistuje, coZz neni korektni. Navic se
zanmerné vyhneme nefljiemnym situacim, které by mohly nastat. Nickhéyto nedostatky
nebrani nalezeni minimalni &jpro rekteré nepilis slozité situace.

Postup obecnéhdreSeni Steinerovy tlohy
1. Nejprve zjistime, které uzly jsouimo spojeny us&kami a pomoci (21) odhadneme
pocet vidlic.
2. Nakreslime schémata siti, kteréichazeji v vahu. Musi jich byt kotey pciet,
protoze vidlic je nejvySei—2 (u je patet uzh).
3. Déle vySetujeme jednotlivé typy gréf postupnym zjednoduSovanim. DodrZujeme
tyto algoritmy:

a) Jsou-li rkkteré dva uzly imo spojeny, ziskame odstegim pislusné useky dveé
sit z menSim p&tem uzti. Tim dlohu pevedeme na \fgSeni dvou jednodusSich

uloh.

b) Po disledném provedeni kroku a Vi g
ieSime jiz jen takové sitz nichz
z kazdého uzlu s#éiuji Useky %

pouze do vidlic. Protoze je pet A4 _/\ A.
B —>

uzhi podle vztahu (21) &Si nez
pocet vidlic, vedou aspop ze
dvou uzh useky do téze vidlice
a (obr. 159). Oznane tyto uzly
A, B. Je ¥ejmé, Zea je Ferma-
tav bod v rgjakém trojuhelniku
ABS (pritom je jedno, zdgs je Obr. 159
vidlicenebouzel).Sestrojimeov-

nostranny trojuhelnik\BQ vn¢ pripsany trojuhelnikuABS. Jiz vime, Ze vidlice

a lezi na Uséce BO, a zarové |Aa|+|Bal+|aB =|8Q|. Mizeme tedy Usiy
Aa, Ba a af nahradit jedinou uskou [O,. Po této operaci jsou uzlk, B

nahrazeny jedinym uzler®,. Patet uzhi i pocet vidlic je zmen3Sen o 1. Tento

postup opakujeme tak dlouho, aZgtauzfi a vidlic nelze dale snizovat. Obdrzime
Uséku se d¥ma koncovymi body, jejiz délka je délkou minimasig. Zpétnou
konstrukci nalezneme polohu vSech vidlic.

O, o,
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Uloha 58. Vyreste Steinerovu Glohu pro vrcholy obecného konvexdyithelnikaABCD,
jehoz vnitni ahly maji velikost mensi ne20@ .

Reseni Vzhledem k omezeni velikosti vhitich Ghfi vychazi v minimalni siti z kazdého uzlu
prav jedna Uséka. Je tedyu, =4 au, =u, =0. Podle (22) je p&et vidlic v=4-2= 2.

V Gvahu pipadaji dvé sitt téhoz typu, kazda se é&wa vidlicemi. Na obr. 160 je t5il
narysovand programu Cab ri ll+. Konstrukce jeeima, délka sé s =|KL =12,78crr je
zaokrouhlena a byla ztfena programem. Na old61 vidime gill, s, =13,43cm

Zawr. Minimalni délkus =12, 78 crma st na obr. 157.

5,=1343 cm

M

Obr. 160 Ob611

Poznamka. Fi hledani minimalni sépro uzly ve vrcholeckityfuhelnika z ulohy 58 vySet-
fujeme v obecné situaci éh\sit téhoz typu. Minimalni je ta z nich, kterA ma kratélku.

Obr. 162
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Uloha 59. Vyieste Steinerovu Glohu pro vrchobtyithelnika ABCD zadaného takto:
|AB|=5,00cm |BC|=8,00cm |CD|=6,00cm |DA =2,00cma|AC|=6,50cm.

Reseni Podle vztahu (21) ma minimalnit siejvyse c
dwv¢ vidlice. Na obr. 163 je danstyiuhelnik zobrazen. .
Uhel BAD je wt3i nez12@. Na rozdil od fedchozi [4C =6,50
tlohy je nutno ddeSeni z#adit i situace, kdy mati

1 vidlici. Uvazujme tedy nejprve, ze z uzAuvedou

dv¢ useky: Jedna do sousedniho ubua druha do 6,00 800
vidlice a, kterd je rejm¢ Fermatovym bodem

trojuhelnikuACD.

C 95.4°
153,9°

200 = .
A 5,00 B

Obg3l

Konstrukci i délku si predstavuje obr. 164.
Na obr. 165 je sestrojena’ d€hoz typu, tentokrat

B useka z uzluA smefuje do uzluD. Vidime, Ze si
je delSi a navic nesplje vlastnosti minimalni <it
neba dw Gseky sviraji thel mensi nei20.

Obr. 164
C
8§y = 13,04 cm
D
4 B B
Obr. 165 Oh66

Ze siti se déma vidlicemi je realizovatelna jen ta, kterou zrémge obr. 166. Ta jéeSenim
nasi ulohy. Ma délkd1,72cm
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V dalSi tloze jsou uzly ve vrcholecltyiuhelnika, ktery se @ili§ neliSi od predchoziho.

Vysledkem je vSak & jiného typu.

Uloha 60. Vyteste Steinerovu Glohu pro vrcholyyiu-
helnikaABCD: |AB|=4,00cm. |BC|=7,00cm

|CD|=6,00cm |DA/=2,00cm a|AC|=6,00cm.

Re3eni provadime stefhjako v tloze 59.

Sit s jednou vidlici jsou sestrojeny na obr. 168 a.l
Sitt se d¥¢ma vidlicemi neexistuji. Na obr. 170 vidim
konstrukci jedné z nich. Vidlicex ze nachazi wtoho
oblouku AD, ktery by ngla protinat. Konstrukce
nazn&uje, ze smyslupinéeSeni nastane, kdyz bad,
spojime pimo s uzlemA. Takto opravena konstrukce pc
vede Kk siti na obr. 168.

Zavér. Minimalni st’ je na obr. 169 a mé délku 11,65 cm.

Obr. 168

Obr. 170
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5, =11,65cm

136,8°

A

O a

Obr. 169



Uloha 61. ObdéInikACDF ma |AC| = 6cma |CD|=3cm. BodB je sted stranyAC a bod E
je sted stranyDF. VyieSte Steinerovu ulohu pro mnoiinuf’ugA B,C, D E, F} .

Redeni Ze (21) je podet moznych vidlicv< 6- 2= 4. Preswédéte se, Zze minimalni $is jed-
nou vidlici neni mozna.

Pro v=2 piich&zi v Gvahu pouzetsha obr. 171 (s ni shodnou’ & vidlicemi uvnit ¢tverce
BCDE nepovaZujeme za jin@Seni). Podminky minimalni &isphuje, protoZze uhlySED
a BBC maji velikost12(. Jeji (zaokrouhlend) délka g =14,20cm

Sit se temi vidlicemi je také (aZ na symetrickou z#im) jedina. Je znazaofna na obr. 172.
Podminky minimalni sétsphuje, |J8B){ =135, s, =13,99cm

Teprve posledni moZnost vede k minimalni siti, &ievidime na obr. 173, méyti vidlice
ajeji delka jes, =13,88cm Postup konstrukce 8ife Zejmy z obr. 174 a fizeme si jej po
krocich zobrazit v souboru KU_61.fig.

Sl = 1420 cm 53 =13,68 cm
F E D F
o
B
A B C A

Obr. 171 Obr. 172 Obr. 173

]
Konstrukce

D 1 Trojuhelnik AFO, s opsanou kruZnici.
D 2 Trojuhelnik EQ,0; s opsanou kruZnici.
D 3 Trojuhelnik CDO; s opsanou kruznici.
D4 Trojuhelnik BO,;0, s opsanou kruZnici.
D5 Usecka 0,0, , vidlice £, .

D 6 Usecky O, a Osy.

[ ]7sit

Oy

Obr. 174
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Vytvoreni jednodusSich minimalnich sitiibeme nazor demonstrovat pomoci mydlovych
blan, kdyz si vyrobime vhodné Plateauoviizky. Potebujeme k tomu bezbarvé plexisklo
(stati tlou¥’ka 2 mm), midény izolovany drat tlou¥ky kolem 1 mm, Stipaci klest naz,
dievénou podlozku, tuzku, pravitko, kruzitko, Wka s vrt&kem o takovém mimeéru, aby se
dal odizolovany drat do dirkgdre zasunout, a vhodny nastroj rezani plexiskla (postda
mi obycejna réni pilka s jemnymi zoubky).

Zakoupené plexisklo ma povrch polepeny papirem,segbgepoSkrabalo. Rysovani tuzkou na
n¢j netini problémy. Proto papiripd vyrobou nesundavame. Z plexisklatizgeme d¢
shodné destky, rozmeru nag. 4x5cm, a narysujeme si na jednu z nich soustavu,Uzhiz
hleddme minimalni 8i Potom desky flozime k sobs, aby se kryly, a provrtame dirky v
mistech uzl. Okraje destiek miZzeme zabrousit smirkovym papirem nebo pilnikemoiot
z destéek sundame kryci papir a omyjeme je ve vlazn&vod

Z dréatu si nasthame stejé dlouhé kousky a z kazdé stranyriademe izolaci stejné délky.
Konkrétre jsem nagthal kousky délky 35 mm a z kazdé stranytinld10 mm izolace.
Prostednic¢ast dratu rdla navli€enou izolaci délky 15 mm, viz obr. 175. Izolaciexhivame
tak, aby stazen&st tvdila neporusenou trutlku. Minimalni p&et takovych stejnych kousk
dratu je roven p&iu uzh. Potom dratky nastrkame do direk v dédgich a na Wnivajici
neizolované konce navlékneme stazené kousky izgkcge vickt na obrazcich 176 a 177.

Hotovou poniicku pondime do dostats¢ velké nadoby s vodou, do niz jsmigdali trochu
Tepu, resp. Jaru nebo jiného vhodného saponatwyRdeni se povrchova blana kapaliny
stahuje tak, aby jeji provrch byl co nejmensi. &Zetjsou destky rovnolEzné, vytvdi blana
mezi deskami prouzek konstantnitkyi Povrch prouzku je minimalni, pravkdyz je
minimalni délka prouzku. Ta je rovna délce sit
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Na obr. 176 vytviila blana saponatového roztoku model minimalri gid uzly ve vrcholech
trojuhelnika (jinymi slovy je to demonstrace Feravat bodu). Obrazek 177tqustavuje

minimalni s pro uzly ve vrcholechityfthelnika, ktery ma jeden viiti Ghel \&tsi nez120.

Obr. 176

Obr. 177a
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Neni to krdsné, kdyZipoda takto _
vyieSi extremalni Ulohu za nas?
Bohuzel jsou naSe modely vhodné
jen k demonstraci vygtenych
vysledki. Maji fadu nedostatk
Uvedemeit zakladni:

1. Saponatova bldna nipe
vzdy spravd k dragnym
ptickam. Pro model k Gloze
57 mizeme nafiklad po
vytazeni niizky z kapaliny
vidét dwvé blany napnué podél
stranAB a CD.

2. Vyrobena niizka je jen ne-
presny model idedlni geomet-
rickékonfiguraceNepresnosti Obr. 77
mohou negativnovlivnit vy-
sledek.

3. Ani saponéatova bldna se nechové idealiky drobnym nehomogenitdm se nemusi
stahovat ve vSech svych mistech stejfio se vyrazé projevi zejména v takovych
situacich, kdy se k minimu bliZi &ib¢kolika riznych typi a délky &chto siti se od
minima [ilis neliSi. KdyZ jsem si vyrobil mizku k Uloze 61, vytvi&la blana f
opakovani pokusu postupmodely vSechit siti z obr. 171 az 173.

Cviéeni
CKU_81 Vyeste Steinerovu ulohu pro vrchaiywerceABCD.

CKU_82 VyeSte Steinerovu tlohu pro vrcholy pravidelnébgmelnikaABCDE
CKU_83 Vyeste Steinerovu ulohu pro vrcholy pravidelnéhdhelnika pron = 6.

CKU_84 Vyeste Steinerovu tlohu pro vrcholy kes@recABCD, v emz |JABQ =140 .

CKU_85 Ve Steineravuloze pro vrcholy pravouhelnilksBCD je minimalni ta z moznych
dvou siti, ktera ma dke af rovnolEZnou s delSi stranou. @Isit maji stejnou

délku, prévkdyz |AB =|Bd. Obs tvrzeni dokazte.

CKU_86 ObdéInikABCD ma |AB| =6cma |BC| = 2cm. StranuAB rozdsluji body E, F na

i shodné dsika a stranuCD rozcluji body G, H rovreZ na ti shodné Uskky.
Vyeste Steinerovu tlohu pro mnozinuiwgA, B,C, D, E, F,G, H .

CKU_87 Vyeste Steinerovu ulohu pro uzly B, C, D jsou-liA, BaC vrcholy rovhoramen-
ného trojuhelnika se zakladaddia bodD leZi uvnit t¢ZniceCS

CKU_88 Vyeste Steinerovu Ulohu pro uzdy B, C, D, E, F, GjestlizeABCDEFje pravi-
delny SestiuhelnikGjeho sted.
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CKU_89 Licholkznik se sklad& zefit rovnostrannych trojuhelnik VytreSte Steinerovu
Glohu pro uzly ve vrcholecthto trojuhelnik.

CKU_90 Experimentakhoweite tlohu pro vrcholy trojuhelnikadverce. Vyrobte si k tomu
vhodné Plateauovyiiky.

3.4 MySlenkové experimenty

Na konci gedchoziho odstavce jsme experimeritainero-
vali teoretické vysledky. Vigli jsme, Ze pi realizaci experi-
menti mohou nastat potize. Co kdybychom zkusili pr@va
experimenty pouze v mysli? Mime se k Fermata@vuloze
nalézt bod, ktery ma od vrcholtrojuhelnika minimalni
souwet vzdalenosti a fpdstavme si, Ze jsme trojuhelni
narysovali na s a do jeho vrchdi zatloukli rebicky. Déle
napneme kolem nich tenkou guikii (gumové vlakno vSude
stejného pifezu a vsSude stejnych fyzikalnich vlastnost
Stahneme ji do jednoho mista podle obr. 178 maimk
krouzkem tak, aby vlidkno mohlo veélrklouzat po povrchu
krouzku. Gumika se ve vSech svych mistech stahi h
stejnymi silami a m& nulové&eni v mistech styku s krouz-

kem i tam, kde se styk& sdbicky.

V rabshu staho hovani guriky se bude krouzek pohybovat. Obr. 178&°
Proces se zastavi v rovnovazné poloze. @Gkanibude
stazena na minimalni délku a poloha krouzku sdiustind
M. Vyslednice i stejré velikych sil, kterymi gumika pita-
huje krouZek ke iebickim, je za rovnovéazné polohy nulovi
To znamena, Ze séet kazdych dvou sil (z uvazovanyat) t
je stejré velky jako silaiteti, avSak sir ma opény. Tedy
kazdé dva vektorysthto sil sviraji thell2@ , jak vidime na

obr. 179) kde modracara Fedstavuje napjaté gumov
vlakno. Odtud plyne, Ze z bodM jsou vidt strany troj-

thelnikaABC pod thly12(. Bod M je tedy Fermdiv bod

a k této situaci dochazi, kdyz jsou uhly trojuhkénimensi
nez120@. Pokud je gktery z vnitnich Ghfi trojihelnikaABC

vétsi nez120, stahne se gurtka tak, abykrouzekbyl ve

vrcholupii tomtouhlu,neba’ pii oznaenipodleobr.180 jesila Obr. 179
F, vetsi, nezopainym snérem pisobici vyslednicé, sil F,

aF,. Vyslednice vSechitsil zpisobuje tlak naiebicek v mi-

st B. (Je-li B=120, je tato vyslednice v kogaém gisobisti

B nulova.)

19 prevzato z [11].
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Gumitka (nebo pruzné vlakno) s nulovyniemim

muze existovat pouze Vv naSich repstavach.

Provedeni experimentu v praxi tedy neve :
k otekdvanému vysledku. V nasSi mysli vS&e F,
experiment probihd za idealnich podminek, jak js
popsali. Jiny vysledek né&poustime, protoze by
znamenal poni platnych fyzikalnich zakdn

Ke stejnym z&rum dojdeme i Gvahami, jeZz vychazi Obr. 180
z principu minimalni energie, viz [16] nebo [17].

N

MySlenkové experimenty fpdstavuji dinnou metodu objevovani novych poznatk
v prirodnich ¥dach. Ve starasku je vyuzival Archimédés, v novéku nagiklad Einstein,
setkdme se s nimi v modernickebnicich fyziky i jinde.

Na zavr se na #kolika prikladech seznamime s Archimédovou "mechanickou doetd
Archimédés vychazel z pojmwzist télesa, coz bylo {sobist tihove sily &élesa. V

souvislosti s tim vyuZival tyto axiomy (tvrzeni,jighz pravdivost pijal na zéklad
dlouholetych zkuSenosti).

o B
|. Kazda hmotna soustava ma p#gedno ezise. A T
e i
IIl. (Z&kon paky)Teézidt dvojice hmotnych badA, @ T @

B o hmotnostecim, m, je takovy bod T Usky AB,
pro ktery platim [JAT|= m I BT (obr. 181). Obr. 181

v

lll. (Princip redukce)leziSe hmotné soustavy se nexriy zanénime-li libovolnou jejicast
(tzv. podstoustavu) jednim hmotnym bodem splyragdfziS¥m této podsoustavy a majicim
celou jeji hmotnost.

IV. Tezisé Useky je v jejim sedu.

Podstatu Archimédovy mechanické metody ukazemeeeh frikladech. Uséky, body a jiné
geometrické utvary nahradime jejich modely, i kgya striénost uzivame terminy 8,
bod apod. Modely ugek maji nenulovou tlow&u a hmotnost, modely rovinnych Gtugsou
planparalelni destky s velmi malou (avSak nenulovou) tldkéu a vSude stejnou hustotou.
Po roZezani Utvaru na Usky miZeme Usé&ky premistit a opt z nich slozit fvodni Gtvar.
Podobné operace provadime s jejich rovinnyezy, jez si pedstavujeme jako velmi tenké
homogenni destky. Z hlediska matematiky je to niggny postup. Préwkvili témto problé-
mum Archimédes pravgpodobrg vahal se zv@jnénim mechanické metody. Nakonec ji
uvedl v dopise svémuripeli Eratostenovi, vSestrannému alexandijskérfenai a knihovni-
kovi. Text dopisu byl nalezen az naatku 20. stoleti, kdyz se zjistilo Ze jeden stanyéx je
palimsest (dokument vyrobeny z popsaného perganvemimz se fivodni text seSkrabanim
odstranil a nahradil textem jinym). SeSkrabanyt te¢ zviditelrén a rozlustn. Mimo jiné
obsahoval Archimédovo poselstvi Eratostenovi.
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1. Tézisté trojuhelnika. Predstavme si trojuhelnikBC jako mnoZinu useek rovnolkéZznych
se stranolAB, obr. 182 (a). Kazdou U8eau Ize nahradit hmotnym bodem ungisim v jejim

Mt

v

VM

)

4 C, B A 4m  C=T, B m
2in
(a) (b) (c)

Obr. 182

Analogicky dokazeme, z&€4iS€ lezi na Uséce A A kde A je sted stranyBC - obr. 182 (b)
- resp. ze&ziSt lezi na Usé&ce B, B, kde B, je sted stranyCA. Protoze trojuhelnik méa prév
jedno &ziSt, protinaji se us&y A /A B, Ba C Cv jediném bod T.

Déale ukdzeme, Ze soustawa hmotnych bod A, B, a C, které maji stejnou hmotnost
a nachazeji se ve vrcholech trojuhelnika, 88&€ ve stejném batljako pivodni trojuhelnik
- obr. 182 (c). €zis této soustavy i¥eme nalézt tak, Ze hmotné body, () a B, M)

Vi W

soustavy vSechitbodi A, B, C lezi na Us&e C,C, neba’ podle principu redukce jeézistm
bodi (T,,2m) a (C,m). Cyklickou zan¢nou bod: A, B, C v posledni Gvaze zjistime, Ze bod T
lezi také na usgach A A a B,B, tedy v &zisti trojuhelnikaABC. Navic pomoci pravidla
paky pro body(C,,2m) a (C,m) dostavame2mC, T| = nifiCT, neboli 2|CT| =|CT].

Zavér: Nectt ABCje trojuhelnik a A, B, C, jsou porad stredy stranBC, CA, AB. Usetky

trojuhelnika, picemz plati|AT|:|TA| =| BT:| TB|=| CT:| T¢=2:1.
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2. Kvadratura paraboly.

Archimédes mechanickou metc
dou zjistil a exhaustivni metodo
dokéazal wtu: 4

Kazda usé sevena parabolou p
a jeji tetivou AB ma obsah rovny
4/3 obsahu trojuhelnika ABC
kde C je bod dotyku parabol
S jeji te'nou rovnoldZznou s pim-

kou AB (obr. 183). Obr. 183

Jeho odvozeni posledniéty je pongrné narané. Ukazeme proto hlavni mySlenku na
jednodussi tloze. Mechanickou metodou naleznemahatisrazc€AB pod grafem paraboly

y=x (obr. 184).

osay osay
V=2 :
B B
E
) a?
D f
=42
y=x ¥
0] osax C 9] o=a ¥
C A 7 X 4d=[a0] ) ¢ A a3 F 4

Obr. 184 Obr. 185

K obrazciOAB, ktery nazveméJ pridejme trojuhelnikABO a ozname jejV. RovnoléZzka
s osow v libovolném bod X =[x, O] useky OA vytne na Utvarw Use&ku DX délky y = X

a na trojuhelniky useku EX; jejiz délku uéime z podobnosti trojuhelnikOXE a OAB:

H—M, neboli@=Z OdtudEX| = ax

A |oA g a

Déle povaZzujme osM za paku poddenou v bod O, ktery je jejim &ziS&€m. Na této pace
ponechme pouze (hmotné) dlsg EX aDX , pficemz Uséku DX posuneme do takové polohy
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CH, aby byla s us&ou EX (ponechanou na svém ngsvyvazena. Protoze délky usd
jsou Un&rné jejich hmotnostem, ma zakon paky tv&fl0d = ax(» (obr. 184).

Odtud |OC| =a Vidime, Ze poloha bodG nezavisi na volbboduX, a tak se rovnhovaha na

pace neporusi, kdyz vSechny &lsg DX premistime do bod€. Tam je slozime v utvad,
ktery v bo@& C zawsimepodle obr. 185. (TrojuhelnikOAB zistane na mist) Hmotnosti

desek - obraZcjsou ungrné jejich obsalm, |OF| :ga a Sugc :% a. Vztahy dosadime do
podminky rovnovahyS, (I0Q = $,. [ OF pro situaci na obr. 185. Z nidgime S, :% a.

Spravnost vysledku Ize &fit integralnim pstem: S, :j X dx:% a.
0

Shrnuti. Necl’ je dan atvarU, jehoZz obsalS neumime nalézt standartnim postupem.
Podstatou hledani obsaBArchimédovou mechanickou metodou je umistit Utvara totéz
rameno paky (reprezentované &ismi podepenou v bod O) spolu s vhodé zvolenym
atvaremV znamého obsahilg, tak, aby bylo mozné po rtezat oba Utvary na Gde/

(presreji velmi tenké prouzky ohraténé navzgjem rovnébnymi grimkami a hranici Gtvaru)
kolmé k ramenu paky, U8ey atvaruU premistit na druhé rameno paky do miStéak, aby
se vyvazovaly s odpovidajicimi @&ami UtvaruV a gitom meély vSechny stejnou vzdalenost
c od osy otéeni. Pak si Ize Utvadd predstavit za¥Seny na pace v méc€ a jeho obsal urcit

z podminky rovnovahy:
sfiod= g OF,

kde F je kolmy pfimét t€ZiSte utvaruV na rameno paky.

V. WY

Poznamenejme, Ze podstatnou a&isjtcasti postupu je nalezeni vhodného Gtvdra jeho
polohy tak, aby se jeho Gdg po gremiséni vyvazovaly s fisluSnymi Us&kami UtvaruU.

Vypocet objemu koule

Archimédes ufil jako prvni objem koule. UkdZzeme, jak odvozenimpei mechanické
metody popsal Eratostenovi.

Kouli o polon®ru r s valcem a kuzelem, které maji vy3ka polongr podstavy 2, umistime
do sebe podle obr. 186 (obrazekegstavuje osovyez tlesy). Jejich spolma osaOJ
predstavuje paku, ktera je podepa v bod O. T¢lesa roteZzeme na tenké platky (,kruhy®)
rovinami kolmymi na os®J.

Na ose zvolime boX ve vzdalenostk od O. Ta ze soustavy rovin, ktera jim prochazi, vytina
na €lesech kruhy s poloény |FX| = X (neba’ trojuhelnikOXF je rovnoramenny, widomte

si, ze AOJD je ctverec), |[GX|=,/X2r-x) (jak plyne z Euklidovy sty o vy3ce pro
trojuhelnikOJG) a |HX| = 2r. Ptame se, do jaké vzdalenosti od b@je nutno posunout na
opané rameno paky dva mensiéghito kruhi, aby byly v rovnovaze z kruhem n&$im.
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Ozname KK ' aLL ' polohy kruli FF' aGG ' po peemistni, bodE je jejich spolény sted.
Hmotnosti vSechit kruhi jsou ungrné jejich obsalim. Podminka rovnovahy ma tedy tvar

(¢ + mx(2r - X)) JOH = ( (21 ) (OX.

A H D
.L G 2r 2y
K /
P . @]
£ Oy | X 7 4
i
K F
L' el irs
H 2
B 2r ¢

Po dosazenOX| = x a ksznych Gpravach dfme |OE| = 2r. VzdalenosOE tedy nezavisi na

poloze boduX. VSechny platky, na & jsou koule i kuzel radezany soustavou rovin,
piremistime a slozime z nichd&pkuzel i kouli jeko ¢élesa za¥Sena na paku v bede, aniz by
se poruSila rovnovaha (obr. 187). Hmotnostes jsou umdrné jejich objerim. Proto ma

podminka rovnovahy na pace peemistni tsles tvar (V +V,)[JOF = \([JOT, kde Vje
objem koule,V, =%E?z(2r)2 [2r objem kuZzeleV, = 7(2r)’ [(2r objem vélce dOT|=r vzda-
lenost jehodZiste od boduO. Uréime tedy
v=Lmm-temi=2m?
2r 3 3

nebo, jak byfekl Archimédes, objem koule je rovenédva tetinam objemu kouli opsaného
valce.

Cviceni
CKU_91 Promyslete, jak provléct gutku na obr. 178 krouzkem, aby izzeni (za
fedpokladu nulovéhdeéni) fungovalo vySe popsanymigobem.

CKU_92 Popsali jsme, jak Archimédés odvodil utasti €ZiSte trojuhelnika. Analogickymi
Gvahami oddte vlastnostidzist ctyistenu: JestlizeTl,, T,, T. a T, jsou poradt
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d&Zist sktn BCD, CDA DABa ABC c¢tyistnu ABCD, pak se us&ky
AT,, BT, CT a DT, zvané &nicectyistenu, protinaji v jediném bedr a plati:
|AT]:|TT)=| BT:| TE|=| CT:| TdI=| DfF| Tef=3:1.

CKU_93 Uzitim stejné metody j&Stdokazte, Ze&BiSE Ctyisttnu je spolénym stedem
vSechiit stednich picek ctyistenu. (Stedni @Ficka ctyistenu je Uuseka s krajnimi
body ve igtdech jeho mimaiznych hran.)
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