GEOMETRICKA ZOBRAZENI
V ULOHACH

Pavel Leischner

Jihoceska univerzita v Ceskych Budéjovicich
Pedagogicka fakulta
2012






Obsah

8

9

Geometrie hmotnych bodu, homotetie
Afinni zobrazeni

Shodnosti v E,, stfedova soumeérnost
Osova soumeérnost

Afinni transformace, samodruzné objekty
Posunuti

Otoceni

Neékteré vlastnosti kruznice

Podobnost a stejnolehlost

10 Skladani zobrazeni

11 Vysledky a navody

11

21

31

41

43

55

61

63

65

67



Tato sbhirka tloh méla piivodné vyjit v tisténé podobé k procvicovani uciva
z publikace [6]. Sbirka nebyla z ¢asovych i financnich divodi dokoncena a
vydana. Pridal jsem ji do téchto stranek, protoze obsahuje velké mnozstvi
tuloh ze stfedoskolské planimetrie. Lze ji doporucit ke studiu navazujicimu na
text Metody reseni planimetrickych wiloh umistény na téchto stankach.

K procviceni tiloh o shodnych a podobnjch zobrazenich z elementarni geo-
metrie jsou vhodné kapitoly 3, 4 a 6 az 10. K rositeni a doplnéni potiebnych
poznatki doporucuji publikaci [6], na niz sbirka navazuje. Jako dopliikové
texty lze pouzit i [4], [3] a [5].

Pokud se chcete lépe seznamit i s analytickou geometrii, je vhodné zacit
textem v [6] na str. 17. Informace o publikaci [6]:

Leischner, P.: Geometricka zobrazeni, vydala JU v Ceskyjch Bud&jovicich,
Ceské Budéjovice 2010, ISBN 978-80-7394-243-4.

Lze ji zakoupit nebo objednat v prodejné skript, BraniSovska 31b, Ceské
Budéjovice, PSC 370 05, email: prodejna.skript@jcu.cz.



Kapitola 1

Geometrie hmotnych bodi,
homotetie

Resené tlohy

Uloha 1.1 Je ddn trojihelnik ABC' a vijraz 3mA — 2B + (4 —2m)C. Urcete
cislo m tak, aby tento vyraz predstavoval

a) bod,

b) vektor,

¢) hmotny bod (2m, D). KaZdou situaci dopliite obrazkem trojuhelnika ABC
a do nej zakreslete vysledny objekt.

Redeni. a)Pfedstavuje-li viraz bod X, je to hmotny bod s hmotnosti 1. Soucet
hmotnosti na pravé strané rovnice X = 3mA — 2B + (4 — 2m)C se rovna
souctu hmotnosti na jeji levé strané, odtud 3m — 24+ 4 — 2m = 1. Je tedy
m = —1a X = —3A — 2B + 6C. Tento vztah predstavuje zkraceny zapis
rovnice

OX = —304 — 208 + 60C,

v niz poloha bodu X urcena umisténim bodu A, B, C je nezavisla na volbé
pocatku O. Abychom snadnéji nakreslili obrazek, zvolime O = C'. Pak

CX = —3CA—20CB +6CC

a odtud
— — —
CX =-3CA - 2CB,

—
nebot C'C' = ¢. Pomoci této rovnice snadno znazornime bod X ( obr. 1.1).

b) Je-li vyraz vektor @ = 3mA — 2B+ (4 —2m)C, pak 3m —2+4 —2m = 0.
Odtud m = —2. Po dosazeni za m do prvni rovnice je it = —6A—2B+8C, coz
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6 KAPITOLA 1. GEOMETRIE HMOTNYCH BODU, HOMOTETIE

X

Obr. 1.1: Znazornéni bodu X = —34 — 2B + 6C.

pfepiseme do vektorové rovnice s volbou O = C' (¢len s nulovym vektorem
jiz nepiseme):

. — —_—

u=—6CA—-2CB.

Znazornéni vektoru @ vidime na ( obr. 1.2).

c) V souladu se zadanim polozime 2mD = 3mA — 2B + (4 — 2m)C a z
v
A C

—x\B

Obr. 1.2: 4= —6A —2B + 8C.

rovnosti celkovych hmotnosti na levé a pravé strané urcime m = 2. Plati
tedy 4D = 6A — 2B + 0 - C', neboli

p=3a-1p
2 2

Pfepsanim do vektorového tvaru a volbou O = A zjistime
— 1—
AD =—-AB
2
a zakreslime do obrazku ( obr. 1.3).

Uloha 1.2 V symbolické rovnici X = rA+ sB urcete r a s tak, aby |AX| =
= 3|BX]|.
Redeni. Pii volbé O = X ma vektorovy zapis dané rovnice tvar

—

— — — —
XX =rXA+sXB, neboli 0d=rXA+ sXB.



p — 4 C
\B

Obr. 1.3: 4D =6A — 2B

Rovnici ekvivalentné upravime na tvar

— s —
AX = —2BX,
T
z né€jz plyne
IAX]| = '_—S |BX].
T
Ze zadani vime, ze |AX| = 3|BX| a r+ s =1, a tak sta¢i vyfesit soustavu
=3 a v +s=1
r
Jsou mozné dvé situace:
(a) r a s maji stejnd znaménka, pak r =t as=3t,t = —1/4
1 3
X=-A+-B.
* !
(b) r a s maji opa¢nd znaménka, pak r = —t a s = 3t, t = 1/2
1 3
X=_-2A+°B.
* 27713

Poznamka. Abychom snadno znézornili polohu bodu X vzhledem k bodim A
a B, miizeme v obou poslednich rovnicich zvolit O = B a symbolické rovnice
prepsat do tvaru

— 1—
BX = ZBA pro situaci (a),

resp.

— 1—
BX = —§BA pro situaci (b) (obr. 1.4).
Ulohy
1. Urcete tézisté T soustavy {(2, A), (-3, B), (5,C)},

kde A =[-2,5/2], B = [0, —1], C' = [8, —4]. Nakreslete obrazek, v némz
zvolite A, B, C' jako vrcholy trojuhelnika a vyznacite konstrukei bodu
T.
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X B A B X

W

oo

(a) (b)

Obr. 1.4: Reseni piikladu 1.2.

Urcete tézisté T soustavy {(—1, A), (2, B), (—4,C)},
kde A =[2,3], B =[0,-5],C = [-2,2]. Nakreslete obrazek a vyznacte
v ném konstrukci bodu 7.

.V linearni kombinaci bodi (3 —m)A + (1 +m)B — mC' urcete m tak,

aby vyraz predstavoval
a) bod,
b) vektor,
¢) hmotny bod (7, D),
d) hmotny bod (4, F),
e) hmotny bod (4 — m,T)

.V symbolické rovnici X = rA + sB urcete r a s tak, aby platilo

a) 2|AX| = 3|BX],
b) [AX]| = 2|AB],
¢) 3|BX| = |AB| .

. Urcete, co pfedstavuje mnozina {tA + (1 — ¢t)B} kde A,B jsou dané

body a realny parametr ¢ spliuje podminku
a)t € R,

)t €(0,1),
c) t € (1,00)),
) t € (=00,0).

Urcete, které zobrazeni v prostoru A, je dano rovnicemi
/ /
r=x+3, y=y—>5

a napiste symbolické vyjadieni tohoto zobrazeni.

. Urcete, analytické vyjadieni posunuti o vektor @ = (7, —3, 1) v prostoru

As. K danému posunuti urcete téz rovnice inverzniho zobrazeni.

. Urcete symbolické vyjadieni stejnolehlosti Hg, se stfedem S a koefici-

entem h # 0.
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. V A3 je dano zobrazeni Z : 2’ = 3x — 8, y' = 3y, 2/ = 32+ 12. Ukazte,

7e Z je stejnolehlost a urdete jeji stfed a koeficient. Dokazte, ze Z7! je
stejnolehlost se stejnym stfedem a koeficientem 1/h. Urdete analytické
vyjadieni zobrazeni Z~!.

Stejnolehlost v A, s koeficientem h = —2 zobrazuje bod B = [—3, 1] na
bod B’ = [9, 4]. Urcete jeji analytické vyjadieni.

a) Dokazte, Ze zobrazeni dané rovnici X’ = 2X + 3A — 2B neni stejno-
lehlost.

b) Dokazte, ze zobrazeni dané rovnici X' = 7TA — 2B — 4X je stejno-
lehlost. Urcete jeji stfed a koeficient. Rozepiste pak do soufadnic pro

A=[-53]aB=10,3].

V symbolické rovnici X’ = (r +2)X + (s —3)A+ 2rB jsou A, B dané
body prostoru E,. Najdéte ¢isla r, s tak, aby rovnice byla

a) analytickym vyjadfenim posunuti (uréete téz @ pomoci A, B),

b) stejnolehlosti s koeficientem h = 3 (urcete téz S pomoci A, B),

c) stejnolehlosti se stfedem S ve stfedu tsecky AB (urcete také h a sym-
bolickou rovnici stejnolehlosti),

d) stejnolehlosti se stiedem S, pro néjz plati |[AS| = 2|BS| (urcete téz
h, stted S pomoci A, B, a symbolickou rovnici stejnolehlosti).

Stejnolehlost v A, zobrazuje bod B = [2,—1]| na bod B’ = [—6, 11].
Urcete jeji koeficient, stfed a analytické vyjadreni, lezi-li stied stejno-
lehlosti na ose y.

Stejnolehlost v Ay zobrazuje bod B = [20, —4] na bod B’ = [12,0] a m&
stfed na pfimce x — 3y — 2 = 0. Urcete jeji analytické vyjadreni.

Rozhodnéte, zda je zobrazeni X' = hX + (1 — h)B +  stejnolehlost.
(h # 0 je redlna konstanta, B je dany bod a @ a vektor.) Pokud ano,
urcete jeji stfed a koeficient.

Stredova soumeérnost Sg se stiedem S je stejnolehlost, s koeficientem
h = —1. Pomoci symbolického vyjadreni stfedové soumérnosti dokazte,
ze Sg zobrazuje kazdou orientovanou tsecku na tsecku s ni shodnou
a nesouhlasné rovnobéznou.

Pomoci symbolického vyjadieni dokazte, ze posunuti zobrazuje kazdou
orientovanou usecku na tsecku s ni shodnou a souhlasné rovnobéznou.

Urcete analytické vyjadreni stfedové soumérnosti, ve které je kruznice
k:a? 4 y? — 6x — 4y — 3 = 0 samodruzna.
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KAPITOLA 1. GEOMETRIE HMOTNYCH BODU, HOMOTETIE

Urcete rovnice stfedové soumeérnosti, ve které je samodruzna
a) usecka r =1—-3t, y=2+4+4t, te(—1,3),
b) ptimka 2z 4+ 3y — 6 = 0.

Stredova soumérnost Sg v prostoru E; méa stfed S na piimce
p:2r—y+4=0

a zobrazuje bod A = [2,4] na bod osy z. Urcete jeji stied a analytické
vyjadrieni.

Urcete analytické vyjadieni stfedové soumérnosti, jejiz stied lezi na ose
y a v niz je piimka p : z — 3y + 12 samodruzna.

Urcete rovnici osy o rovinného pasu, ktery je ohranic¢en pfimkami
a)p:x—2y+3=0,q:5x—2y+7=0,
b)p:3z+2y—24=0,q:3x+2y+6=0.

Existuje stfedova soumérnost, kterd zobrazuje primku p na primku g
a ma stfed na ose 27 Pokud ano, najdéte jeji analytické vyjadreni.
Yp:x—2y+3=0,q:x=1+t,y=3-2t,t €R.
Jp:ix—2y+1=0,q:x=1+4t, y=3+2t,t €R.

) p x—2y+3:0,q:x:5+2t,y:4+t,tER
)p:y+5=0,g:xc=1+3t,y=51teR

e)p y:2t,:p:2,q:x:—2,y:2—4r,t,r€R

Qa0 o e

Posunuti a stejnolehlost (véetné stiedové soumérnosti a identity) jsou
jedina zobrazeni v E,, kterd zachovavaji smér. Rikdme jim homotetie
a tvoii grupu (tzv. grupu homotetii). Uréete rovnice vSech homotetii,
které zobrazuji tisecku AB na tsecku C'D.

a) A=[-1,2], B=[1,6], C = [0,-3], D = [4,5],
) [ ’O]’ B = [ 7_1] C= [1 _2]7 D= [ 1 6]a
¢) A=[0,0, B=[2,-3], C = [1.2], D = [-1,5],
d) A=12,4], B=13,2], C =0, —1] D=1, —3]

Urcete rovnice vSech homotetii, jez zobrazuji kruznici m na kruznici n.
a)m: 22+ (y+3) =4, n: (z —2)>+ (y+ 1)? = 16,

b) m: 22 +y?> -2z +4y+1=0,n: (x —1)? + (y + 2)* = 36,

c)m: x> +y? =9, n: (x+3)2+ (y —2)2=09.



Kapitola 2

Afinni zobrazeni

Kazdé afinni zobrazeni prostoru A,, do prostoru A’,, je vzhledem k danym
linedrnim soustavam soutadnic v A,, a A’,, jednoznacné vyjadieno soustavou
rovnic tvaru

/
Ty = a1’ + a9 + ... + A1nTy + bl
/
Ty = 0A21771 + Q92Xo + ... + Qopx, + b2
/
T, = Qu1%1 + Q2T + ... + QGpup®y + by

Kazdé zobrazeni prostoru A,, do prostoru A’,,, které je vzhledem k danym
linearnim soustavam soufadnic v A,, a A’,, vyjadfeno témito rovnicemi, je
afinni.

Definice 2.1 Obrazem 4utvaru U (tj. zvolené mnoZiny bodi v daném pro-
storu) ve zobrazeni Z nazyvame utvar U' = {Z(X), X € U}.
Resené tlohy
Uloha 2.1 V prostoru Ay je ddno afinni zobrazeni
f:2=20—-2y+3, 3 =3x—2y—1.
Urcete obraz a vzor bodu M = [2,1].

Redeni. Soufadnice obrazu M’ bodu M zjistime dosazenim hodnot z = 2
a y = 1 do rovnic daného zobrazeni. Vypoctem zjistime M’ = [5, 3]. Chceme-
li ur¢it soufadnice vzoru bodu M, tzn. bodu M, pro n&jz plati f(M) = M,
polozime

2=2x—-2y+3, 1=3r—-2y—1

11



12 KAPITOLA 2. AFINNI ZOBRAZENI

a vyfeSenim této soustavy zjistime M = [3, %] Jestlize potfebujeme najit
vzory pro vétsi pocet danych bodi, je vyhodné nejprve obecné vyjadrit z rov-
nic zobrazeni f proménné z, y pomoci x’ a 3. Tim vlastné dostaneme rovnice
inverzniho zobrazeni

-3 11 — 7
flrao=—2+y+4, y= 7x'+y'+? <a po dosazeni M = [3, —} )

Uloha 2.2 V prostoru Ay je ddno afinni zobrazeni
f:a=3x+2y—2, oy =22x+2y—1
Urcete obraz a vzor primky p: 3x + 2y — 6 = 0.

Reseni. Vyjadfenim z a y z danych rovnic ur¢ime nejprve inverzni zobrazeni

flrar=a—y +1, y:—x'+§y'—1.
2 2
Rovnici obrazu p’ pfimky p obdrzime substituci z poslednich rovnic do rovnice
primky:
/ / / / 3 / 1
Pl 3 —y +1)+2<—5E +§y —5> —6=0.
Po tpravé (pfi niz vypustime nyni jiz zbytené oznaceni proménnych x a y
¢arkami) zjistime p’' : x —4 = 0. Vzorem piimky p je pfimka P, pro niz plati
f(@) = p. Jeji rovnici nalezneme, kdyz v ptvodni rovnici pfimky nahradime
proménné x a y proménnymi z’ a 1, za néz dosadime z analytického vyjadreni
zobrazeni f. Z vyjadieni p: 32’ + 2y’ — 6 = 0 tedy dostaneme

p: 3Br+2y—2)+22x+2y—1)—6=0
aodtud p: 13z + 10y — 14 = 0.
Uloha 2.3 Urcete analytické vyjddieni afinniho zobrazeni f v prostoru Es,
které bodim A = [0,0], B = [0,6] a C' = [—1,4] pFifazuje po Tadé obrazy
A"'=10,0], B =[0,3] a C" = [-2,2]. Ddle dokazte, Ze v tomto zobrazeni je

samodruznd kazdd hyperbola o rovnici xy =k (k € R) a urcete vzor a obraz
kruznice m : 2% +y? = 4.

Reseni. PoloZime

¥=ar+by+p Yy =cr+dy+q
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a po dosazeni souradnic danych bodt a jejich obrazii obdrzime pro koeficienty
a, b, ¢, d, p a g soustavu

O0=p, 0=6b+p, —2=—a+4b+p,
0=q, 3=6d+q, 2=-c+4d+q.

Po jejim vyfeSeni vyjadiime f ve tvaru

f:a =2z, y’:y.
2

Z tohoto vyjadieni plyne, ze 2'y’ = xy. To znamenad, ze kazdy bod hyperboly

xy = k se zobrazi na bod téze hyperboly. Dané zobrazeni tedy premistuje

body po hyperbolach a proto se nazyva hyperbolicka rotace. Inverzni zob-

razeni k nasi hyperbolické rotaci je dano rovnicemi

fTlra=5, y=2y

Podobné jako v piedchozich piikladech zjistime, Ze kruznice m : 2%+ 1y% =4
ma vzor

y? a? 2
m: 4x2+1—6:1 a obraz m': 1—6+4y =1.

Hyperbolicka rotace tedy nezobrazuje kruznici na kruznici (obr.2.1).

Y

3|

Obr. 2.1: Vzor a obraz kruznice v hyperbolické rotaci.
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Ulohy

1. V A, je ddno zobrazeni f: 2/ =3x+2y—1, o = 4x+3y—2. Urcete
/! a pak obrazy a vzory téchto bodi: D = [0,0], E = [1,0], F = [0, 1],
G=[1,1],M=[1,2], N=[2,1], Q = [2,2].

2. V A, je déno zobrazeni f : ' =2r —y+3, ¢y = br—2y— 1.
Urcete f~1 a pak obrazy a vzory téchto pfimek: p: y =0,q: z =0,
r:y=x,8: 2r—y—2=0m: x—3y+4=0,n: 2z -3y =0.

3. Napiste analytické vyjadieni stejnolehlosti H se stfedem S = [1, —3]
a koeficientem h = —2. Déale uréete H~! a obraz a vzor piimky
a)p: br+y—1=0,
b)g: Tex+3y+2=0.

4. V prostoru E, urcete analytické vyjadieni stejnolehlosti ‘H se stfedem
S = [-5,2] a koeficientem h = 3. Déle uréete H~! a obraz a vzor
kruznice m.
aym: (r—1)2+ (y+4)> =9,

b) m: (z+5)?+ (y —2)? =81,

Ukoly a), b) feste dvéma zptisoby: Jednak pouzitim transformaci H~*
a H na rovnici kruznice m(M,r), jednak sestavenim rovnic kruznic
pomoci M', v’ a M, T, které nejprve vypocitate.

5. V prostoru E, je dana hyperbolicka rotace f : 2’ = £, y' = 5y. Urcete
f~! a potom vzor a obraz pro tyto titvary:
p:y=m,
q: 2z —y+6=0,
m: (z—2)*+ (y —5)* = 100.

6. Zobrazeni f v prostoru E, je ddno rovnicemi =’ = 2y — 6, ¢y = —3x.
Urcete vzor a obraz kruznice m : x? + y? — 2z = 0.

7. Napiste rovnice afinniho zobrazeni, které bodim A, B, C', D pfitfazuje
po fadé body A’, B, C', D'.
a) A =1[1,2,3], A = [5,4], B = [1,1,1], B' = [2,1], C = [1,0,1],
' =11,0], D=10,1,3], D' = [3,2].
b) A=1,2,3], A =10,9,—1], B=[3,2,1], B’ = [2,11,1],
C=][1,-1,1], C"=[3,4,-2], D =[2,1,0], D' = [2,7,1].

8. Napiste rovnice afinniho zobrazeni, které bodu A = [2,1] pfifadi bod
A" = [2], jestlize k nému asociované zobrazeni zobrazi vektory
u=(1,1), ¥ = (—2,0) po fadé na @' = (—2), ¥ = (8).
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9. Napiste rovnice afinniho zobrazeni, které bodim A = [3,3], B = [2,1]
ptifadi body A" = [7,0], B’ = [4, 1] jestlize k nému asociované zobrazeni
zobrazi vektor @ = (2,1) na @' = (3, 1).

10. V A, je dan rovnobéznik ABCD. Zjistéte, zda existuje afinni zobra-
zeni prostoru A, na sebe takové, ze bodim A, B, C' po fadé prifazuje
body A, C, D. Pokud ano, napiste jeho analytické vyjadieni ve vhodné
zvolené soustavé soufadnic. Kam se zobrazi stied rovnobéznika?

11. V A, je dan trojihelnik ABC. Kolik existuje afinnich zobrazeni, které
zobrazi
a) Ana B, BnaCaCnaA, b)AnaA, BnaC a(C na B?

V obou pripadech vyjadiete zobrazeni analyticky ve vhodné zvolené

Vv

12. Najdéte vSechny body X = [z, ¥, z], jez se v afinnim zobrazeni prostoru
Az do prostoru Ay daném rovnicemi ' = 2z — 2+ 1, v = x+y zobrazi

do bodu M = [4,3].

Dalsi priklady afinnich zobrazeni

Promitani rovnobézné s pFimkou p (resp. vektorem ) v prostoru A,, do
nadroviny p: Obraz X’ libovolného bodu X je prisecik nadroviny p s piimkou
vedenou bodem X rovnobézné s p (resp.s ).

Promitani rovnobézné s nadrovinou ¢ do pfimky p v prostoru A,,: Obraz
X'’ libovolného bodu X je prusecik piimky p s nadrovinou vedenou bodem
X rovnobézné s p.

Soumérnost podle nadroviny o v prostoru E,: pfitazuje libovolnému
bodu X ¢ o obraz X' pro néjz stfed tsecky X’'X lezi v nadroviné o a
soucasné je vektor X’ — X komy na o. Body nadroviny o jsou samodruzné.

Resené tlohy

Uloha 2.4 Dokazte,Ze vektor i = (u1,us, ..., u,) je rovnobéZny s nadrovi-
nouwo :y . a;x; +c=0, pravé kdyz plati ;| a;x; = 0.

Redeni. Vektor @ je rovnobé&ny s nadrovinou o, pravé kdy?z existuji body
7)Y € o,takové, ze i = Y —Z.Necht Y = [y1, 90, ..., yn] @ Z = [21, 22, . . ., Zn].
Oba body lezi v nadroviné o, proto plati Y\ a;y;+c=0a) "  a;z;+c=0.
Odectenim obou vztahti dostaneme Y . ; a;(y;—2;) = 0,neboli > | a;u; = 0.
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Uloha 2.5 Napiste rovnice rovnobéineho promitini do primky p : v = 1 +
2t,y = 3t, 2 =2+ t,t € R. Promitani je rovnobézné s rovinou o : 3x — 2y +
z+5=0.

Regeni. Obraz X' = [2/,y/, 2] libovolného bodu X = [z, 2] lezl na piimce
p, plati tedy
¥=1+2t, oy =3t Z=2+1 (2.1)
Vektor X' — X = (142t — 2,3t —y,2+t — 2) je rovnobézny s rovinou o, to
podle tvrzeni z tlohy 2.4 znamena, ze
31+2t—x)—2Bt—y)+2+t—2=0.

Odtud vyjadiime t = 3z — 2y + z — 5, dosadime do vztahii (2.1)a dostaneme
rovnice hledaného promitani:

¥ = 6r—4y+22-9
y = 9x—6y+32—15 (2.2)
2 = 3r—-2y+2z-3.

Obr. 2.2: Rovnobézné promitani tsecky AB do pfimky p.

Uloha 2.6 Urcete obraz tsecky AB v promitini z ulohy 2.5, jestlize
a) A=[0,-2,5], B=12,3,1].
b) A=12,3,5], B=[-3,—4,6].
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Reseni. a) Pomoci vztahti (2.2) uréime A’ = [9,12,6], B’ = [-7, —12, —2].
Obrazem tsecky AB je usecka A’'B’, jak ndzorné ilustruje obr. 2.2. Dosazenim
do (2.1) se presvédéime, ze body A" a B’ skuteéné lezi na pfimce p. Bodu
A" odpovida ve vyjadfeni (2.1) hodnota parametru ¢t; = 4, pro bod B’ je
ty = —4, a tak parametrické vyjadreni tisecky A’B’ mé tvar

=142t y =3t =2+t te(—44).

b) A = [2,3,5], B = [-3,—4,6]. b) Analogicky jako v pfipadé a) zjistime
A" = B' = [1,0,2]. Praimétem usecky AB je bod, protoZe tato tsecka je
rovnobézna s rovinou o.

Uloha 2.7 V prostoru E5 urcete rovnice té rovinné soumérnosti, kterd zob-
razuje bod M = (0,3, —1] na bod M' = [2,7, —3].

Reseni. Rovina soumérnosti, ozna¢me ji o, je kolma na usecku M’'M a pro-
chéazi jejim stiedem S. Z tdaji v zadani urc¢ime:
1

=5 (M+M)=[15-2, M—M=(24-2).

Jako normalovy vektor 7 = (a,b,c) roviny o zvolime (M’ — M)/2, takze
rovnice roviny o je tvaru +2y—z+c = 0, kde konstanu c zjistime z podminky
S € 0. Vyjde
oc:x+2xr—2—-13=0.
Ze soumérnosti podle roviny o plyne, ze pro libovolny bod X ¢ o a jeho
obraz X' plati X' — X = tii = (t,2t, —t). Proto soufadnice bodu X’ vyhovuji
vztahlim
¥=x+t, yY=y+2, Z=z-t tekR (2.3)

Z podminky, ze stfed N tsecky X X' lezi v roviné o vyjadiime parametr ¢
jako funkci souradnic bodu X a nalezeny vyraz dosadime do (2.3). Vysledné
rovnice budou predstavovat hledané zobrazeni. Urcime tedy

1 t t
N=g(X+X)=|o+5u+tz—5],

2 2
dosazenim soutadnic bodu N do rovnice roviny ¢ nalezneme
t ! 2 + = +13
=——x— - =z
37 3773

a po substituci za ¢t do (2.3) dostdvame rovnice hledané rovinné soumérnosti:

¥ = gx 2 —|—lz+E
- 3T 3YT3T
¥y = T3t 3YT3ErT
7 = 1x+g +gz 13
- 3t TgYTE T g
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X
M}
N
S
(e}
X
M

Obr. 2.3: Soumérnost podle roviny o.

Ulohy

1. Urcete analytické vyjadieni kolmého promitani prostoru E; do roviny
o: 2rx—2—-10=0.

2. Urcete analytické vyjadieni kolmého promitani prostoru Ez do roviny
oc:x=060—2r+s, y=r, z=—5s.

3. Urcete analytické vyjadieni kolmého promitani prostoru E; do pfimky
prx=14+1t y=2t, z=4—1t, teR.

4. Urcete analytické vyjadreni promitani prostoru Az do piimky
q:rx =2t y=-2t, z=3+1,teR.
Promitani rovnobézné s rovinou 3z + 4y + 5 = 0.
5. Urcete analytické vyjadfeni promitani prostoru Az do primky
p:x=1+3t, y=tz=5—-t,te€R.

Promitani je rovnobézné s rovinou, ktera je rovnobézna s vektory
u=(2,1,0), 7= (0,0,5).

6. Urcete analytické vyjadieni promitani prostoru Az do roviny
c:x—y+22+3=0.

Promitani je rovnobézné s vektorem 3= (—3,0,1).
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. Urcete analytické vyjadfeni promitani prostoru Az do roviny

prx=2r—3s,y=1+4+r, 2=2—-5s, rsekR
Promitani je rovnobézné s primkou

prx=1—m,y=2+mz=2m;meR.

. Urcete analytické vyjadfeni rovnobézného promitani prostoru A, do

osy x. Promitani je rovnobézné s primkou p: x + 5y +1=0.

. Urcete analytické vyjadreni promitani prostoru E; do primky

p: x+5y+1=0.
Promitani je rovnobézné s osou y.

Urcete analytické vyjadfeni promitani prostoru Ez do roviny yz, je-li
rovnobé&zné s vektorem @ = (—1, 3,4).

Urcete analytické vyjadieni promitani prostoru Ez do roviny
or —2z2+4 =0,
promitani je rovnobézné s osou z.

Urcete analytické vyjadieni promitani v E3 do primky x = 2 — 3¢,
y = 2t, z = 3 —t, promitani je rovnobézné s rovinou zy.

V prostoru E; je zvolena ortonormaéalni soustava soutadnic. Napiste ana-
lytické vyjadfeni soumérnosti podle osy prvniho a tretiho kvadrantu.
Co vam vysledek pripomina?

V prostoru E; je zvolena ortonormélni soustava souradnic. Napiste ana-
lytické vyjadifeni soumérnosti podle osy druhého a ¢tvrtého kvadrantu.

Osové soumérnost v prostoru E, zobrazuje bod A = [3, 5] na bod
A" = [7,1]. Urcete jeji analytické vyjadieni.

Soumérnost podle roviny v prostoru Ez zobrazuje bod A = [2,3,0] na
bod A’ = [6,5, —2]. Urcete jeji analytické vyjadteni.

Urcete rovnice symetrie v E; podle piimky p: « — 3y +5 = 0.
Urcete rovnice symetrie v E3 podle roviny po: z —2y — 2 — 6 = 0.

Piimka AB je rovnobézné s rovinou o : g(X) = 0 v prostoru A,,, pravé
kdyz g(A) = g(B). Dokazte.
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Kapitola 3

Shodnosti v E-, stredova
soumeérnost

Studium shodnych zobrazeni v roviné tvoii dilezitou Cast uc¢iva geometrie
na SS i ZS. Proto je obsah néasledujicich kapitol z velké &4sti zpracovan na,
trovni stiedni a zdkladni Skoly. Nékteré véty z publikace [6] jsou dokazovany
znovu, jen pomoci stfedoskolské matematiky.

Zakladni vlastnosti shodnych zobrazeni
Definice 3.1 Zobrazeni Z v prostoru Ey se nazgvd shodné zobrazendi (struc-
néji shodnost), pravé kdyz pro kazdé dva body X, Y a jejich obrazy X' a Y’
(X'=Z(X) aY' = Z(Y)) plati:

| X'Y'| = |XY]. (3.1)

Definice 3.2 Duva rovinné utvary se nazyvaji shodné utvary, pravé kdyz exis-
tuje shodné zobrazent, které zobrazuje jeden z utvard na druhy.

S vyuzitim vztahu (3.1) a trojihelnikové nerovnosti dokazte nasledujici véty:

Véta 3.1 Ke kazdé shodnosti Z existuje inverzni zobrazeni Z71, které je
takée shodne.

Véta 3.2 SloZeni dvou shodnosti je shodnost.
Véta 3.3 KazZda shodnost zobrazuje primku na primku.

Véta 3.4 Shodnad zobrazent zachovavaji relaci ”leZet mezi” pro body a primky.

21
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Véta 3.5 KazZda shodnost zobrazuje dvojici rovnobéZek na dvojici rovnobé-
zek.

Véta 3.6 Obrazem poloprimky ve shodném zobrazeni je poloprimka.
Véta 3.7 Obrazem usecky ve shodném zobrazeni je usecka stejne délky.

Véta 3.8 Obrazem kruzZnice ve shodném zobrazeni je kruznice téhoZ polo-
mery.

Véta 3.9 KazZdd shodnost zobrazuje uhel na uhel stejné velikosti.

Stredova soumeérnost

Definice 3.3 Stredovd soumeérnost (resp. stredovd symetrie) Sg je zobrazent
urcen€ bodem S, zvanym stred soumérnosti, a nasledujicim pravidlem: Bod
X' je obrazem bodu X, prdvé kdyz je bod S stredem usecky X X'.

Pozndmka. Zapisujeme X' = Sg(X). Pro X = S plati §’ = S. Rikdme, Ze
bod S je samodruzny. (Usecka SS’ = SS je nulova.) Snadno nahlédneme, ze
stted S je jediny samodruzny bod stfedové symetrie.

Véta 3.10 Analytické vyjadrent stiedové soumeérnosti Ss : X — X' md tvar
X' =28-X (3.2)

Véta 3.11 Zobrazeni Z je stredovd soumérnost, pravé kdyz kazZdou oriento-
vanou usecku Y — X zobrazuje na shodnou a nesouhlasné rovnobézZnou usecku
Y — X'.

Dikaz. Predpoklddejme nejprve, ze Z = Sg. Podle (3.2) pro kazdé dva body
X, Y ajejich obrazy X')Y' plati X' =25 — X a Y’ =25 — Y. Odectenim
obou vztaht dostaneme X' — Y’ =Y — X, coZ jsme chtéli dokazat.

Necht nyni naopak pro kazdé dva body X, Y a jejich obrazy v daném zobra-
zeni X' Y’ plati X' — Y’ =Y — X. Oznacme S stied usecky Y'Y. Z posledni
rovnosti plyne

1 1

Pro libovolny bod X tedy plati Z(X) = X’ = 2S5 — X. Zobrazeni Z je
stfedova soumeérnost. [

Jiny diikaz (syntetickou metodou). Je-li Z stiedova soumérnost se stiedem S,
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pak pro body X a Y nekolinearni s S jsou i jejich obrazy X', Y’ nekolinearni
s S a situaci lze znazornit obrazkem 3.1(a). Trojihelniky XSY a X'SY’
jsou shodné podle véty sus, a tak |X'Y’| = |XY|. Navic jsou orientované
usecky Y/ — X" a Y — X nesouhlasné rovnobézné, jak plyne z obrazku a véty
o sttidavych thlech. Vysetfeni situaci zndzornénych na obr. 3.1 (b) a (c), pii
nichz jsou body X, Y a S kolinearni, pfenechdme c¢tenari.

Y, X’
S
Yy
X Y X YSsYyY X X YSY X
(a) (b) (c)
Obr. 3.1: Stfedova soumérnost.
B- —4’ B. —A4’
X\ ........... S . X’ S

(2) (b)

Obr. 3.2: Stfedova soumérnost.

V druhé c¢asti dikazu uvazujme zobrazeni Z, které kazdym dvéma bo-
dim X, Y prifadi obrazy X', Y’ tak, Ze jsou orientované usecky X' — Y’
a Y — X shodné a nesouhlasné rovnobézné. Odtud plyne, Ze zobrazeni ma
nejvyse jeden samodruzny bod. Zvolme dva nesamodruzné body A, B tak,
aby pfimka A’A neobsahovala bod B. Pak je ¢tyfthelnik ABA’B’ rovnobéz-
nik (viz piiklad 3), jehoz stfed oznacime S. Vidime, ze Z(A) = A" = Sg(A)
a Z(B) = B' = Sg(B). Zbyva dokézat, ze pro kazdy dalsi bod X rovnéz
plati Z(X) = Sg(X). Polozme X' = Z(X). Pokud X nelezi na pfimce A’A,
je ¢tyfthelnik X AX'A’ rovnobéznik, ktery, jak vidime na obr. 3.2(a), mé
s rovnobé&znikem ABA’B’ spole¢nou thlopficku A’A a tedy i stfed S. Proto
plati X' = Sg(X). Jestlize bod X lezi na pfimce A’ A, staci v pfedchozi tvaze
nahradit bod A bodem B - obr. 3.2(b). O
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Poznamka. Jak pozdéji uvidime, je pravé dokazana véta uzitecna pri reseni
nékterych tloh. Doporucujeme si ji dobte zapamatovat.

Dtilaz dalsich ¢tyr vét prenechavane ctenari.

Véta 3.12 (Dusledek véty 3.11) Stredovd soumérnost je shodné zobrazend.

Definice 3.4 Rikdme, Ze geometricky titvar je stredové soumérny podle stiedu
S, pravé kdyz je utvar samodruzny v soumérnosti Sg. Bod S se téZ nazyvd
stred utvaru.

Véta 3.13 Stredovd soumérnost Ss je involutorni zobrazeni (involuce). To
znamend, Ze plati kaZdy ze vztahi

Ss_vl :Ss, SS'SS =7 x’ :Ss(X) :>35(X,) :X, (33)
kde I znaci identitu - zobrazent, v nemz je kazdy bod samodruzny.

Véta 3.14 Primka, kterd prochdzi stredem stredove soumeérnosti, je samod-
ruznd.

Véta 3.15 Obraz primky ve stredove soumérnosti je rovnobézny se svym vzo-
rem.

Resené tlohy

Uloha 3.1 Je ddn c¢tverec ABCD a bod M wvniti ¢tverce. Sestrojte vsecku
KL se stredem M tak, aby body K, L leZely na hranici ctverce.

Resent - rozbor. Predpokladejme, Ze tiloha je sestrojena, viz obr. 3.3(a). Sou-
meérnost se sttedem M ozna¢me S);. Body K a L lezi na hranici h ¢tverce.
Obraz K’ = S)(K) bodu K tedy nalezi do obrazu h' hranice ¢tverce ABC'D
v uvazované symetrii. Navic je bod M stfedem tsecky KL, a tak K’ = L.
Bod L tedy lezi soucasné v mnoziné h i v mnoziné h': M € hNh'.

Konstrukce. V soumérnosti se sttedem M sestrojime obraz A’ B’'C’'D’ daného
¢tverce. Lomené ¢ary ABCDA a A’B'C'D’'A’ jsou mnoziny h a b’ zminované
v rozboru. Libovolny bod mnoziny hN A’ oznacime jako L. Bod K sestrojime
jako K = Sy/(L).

Zkouska sprdvnosti. Z rozboru a konstrukce je ziejmé, ze kazdéa tsecka KL
takto sestrojena splnuje podminky tlohy.

Diskuse. Bod M je dan uvniti ¢tverce, proto je prunik mnozin h a A’ ne-
prazdny a uloha mé vzdy feSeni. Pro dalsi Gvahy oznac¢ime pismeny O, P,
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B’ A’
B’ A’
p |K C D R C D R c
M K\
c’ D M
0 P ,
C D
A B A B A B
9) 9)
(a) (b) (c)

Obr. 3.3: Reseni tlohy 3.1.

R, Q stiedy stran AB, BC, CD, DA podle obr. 3.3(b).

a)Lezi-li bod M uvnit¥ nékteré z iseek OR, P, mé tloha nekoneéné mnoho
feSeni. Do priniku mnozin h a A’ totiz v tomto piipadé patfi aspon jedna
dvojice tisecek soumérnych podle M. Na obr. 3.3(c) vidime jednu z moznych
situaci pro M uvnitt tsecky OR. Bod L lze volit kdekoliv na tsecéce CD’
(nebo C'D).

b)Jestlize bod M nelezi na nékteré z tise¢ek OR a PQ), je prinikem mnozin h
a h' dvojice bodifi soumérnych podle M. Uloha mé (aZ na zdménu v oznadeni
bodi K a L) jediné feSeni. Jednu z moznych situaci vidime na obr. 3.3(a).

Uloha 3.2 Jsou ddny riznobézky p, q a bod M, kteryj neleZi na Zddné z nich.
Sestrojte trojuhelnik ABC' tak, aby bod M byl stredem strany AB a primky
D, q byly osy vnitrnich uhlu BAC, ABC.

Reseni - rozbor. Uvazume situaci na obr. 3.4. Podle zadani lezi bod A na
ptimce p a zérovenn A = Sy(B) € ¢ = Sy(q). Plati tedy A € pN¢’. Umime
tedy sestrojit bod A a dalsi konstrukce je snadné.

Konstrukce. Sestrojime pfimku ¢, ozna¢ime A prusecik pfimek p, ¢ a X
prisecik pfimek p, ¢. Déle sestrojime vrchol B = Sy(A) a thly XAY a
X BZ tak, aby primka p lezela mezi body B, Y, piimka ¢ lezela mezi body
A, Z a aby platilo [ZXAY| = |£ZXAB| a |£ZXBZ| = |£XBA]|. Pruisecik
polopfimek AY a BZ je vrchol C. Trojuhelnik ABC dorysujeme spojenim
jeho vrcholt.

Zkouska spravnosti. Z konstrukce je plyne, ze bod M je stfedem strany AB
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Obr. 3.4: Reseni tlohy 3.2.

trojuhelnika a primky p, ¢ osami vnitinich thli BAC a ABC. Konstrukce
tedy splnuje podminky tulohy.

Diskuse. Pokud jsou splnény podminky zadéani, lze sestrojit vzdy prave jednu
usecku AB. Polopiimky AY a BZ nemohou lezet na téze primce, také se
nemusi protinat. Proto ma tloha jedno nebo zadné teseni podle poctu spo-
le¢nych bodt polopfimek AY a BZ.

Uloha 3.3 Sestrojte trojihelnik ABC, jsou -li ddny délky t,, t, a t. jeho
teZnic.

Obr. 3.5: Reseni tlohy 3.3.

Reseni - rozbor. Ve shodé s obr. 3.5 oznac¢me S stfed strany BC, L stfed
strany AB, T tézisté trojuhelnika ABC, A" = Sg(A) a T" = Ss(T'). Ziejmé
plati B = Ss(C') a odtud

2
BT = |CT]| = t..



27
Dale jiz snadno ovérime, ze
2 2
BT| = =t TT'| = =t,.
BT =2t a [TT)=>

Konstrukce. Sestrojime trojuhelnik TBT" (z poslednich vztaht zname délky
jeho stran), stfed S usecky 77" a bod C' = Sg(B). Bod L nalezneme jako
pruse¢ik poloptimky CT' s kruznici k(C,t.. Nakonec sestrojime vrchol A =
Ss(B).

Spravnost konstrukce je ziejma.

Diskuse. Uloha mé jediné feseni a to jen tehdy kdyz délky tsecek BT, BT a
TT’ spliuji trojuhelnikovou nerovnost. Tento vztah je ekvivalentni s nerov-

nostmi
|tc — tb| <ty < t.+ 1.

Uloha 3.4 Ve ctyrihelniku ABCD jsou isecky AB a CD shodné a rovno-
bézné. Dokazte, Ze ABCD je rovnobéznik.

Obr. 3.6: Reseni tlohy 3.4.

Resend. Ctyfahelnik ABC'D mé rovnobézné strany AB a C'D. Proto staci
dokazat, Ze jsou rovnobézné i strany BC a AD. V souladu s obrazkem 3.6
oznacime S priseéik tsecek AC a BD. Uhly BAS a DC'S jsou st¥idavé thly
vytaté prickou AC rovnobézek AB a CD, proto jsou shodné. Analogicky
zjistime shodnost thld ABS a C'DS. Vidime tedy, ze trojuhelniky ABS
a C'DS jsou shodné podle véty usu. Odtud dale plyne, ze S je spolecnym
stfedem usecek AC' a BD, a tak plati C' = Sg(A) a B = Sg(D). Je tedy
BC||AD, coz jsme chtéli dokazat.
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Ulohy

1.

Uvnitt daného konvexniho tthlu ABC' je dan bod D. Sestrojte tsecku s
koncovymi body X, Y na ramenech thlu tak, aby bod D byl stfedem
usecky XY.

Danym bodem M vedte piimku tak, aby po fadé protala danou kruznici
k a danou primku p v bodech X, Y stejné vzdalenych od bodu M.

Sestrojte ¢tverec ABCD, je-li dan jeho stied O a body E, F' ptimek
AB a CD. Kdy méa tloha nekone¢né mnoho feseni?

Prisecikem danych dvou kruznic vedte pfimku tak, aby protala obé
kruznice ve stejné dlouhych tétivach (a neprochazela druhym priiseci-
kem).

Jsou dény dvé soustfedné kruznice m(O,r;), n(O,rs) a bod S € m,
pfitom 7y < ry. Sestrojte rovnobéznik ABCD se stiedem S, jehoz
vrcholy A, B lezi na kruznici m a vrcholy C'; D na n.

L
X Y

K
K 4 L/ T

]M\N
(@) (b)

Obr. 3.7: Zadani uloh 6 a 7.

\Q

Na obr. 3.7(a) jsou dany tsecky KL, M N abod A. V polorovinég K M N
sestrojte ¢ast primky AV, kde V' je prusecik ptimek KL a MN. (Je
zakazano provadét jakékoli konstrukece v poloroviné opacné k poloroviné

KMN.)

Nékdo vymazal ¢ast narysovaného rovnobéznika tak, ze z néj zbyly jen
usecky KL, MN, TU a XY, jak vidime na obrazku 3.7(b). Sestrojte
stfed rovnobéznika, bez rekonstrukce jeho vrcholt.

Je dan thel a uvnitt néj body A, C'. Sestrojte rovnobéznik ABC' D, aby
jeho vrcholy B, D lezely na ramenech thlu.
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V zadéni na obr. 3.8(a) sestrojte rovnobéznik ABCD tak, aby jeho
vrcholy B, D lezely na kruznici k, jejiz stied je O.

V zadani na obr. 3.8(b) sestrojte rovnobéznik ABDC' se stfedem O
tak, aby jeho vrcholy A, B, C, D lezely po fadé na piimkach a, b, ¢, d.

(a) (b)

Obr. 3.8: Zadani tloh 10 a 11.

Sestrojte trojuhelnik ABC), je-li dano: a, b, ..

Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li dano: a, v, ts.
Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li dano: a, vy, t..

Sestrojte trojuhelnik ABC je-li dano: a, vy, t,.
Sestrojte trojuhelnik ABC), je-li dano: v, vy, t..
Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li dano: v,, vy, t,.
Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li dano: vy, ty, t..

Je dana kruznice k s primérem AB a rovnobéznymi tétivami AC a
BD. Dokazte, ze isecka C'D prochéazi stfedem kruznice.

Dokazte vétu o stiedni pficce trojuhelnika: Jsou-li K a L stiedy stran
AC a BC, pak je tzv. stfedni pficka K L rovnobézna se stranou AB
aplati |KL| = |AB|/2. (Navod: Do obrazku trojihelnika s tse¢kou KL
ptikreslete obraz trojuhelnika K'LC' v soumérnosti se stfedem L.)
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

KAPITOLA 3. SHODNOSTI V E,, STREDOVA SOUMERNOST

Sestrojte trojuhelnik ABC, jsou-li dany stfedy K, L, M stran BC),
CA, AB.

Necht T je tézisté trojuhelnika ABC| p je rovnobézka se stranou BC
vedenda stfedem usecky AT, ¢ je rovnobézka se stranou C'A vedena
stfedem tusecky BT a s je rovnobézka se stranou AB vedena stfedem
usecky CT. Dokazte, ze pfimky p, ¢ a s ohranicuji trojuhelnik shodny
s trojuhelnikem ABC.

Libovolnému trojuhelniku je vepsana kruznice s k ni jsou sestrojeny
teCny rovnobézné se stranami trojuhelnika. Ty spolu se stranami troj-
thelnika ohranicuji Sestitthelnik. Dokazte, Ze protilehlé strany tohoto
Sestitthelnika jsou shodné.

D M C

A B

Obr. 3.9: K tloze 23.

Rovnobézniku ABC'D je vepsan rovnobéznik K LM N podle obr. 3.9
Dokazte, ze oba rovnovézniky maji spolecny stied.

Prisecikem danych dvou kruznic vedte piimku p tak, aby byl rozdil
délek tétiv vytatych pfimkou na kruznicich roven danému ¢&islu a.

Dva hraci pokladaji na stiil tvaru pravotuhelniku stiidaveé po jedné dese-
tikorunové minci. Prohrava ten hrac, ktery nemiize svou minci umistit
tak, aby se nedotykala nékteré jiz polozené mince. Popiste vitéznou
strategii prvniho hrace.



Kapitola 4

Osova soumeérnost

Definice 4.1 Osovd soumérnost (resp. osovd symetrie) S, je zobrazeni ur-
cen€ primkou o, nazyvanou osa soumérnosti, a nasledujicimi pravidly: Bod
X je samodruzny, pravé kdyz lezi na ose soumérnosti. Jestlize X ¢ o, je jeho
obrazem ten bod X', pro néjz ma usecka X X' stred na ose o a je na ni kolmd.
Zapisujeme X' = S,(X).

Véta 4.1 Analytické vyjadreni osové soumeérnosti S, : X — X' md v kar-
tézské soustave souradnic v prostoru Eo tvar

¥d=—-x a Y=y, (4.1)
pravé kdyz je osa o totoind s oxou y.

Dikaz. Je ziejmy z obr. 4.1.

X.Z[x,y] | X =[ YI=[xy]

X

Obr. 4.1: Soumérnost podle osy y.

Véta 4.2 Osovd soumeérnost je involuce.

Pozndmka. Véta je dlisledkem posledni definice.

Véta 4.3 Osovd soumeérnost v prostoru Es je shodné zobrazeni.

31
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Dikaz (analyticky). Bez (jmy na obecnosti mizeme zvolit osu y kartézské
soustavy soutadnic totoznou s osou y. Podle predchozi véty se libovolné body
X =[z1, ;] aY = [z2, yo] zobrazi na body X' = [—z1, y1] a Y’ = [~a2, ya],
a tak plati

[XY'| = \/(—@ —(—21) + (—wn)* = \/(902 —21)" + (12 — 1) = | XY

(1] Dikaz syntetickou metodou. Pokud se dva body X a Y nachézeji na ose
soumérnosti, jsou samodruzné, proto plati (3.1). Jestlize aspon jeden z nich
na ose o nelezi, musime dokazat (3.1) pro kazdou ze situaci na obr. 4.2. To
lze provést pomoci dosud poznanych vlastnosti osové soumérnosti a vét o
shodnosti trojuhelnikti. Diikaz provedeme jen pro situaci na obr. 4.2 vpravo
nahofe, ostatni nechavame ¢tenaii jako cviceni. Z definice osové soumérnosti

X 0 X
=

N/

X Y=Yy X’ X’ Y| Y X

Obr. 4.2: Obraz usecky XY v osové soumeérnosti.

plyne, Ze bod i jeho obraz maji od osy soumérnosti stejnou vzdalenost. Navic
jsou tsecky X X’ a Y'Y’ na obrazku rovnobézné, nebot jsou obé kolmé na osu
o. Body P, (Q jsou paty kolmic z bodd Y, Y’ na piimku XX’ a maji od
osy stejnou vzdalenost jako bod Y . kdyz po fadé oznacime pismeny m, n
vzdalenosti bodti X, Y od osy o, plati

IX'Pl=m+n=|XQ|, [Y'P|=|YQ| a [ZX'PY'|=|/XQY].

Jsou tedy trojihelniky X' PY’ a XQY shodné a odtud plyne platnost vztahu
(3.1).
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Véta 4.4 V osové soumernosti S, je primka o samodruzna. Obraz primky
p # o je bud primka rovnobéind s primkou p mebo se s ni protind na ose o.

Dtikaz. Nechf méa piimka p s osou o spoleény bod M. Pak je tento bod
samodruzny a prochdzi jim proto i obraz p’ piimky p. Je-li to jediny bod
mnoziny p Mo, protinaji se p a p’ v tomto bodé osy. Ma-li p s o spolecny jesté
bod N # M, plati p = 0 = p/. Pokud p nemé s osou spolecny bod, musi byt i
P No = @. (Jinak by totiz prisecikem pfimek o a p’ prochézela i pfimka p.)
V tomto pripadé jsou piimky p a p’ rovnobézné, nebot jsou obé rovnobézné
s osou o. [

Véta 4.5 Primky p a p' = S,(p) sviraji s osou o stejné velké uhly.

Dtikaz. Pokud je pfimka p rovnobéina s osou, sviraji pfimky p a p’ s osou
nulovy thel a véta plati. Neni-li pfimka p rovnobézna s osou o, protina se
podle véty 4.4 se svym obrazem p’ v bodé osy, ktery oznac¢ime Y. Necht
bod X # Y lezi na pfimce p a X' = S,(p), stied tsecky X X' oznacime
S (viz situaci v levé horni ¢asti obrazku 4.2). Z definice osové soumérnosti
plyne, Ze jsou usecky PX a PX’ shodné a kolmé na tsecku PY, kterad je
spole¢nou stranou trojihelnikt Y PX a Y PX'. Jsou tedy tyto trojuhelniky
shodné podle véty sus. Odtud plyne shodnost thlt XY P a X'Y P, kterou
jsme chtéli dokazat. [J

Obr. 4.3: Konstrukce soumérného bodu kruzitkem.

Resené tlohy

Uloha 4.1 Na listu papiru je narysovdna piimka o a bod X, ktery na ni
nelezi. Sestrojte obraz bodu X v soumeérnosti s osou o, jestlize miZete pouZit
pouze kruzitko.
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Reseni. Symbolem X' ozna¢me obraz bodu X. Libovolny bod M osy o je
samodruzny a dana soumérnost je shodné zobrazeni. Proto |MX'| = |[M X],
jinymi slovy X' lezi na kruznici m(M, |M X| (obr. 4.3). Analogicky pro bod
N # M osy o plati X’ € n(N,|NX]|). Odtud X’ € mNn.

Konstrukce je ztejméa: Na pfimce o zvolime dva riizné body M, N, sestrojime
kruznice m (M, |M X]), n (N, |NX]|), jejichz prisecikem (riznym od bodu X)
je X'. Podminka M # N zaruCuje existenci jediného pruseciku X' # X
kruznic m, n a z vlastnosti spolecné tétivy dvou kruznic plyne soumérnost
bodu X’ a X podle osy o.

Uloha 4.2 Je ddn bod B, tusecka KL délky d, primka p a na ni bod A. Za
podminky |AB| < d setrojte na primce p vsechny body X, pro néz |[AX| +
|BX|=d.

Reseni - rozbor. Zvolme na piimce p takovy bod C, aby platilo |[AC| = d, obr.
4.4 (a). Zadani tlohy vyhovuje prisecik X tsecky AC' s osou o usecky BC'. Z
osové soumeérnosti podle o totiz plyne |[BX| = | XC| a odtud |AX |+ |BX| =
|AX |+ | XC| = |AC| = d.

Konstrukce. Bod C nalezneme jako prusecik pfimky p s kruznici m = (A, d),
bod X je priisecik osy o s tseckou AC'. Sprdavnost je zfejméa z rozboru.
Diskuse resitelnosti. Kruznice m protne piimku p vzdy ve dvou bodech: C
a C'. Podminka |AB| < d zarucuje, ze piimka o protne tsecku AC' v pravé

jednom bodé X. Stejné tak osa o tsecky BC’ protne tsecku AC’ v praveé
jednom bodé X', obr. 4.4 (b). Uloha mé tedy vidy dvé fesen.

(@ (b)

Obr. 4.4: Konstrukce z tlohy 4.2.

Uloha 4.3 Sestrojte obdélnik ABCD je-li dino m = a —b, u, kde u je délka
uhlopticky. (Predpokldaddme, Ze m > 0, tzn. a > b.)
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Resent - rozbor. Piedpokladejme, Ze obdélnik je sestrojen, a na polopiimce
BC zvolme bod E tak, aby |BE| = a ( obr. 4.5). Pak |EC| = |BE|—|BC| =
=a—b=ma |LZCEA| = |ZBEA| = 45°, jak plyne z rovnoramenného
pravouhlého trojuhelnika ABE. Navic |AC| = u, tak je mozné sestrojit troj-
uhelnik AC'E a s vyuzitim symetrie podle osy o usecky AE doplnit na hledany
obdélnik.

m
D C
b

S
A | a B

Obr. 4.5: Konstrukce z tlohy 4.3.

Konstrukce. Sestrojime thel CEY velikosti 45°, tak, aby |CE| = m. Bod A
nalezneme jako prunik polopfimky EY s kruznici m = (C,u), bod B je prise-
¢ik osy o usecky AFE a poloptimky opacné k poloptimce C'E. Vrchol D = Sg,
kde S je stied tisecky AC'. Tim je obdélnik ABC' D sestrojen. Spravnost kon-
strukce je zfejma.

Diskuse tesitelnosti. Aby méla tloha Feseni, musi existovat trojuhelnik ACE
s tupym thlem pii vrcholu C' (po konstrukei bodu B totiz musi byt C' mezi
B a E). To bude splnéno jen za podminky u > m. Uloha tedy mé pro u > m
pravé jedno feSeni a pro u < m nema feseni.

Uloha 4.4 Sestrojte trojihelnik ABC, jsou-li ddny stredy K, L jeho stran
BC, AC' a primka u, na niz lezi osa uhlu BAC.

Reseni - rozbor. Soumérnost S, zobrazuje pfimku AC na pifmku AB, proto
ibod L' = S,(L) lezi na AB ( obr. 4.6). Navic je pfimka p = AB rovnobézna
se stfedni prickou K L.

Konstrukce. Bodem L' = S,(L) povedeme rovnobézku p s piimkou K L.
Jeji prisecik s ptimkou u je vrchol A. Déle sestrojime vrcholy C' = Sy (A),
B = Sk (C) a tim i trojuhelnik ABC.

Diskuse tesitelnosti. Uloha ma pravé jedno feSeni, pokud piimka p protind
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Obr. 4.6: Reseni tlohy 4.4.

poloptimku KL v jejim vnitinim bodé a neni na ni kolma. V ostatnich pii-
padech nemé feSeni. (Nakreslete nacrtky a zdtivodnéte.)

Uloha 4.5 Necht D, E jsou body soumérné sdruzené s vrcholem C' podle os
u a o uhlu BAC a ABC v trojuhelniku ABC'. Dokazte, Ze bod dotyku strany
AB s kruznici trojuhelniku vepsanou lezi ve stredu usecky DE.

C C

(a) (b)

Obr. 4.7: Dtikaz véty z ulohy 4.5.

Reseni. Piimky v a o prochézeji stiedem S kruznice trojthelniku vepsané,
kterd se dotyka stran BC, CA a AB v bodech T, U a V' (obr. 4.7). Troj-
thelniky CSU a CST jsou shodné podle véty sus, nebot |[SU| = |ST],
|ZCUS| = |£ZCTS| = 90° a pfepona C'S je spolend. Odtud |CU| = |CT.
Trojthelniky C'SU a ESV jsou soumérné podle pfimky u, nebot V = S, (A),
obr. 4.7 (a). Analogicky je trojuhelnik DSV obrazem trojuhelnika C'ST v
symetrii S,, obr. 4.7 (b). Plati tedy

|DV| = |CT| =|CU| = |VE|
a bod V je stiedem tsecky DE.
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Véta 4.6 (Véta o teéndch, disledek tesend prikladu 4.5) Jsou-li T, U body
dotyku tecen sestrojenych ke kruznici z vnéjsiho bodu M, pak

|MU| = |MT|.

Uloha 4.6 Né¢kdo z narysovaného trojihelniku ABC' s vepsanou kruZnici k
a osami p, q, r vnitrnich uhli CAB, ABC a BCA umazal trojihelnik i s
vrcholy tak, Ze zbyla jen kruZnice k a primky p, q, r. Provedte rekonstrukci
trojuhelniku.

Reseni - rozbor. Pfedpokladejme, Ze tiloha je sestrojena ( obr. 4.8) a ozna¢me
D, E pruseciky pfimky AB s piimkami d = S,(r) a e = S,(r). Podle véty z
prikladu 4.5 je v trojihelniku DES pata V jeho vysky SV stfedem strany
DE. Trojihelnik DES je tedy rovnoramenny a proto je osa jeho vnitfniho
thlu DSFE totozna s piimkou SV.] Konstrukce. Sestrojime piimky d, e a

A D 1y E B4

Obr. 4.8: Reseni tlohy 4.6.

osu o té dvojice jejich vrcholovych thli, ktera neobsahuje primku p. Pak v
bodé V' : o Nk sestrojime tecnu, ktera protne piimky p, ¢ v bodech A a
B. Konstrukei trojuhelnika dokonc¢ime sestrojenim vrcholu C' jako priseciku
primky 7 s tecnou ke kruznici k£ z bodu A nebo z bodu B.

Spréavnost konstrukce je zfejmé. Diskusi FeSitelnosti neuvadime, nebot zadani
ulohy vychazelo z existence hledaného trojihelnika.
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Ulohy

1. V zadéni podle obr. 4.9(a) sestrojte tsecku, jejiz délka je rovna vzdéle-
nosti bodu C' od priiseciku primek a, b. Konstrukei je povoleno provadét
jen v poloroviné ABC'.

2. V roviné jsou dany ruznobézky a, b a pfimka m podle obr. 4.9(b).
Sestrojte pfimku p kolmou na m tak, aby byly jeji priseciky s pfimkami
a, b stejné vzdaleny od m.

a b
C

(2) (b)

Obr. 4.9: Zadani uloh 1 a 2.

3. Danym bodem M vedte pfimku, kterd svird s danymi piimkami a, b
stejné uhly.

4. V roviné zbyly z trojuhelniku ABC jen osy uhlit ABC', BC'A a vrchol
A. Zrekonstruujte trojihelnik ABC.

5. V roviné je dana pfimka p a kruznice m, n. Sestrojte ¢tverec ABC'D
tak, aby jeho tthlopticka AC' byla ¢asti primky p a vrcholy B, D lezely
na kruznicich m, n.

6. Jsou dany body A,B,C' lezici v tomto pofadi na pfimce p a kolmice ¢
k ptimce p v bodé C'. Sestrojte na pfimce ¢ takovy bod X, aby z ného
byla vidét tisecka AB pod stejnym thlem jako tsecka BC'.

7. Sestrojte ¢tyituhelnik ABCD, ktery ma vrchol C' na ose thlu BAD,
jsou-li dany délky jeho stran.

8. Sestrojte ¢tverec, je-li dan: a) soucet, b) rozdil délky thlopticky a strany.

9. Sestrojte pravothelnik ABC'D je-li dano:
a) a+bu
b) a+u,b



10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.
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c)u—a,b
d) a — b,u (u je délka thlopticky, a > b.)
Sestrojte trojuhelnik ABC), je-li dano: a + b, a, vp.
Sestrojte trojuhelnik ABC), je-li dano: a + b + ¢, a, v,.
Sestrojte trojuhelnik ABC je-li dano: a + b, ¢, .
Sestrojte trojuhelnik ABC je-li dano: b — a, «, c.
Sestrojte trojuhelnik ABC je-li dano: a — b, 3, 7.
Sestrojte trojuhelnik ABC), je-li dano: b — a, (3, v,.
Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li ddno: a + b+ ¢, «, 3.
Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li dano: a,a — (3, b.
Sestrojte trojuhelnik ABC je-li dano: a + b, ¢, 5 — .

Jsou dany body A, B uvniti poloroviny s hrani¢ni pfimkou p. Na pfimce
p sestrojte bod X tak, aby byl soucet s = |AX|+ |X B| minimalni.

Je dan ostry tthel XVY a jeho vnitini bod C. Sestrojte trojuhelnik
ABC tak, aby jeho vrcholy A, B lezely po fadé na polopfimkach V' X,
VY a obvod trojuhelniku byl miniméalni.

Jsou dany body A, B uvniti poloroviny s hrani¢ni pfimkou p. Na pfimce
p sestrojte bod X tak, aby

a) piimky AX a BX mély stejnou odchylku od pfimky p,

b) jedna z nich méla od pfimky p dvakrat vétsi odchylku nez druhé.

Kule¢nik ma tvar pravotuhelniku. Sestrojte trajektorii kule¢nikové koule
z mista A do mista B odrazem pies a) dva, b) tii, ¢) ¢tyfi mantinely.
Zvazte moznosti riznych mantinelt v poradi odrazti.

Rovinnd zrcadla sviraji thel a) 90°, b) 60°. Kolik obrazi bodu A umis-

téného pred nimi vznikne? Sestrojte je.

Jsou dany rovnobézky p, o a primka ¢ s nimi riiznobézna. Sestrojte
vSechny rovnostranné trojuhelniky ABC' s vrcholem A na ptimce p,
vrcholem B na ptfimce ¢, jejichz téznice C'C”’ je ¢asti piimky o.

Je dana kruznice k s prumérem KL a stfedem S. V ni lezi kruznice
m, n s pruméry K S, LS. Sestrojte vSechny kruznice, které se dotykaji
kruznic k, m, n.
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26. Je dan rovnoramenny trojuhelnik ABC' se zakladnou AB. Dokazte, ze
soucet vzdalenosti kazdého bodu X zékladny AB od pfimek AC a BC
je konstantni.



Kapitola 5

Afinni transformace,
samodruzné objekty

Potfebné poznatky k feSeni tloh z této kapitoly naleznete (véetné feSenych
tloh) v publikaci [6].

1.

Ktera ze znamych shodnych zobrazeni v [E; maji primku samodruznych
bodt a dva samodruzné sméry?

Ktera ze znamych shodnych zobrazeni v E; maji pravé jeden samod-
ruzny bod a zadny samodruzny smér?

. Kterda ze znamych afinnich zobrazeni maji aspon jeden samodruzny

smér s vlastnim ¢islem A = 07

. Urcete vSechny afinity prostoru A,,, které maji vSechny smeéry samod-

ruzné. (Reste analjzou dané podminky pomoci geometrie hmotnjch
bodi.)

Urcete samodruzné body a sméry afinnich transformaci v prostoru A,:
a) fi: =20—-y+1, ¥y =x+2y+3,

b) fo: 2'=3x—y+6, vy =3y+4,

c) fs: '=-3x+8, y =-3y—4,

d) fa: @ =z+4+5, 9y =y,

e) fs:

Urcete samodruzné body a sméry téchto zobrazeni v prostoru Aj:
a) fi: o=2x+1,yY=x+2y—5, 2 =2x+y+22+2,
Yfo: d=z, Y =x+22+2 2 =20—y+2z+1,

c) fs: =x+4+1 ¢y =20+2y+2z, 2/ =22+1,

d) fa: 2=2x+42y+2z yY=20+y—4, Y=x+2-2,

¥ =2x, y=y+3.

o

41
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e) fs: a'=—-x—-2y, vy =-3v—2y, 2 =2x+2y+z,
) fo: 2/=3x—-2y+62—2, ¢y =x+32-1, 2/ =—-x4+y—22+1,
g) fr: =-2r—2y+22+1, ¢y =20+3y—3z, 7/ =y—z2+4.
7. Zjistéte, zda je dané zobrazeni zakladni afinita, resp. elace:
a) fi: o' =-—r+2y+1, y =—do+5y+2,
b) fo: o =2x+y—2z—-1,y =3x+4y—32-3, 2/ =2x4+2y—2-2,
c)fs: ==z y=y Z=—r+2y—1,
d) fo: 2 =5br—4dy—4z+44, y =2x—y—22+2, 2 =3x—3y—22+3,
e)fs: a=3r—y+2 y=5x—-2y+4, 2=z
8. Afinita f v A, je déna tfemi linearné nezavislymi body My, My, M,
a jejich obrazy M| = f(My), M| = f(My), M} = f(Ms). Rozlozte ji
na co nejmensi pocet zakladnich afinit, jestlize v dané afinni soustavé
soutadnic je
a) MOZ [17 _1]7 M, = [07 1] M :[ 17 O]
M(/) = [0’ O]’ { [17 2]7 Mé = [Oa 1]a
b) M() — [2, 1], M1 [0, O], M2 — [1, 0],
M(/) = [2’ 1]’ M{ [47 2]7 Mé = [3a 2]a
C) Moy = [17 O]a M, = [07 1]7 M, = [17 ]
My =13, 1], My =[2, 5], Mj=[2, —2],
d) M, = [07 1]7 M, = [17 _2]7 2 = [_17 O]a
My =10, 1], M] =[5, 2], M} =[-3, 0].
9. Rozlozte afinitu f na osové afinity, je-li dana v afinni soustavé soutradnic

v Ay rovnicemi 2’ = 2x —y + 1,

Yy =3x— 2.



Kapitola 6

Posunuti

Definice 6.1 Posunuti (translace) Tz je zobrazeni v Ey urcené vektorem i,

—

které kazdému bodu X € E, prirazuje bod X' = X + 4. !
Resené tlohy

Uloha 6.1 Dokazte, Ze posunuti je shodné zobrazeni, v némz jsou vsechny
smery samodruzné.

Pruni tesent (analytické). Jsou-li X, Y libovolné body daného afinniho pro-
storu, pak pro jejich obrazy X' a Y’ plati: X' = X +d a Y =Y + 4.
Odectenim obou rovnic dostaneme:

X -Y' =X-Y.

Orientované tsecky XY’ a XY tedy patfi do téhoz vektoru. Odtud X'Y”’ ||)7)_}

(libovolny smér je samodruzny) a |X'Y’| = | XY| (zobrazeni je shodné).
Y Y’ e
K L
X Y XY
X X’

Obr. 6.1: Posunuti

Druhé teseni(syntetické). Chceme dokazat, ze pro libovolné dva body X, Y
dané roviny plati: | X'Y'| = |XY| a X'Y'||XY . To je zfejmé, jsou-li body

1Stejnym vztahem definujeme translaci i v n—rozmérném afinnim prostoru.
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totozné. Jsou-li rtizné a tisecka XY neni rovnobézna s i, jsou body X, Y, X’
a Y’ vrcholy rovnobéznika XYY'X’ jak vidime v levé ¢asti obr. 6.1. Poza-
dované vlastnosti tedy plati. Jestlize je orientovana tsecka XY rovnobézna
vektorem w, mizeme bez 1jmy na obecnosti predpokladat, Ze je s nim sou-
hlasné rovnobézna. Mohou nastat tfi situace:

1) Bod Y lezi mezi body X' a Y,

2)Y =X

32) Bod Y lezi mezi X a X'. V prvnim pfipadé podle obr. 6.1 napravo plati

|d| + | X'Y'| = | XX'|+ | XY = |XY'| = | XY|+ |YY'| = | XY]| + |4,

a odtud | X'Y’| = | XY|. Pro zbyvajici situace je ditkaz analogicky. (Nakeslete
si obrazky a dikazy provedte).

Uloha 6.2 Je ddna tisecka AB a kruZnice k. Sestrojte rovnobéznik ABC D
tak, aby body B, D leZely na kruznici k.

Reseni. Predpokladejme,ze je rovnobéznik sestrojen, obr. 6.2(a). Posunuti
T5_4 zobrazi bod D do bodu D’ a kruZnici k£ na kruznici k’. Ze vztaht
D ek, CekaD =C zjstime C € kN k'. Odtud plyne konstrukce: Se-
strojime kruznici £’ a v jejim pruseciku s kruznici £ bod C. Vrchol D je pak
druhy prusecik kruznice k s pfimkou, ktera je rovnobézna s AB a prochézi
bodem C (jinak Fe¢eno: D = T4_p(C)). Tim je rovnobéznik sestrojen.

k K
‘.
Y B
(a)

Obr. 6.2: Rozbor a feseni ulohy 6.2.

Zkouska spravnosti a diskuse. Z konstrukce a rozboru plyne, Ze sestrojeny
¢tyttuhelnik ABC' D je rovnobéznik pozadovanych vlastnosti. Posunuti 74_p :
k — k" nepiinasi nové feseni (obr. 6.2b). Uloha m4 dvé feseni, jestlize body
A a Bnelezina k a0 < |AB| < d, kde d je pramér kruznice k. Lezi-li body
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A a B na kruznici k (a 0 < |AB| < d) , m4 tloha jediné feSeni (pravothelnik
kruznici vepsany ) Podmince |AB| = d vyhovuje jediné feseni, nelezi-li body
A, B na kruznici. Rovnobéznik nelze sestrojit, pokud je tisecka AB primé-
rem kruznice nebo pokud plati |AB| > d.

Obr. 6.3: Jiny postup feseni tlohy 6.2.

Pozndmka. Jind moznost TeSeni je zalozena na této myslence: Uvazujme kruz-
nici ky (resp. k2) s tétivou AB a navic shodnou s kruznici k. Je-li Sy (resp.
Sa) jeji stied, pak posunuti 7g_g, (resp. S — Sy) pfemisti k; (ko) na k a AB
na DC'. Zbytek domyslete sami. Na obr.6.3 vidime obé mozna feseni.

Uloha 6.3 Sestrojte vsechny kruznice o daném poloméru r tak, aby kaZdd
z nich prochazela danym bodem M a na danych rovnobéZkach a, b vytinala
usecku délky r.

Reseni. Zkusme nejprve sestrojit libovolnou kruznici n, kterd vytina na da-
nych rovnobézkach tétivu délky r. (Od podminky, Ze musi prochazet bodem
M, jsme zatim upustili.) To lze provést snadno: Sestrojime libovolnou tsecku
KL tak, aby K € a, L € b a |KL| = r. Usecku doplnime na rovnostranny
trojuhelnik JK L a pak jiz staci narysovat kruznici n(J, ) (leva ¢ast obrazku
6.4).

Aspon jednu kruznici m, ktera spliuje vsechny podminky piivodni tlohy,
nyni nalezneme vhodnym posunutim kruznice n. Posunuti je zfejmé rov-
nobézné s primkami a, b, zbyva najit jeho velikost. Pokud si predstavime
posouvani jako pohyb, bude se vzor bodu M pohybovat po rovnobézce ¢
s primkami a, b, ktera prochazi danym bodem M. Libovolny bod N priniku
piimky ¢ s kruznici n urcuje vzor bodu M a tedy i hledané posunuti. 7, .
Tim je proveden rozbor. Provedeni konstrukce a ovéreni jeji spravnosti po-
nechavame ctenari.
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n m

M
, \BI )

g a——

2

Obr. 6.4: Rozbor tlohy 6.3.

1/&2@@
/ /[ /AN

[ \

A\

m
W
Obr. 6.5: Maximalni pocet feseni tlohy 6.3.

K diskusi uvedme, Ze pocet feSeni zavisi jednak na vzajemném vztahu
délky r a vzdalenosti v pfimek a, b a jednak na poloze bodu M. Predpokla-
dejme nejprve r > v. Ke zvolenému bodu L € b obr.6.5 lze sestrojit kromé
tsecky KL jesté tsecku PL délky r tak, aby K, P € a. Usecka K L je tétivou
dvou kruznic o poloméru r, z nichz kazdad ma nejvys dva body N spolecné
s pfimkou c. Pro tsecku KL tedy existuji az ¢tyfi rizné kruznice m, které
jsou Tesenim ulohy. Analogicka ivaha pro tsecku PL nepfinasi vzhledem k
symetrii podle kolmice na p¥imku a v bodé L (resp. v bodé M, uvazujeme-li
obrazy kruznic n) zadna nové feseni. Uloha mé tedy pro r > v 0 az 4 fefeni
podle poc¢tu priniki pfimky ¢ s pomocnymi kruznicemi n. Obr.6.5 ukazuje
priklad C¢tyr feSeni pro situaci, kdy je M vné pasu primek a, b. Vysledné
kruznice a prislusné vzory bodu M jsou kvili ndzornosti jen ocislovany.

Zkuste nakreslit situace, kdy ma tloha pro r > v 0, 1, 2 nebo 3 Teseni.
Dale ovérte, ze pro r = v méa tloha pravé dveé reseni, lezi-li M mezi primkami
a, b, jediné Teseni, kdyz se nachéazi na jedné z nich a zadné Teseni, jestlize lezi
vné pasu primek a, b. Pokud je » < v, nemé tloha fesSeni.
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Poznamka. Povsimnéte si, ze vynechanim vhodné podminky jsme prevedli
puvodni tkol na tlohu, jejiz feSeni je jednodussi. Vyfeseni této obecnéjsi
ulohy bylo klicem k feSeni tlohy ptvodni. Je to uzitecny postup a je dobré
jej ovladat.

Uloha 6.4 Na pricném profilu terénu jsou ddny body A, B a piimka p, na
niZ leZi dno vijkopu pro Zeleznicni trat. Narysujte profil vijkopu, jestliZe Sirka
dna md mit danou délku d a steny vykopu maji mit tyz spad.

A 4 A
B B B
d d/ d d
K L X v P X Y

(@) (b) (c)

Obr. 6.6: Profil vykopu pro Zelezni¢ni trat

Reseni. Mame sestrojit lomenou ¢aru AXY B, aby X,Y € p, |XY| = d
a |[LAXY| = |£XY B| (obr.6.6). Ozna¢me A’ = 7;_k(A). Na pfimce p po-
tfebujeme sestrojit bod Y tak, aby mély tsecky A’X a BY stejnou odchylku
od primky p. To snadno provedeme uzitim symetrie podle p (viz obr. 6.6b).
Z praktického hlediska méa tloha smysl jen kdyz je délka d mensi nez kolmy
primét tsecky AB do pfimky p.

Na zavér poznamenejme, ze feSeni matematicky formulované tlohy jsou
dvé. To druhé, jez nalezneme pomoci posunuti 77 (obr. 6.6¢), nema prak-
ticky vyznam.

Uloha 6.5 Sestrojte ctyiihelnik ABCD, jsou-li diny délky a, b, ¢, d jeho
stran a velikost @ toho uhlu primek AB, CD, jehoZ ramena prochdzeji body
C, D.

Rozbor. Piedpokladejme, Ze je ¢tyithelnik sestrojen (obr. 6.7). Posunuti
Tp_a zobrazi bod A do bodu A’ = D a bod B do bodu B’. Ctyfthelnik
ABB’'D je rovnobéznik a tak je trojihelnik D B’C jednoznac¢né urcen délkami
stran |DB'| = a, |DC| = ¢ a velikosti thlu jimi sevieného: |[ZCDB'| = ¢.
Pak je v8ak uren i trojihelnik B’BC' tfemi stranami (B'C, B'B a BC, po-
sledni dvé maji délky b a d) i rovnobéznik ABB’D. Lze tedy sestrojit vSechny
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n(B’, d)

m(C, b)

k(B, a)

A

Obr. 6.7: Obrazek k rozboru tlohy 6.5

vrcholy ¢tytuhelnika ABCD.

Konstrukce.
1. Trojthelnik DB’'C' z danych dvou stran a velikosti jimi sevieného thlu.
2. Bem(C,b)Nn(B',D)

3. Doplnéni trojuhelniku DB’B na rovnobéznik ABB'D: A € k(B,a) N
(D, d)

4. Ctytahelnik ABCD

Oveérent spravnosti konstrukce a diskuse poctu teseni. Z bodu 1 konstrukce
plyne |DC| = ¢, z bodu 2 pak |CB| = b. Bod 3 zarucuje: |AB| = a
a |AD| = d. Z bodi 1 a 3 nakonec plyne, Ze velikost thlu piimek AB a
CD je p. Musime si vSak uvédomit, ze uvedena konstrukce zarucuje jen se-
strojeni lomené ¢ary ABC DA, ktera nemusi byt konvexnim c¢tyithelnikem.
Pokud je ¢ara z konkrétné zadanych hodnot sestrojitelna, miize predstavovat
nekonvexni ¢tyithelnik - obr. 6.9(a), zkfiZeny nekonvexni ¢tyithelnik - obr.
6.9(b), nékteré strany mohou leZet na téze piimce apod. Pocet uzavienych
lomenych c¢ar zavisi pouze na poc¢tu spolecnych bodl nesoustifednych kruznic
m, n. (Rovnobéznik ABB'D je jednozna¢né uréen, muize se vSak degenerovat
na tsecku.) Uloha tedy mifize mit 0, 1 nebo 2 feseni. Obr. 6.8 ukazuje situaci,
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(a) (b)

Obr. 6.9: Ukazka situaci, kdy vznikaji nekonvexni ¢tyiuhelniky ABCD

kdy vzniknou dva konvexni ¢tyrthelniky.

Uloha 6.6 Jsou ddny kruznice m, n a primka q. Sestrojte primku p rovno-
béinou s q tak, aby soucet (rozdil) délek tétiv, které vytne p na kruznicich,
mel danou délku d.

Reseni.Uvazujme, zZe je pfimka pozadovanych vlastnosti sestrojena, jak zna-
zornuje obr. 6.10. Dana kruznice m se v posunuti 7p_4 zobrazi na kruznici
m’. Kolmé praméty stieda S, O a S” kruznic m, n a m’ do pfimky ¢ necht
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1\

Obr. 6.10: Rozbor tulohy 6.6

jsou po fadé E, I’ a G. Pti oznaceni krajnich bodi tétiv podle obrazku plati

d=|CD|+|AB| = |CD| +|DB'| = |CB| = 2|FG]

|EG| = |SS'| = |AA'| = |AD|.

Odtud plyne konstrukce: Nejprve sestrojime paty E, F' kolmic z bodid S,
O na piimku ¢. Potom bod G jako prusecik pfimky ¢ s kruznici k(F,d/2
a nalezneme obraz m’ kruznice m v posunuti 7;_g. Hledand piimka p je
rovnobézka s pfimkou ¢ vedend prusecikem kruznic n a m'.

Spravnost postupu je zfejma az na okolnost, ze kruznice £ ma s piimkou
q vzdy dva pruseciky, ten druhy oznac¢me H, a nemusi byt jasné, ktery z nich
pii konstrukci pouzit. Snadno ovéfime, ze obrazem kruznice m v posunuti
Ty g je kruznice m” symetrickd s kruznici m’ podle pfimky OF. Obé posu-
nuti 7y_g a Tg_g tedy urcuji tytéz primky p.

Diskuse: Podle poc¢tu spoleénych bodt kruznic m’ a n existuji bud dvé
piimky p, nebo jen jedna, nebo zadna. Cislo d miize byt rovno souctu délek
obou tétiv, nebo absolutni hodnoté jejich rozdilu. Ktera z téchto dvou moz-
nosti nastane, to zavisi na vzajemné poloze a velikosti danych kruznic, na
sméru primky ¢ a velikosti ¢isla d. Naptriklad pri zadani podle obr. 6.11
jsou Tesenim piimky p; a po, pficemz pro délky tétiv na prvni z nich plati
|A1B1| + |C1D1| = d, kdezto na druhé je d = |AyBsy| — |CoDs|. Zménime-li
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Obr. 6.11: Tlustrace k diskusi tlohy 6.6

vhodné polohu a velikost kruznic, mize byt ¢islo d rovno souctu (resp. ab-
solutni hodnoté rozdilu) délek tétiv na kazdé z obou vyhovujicich pfimek.
Doporucujeme c¢tenari, podrobn€jsi prizkum pomoci dynamické geometrie -
naptiklad v Cabri.

Ulohy

1.

Jsou dany rovnobézné ptimky a, b a mezi nimi bod C'. Bodem C' vedte:
a) Usecku AB dané délky d tak, aby body A, B lezely po fadé na
primkéch a, b,

b) kruznici k tak, aby a, b byly jeji teény.

. Jsou dany kruznice m(Sy,r1) a n(Sz, r2). Sestrojte vSechny tsecky M N

rovnobé&zné s 515, tak, aby platilo: M € m, N € n a 2|MN| = |515,].

Je dana pfimka p, kruznice k a tsecka AB. Sestrojte tisecku PK shod-
nou a rovnobéznou s tseckou AB tak, aby P € pa K € k.

. Na danych pfimkach a, b sestrojte body A, B tak, aby byla tsecka AB

rovnobézna s danou primkou ¢ a méla danou délku d.

Je ddn bod M a dvé dvojice rovnobéznych piimek: a, b a ¢, d. Bodem M
vedte pifimku p tak, aby na ni dvojice rovnobézek a, b vytinala tsecku
stejné délky jako dvojice rovnobézek c, d.
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10.

11.

12.
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Uvnitt obdélniku ABC'D je dan bod E. Dokazte, ze existuje konvexni
¢tyfahelnik, ktery mé kolmé tuhlopficky velikosti |AB|, |BC| a strany
délek |AE|, |BE|, |CE| a |DE].

Kruznice m(S,r) a n(O,r) maji vnéjsi dotyk v bodé T'. Na kruznici m
je zvolen libovolné bod M # T', druhy priisecik kruznice n s kolmici na
TM v bodé T ozna¢ime N. Dokazte, ze |MN| = 2r.

Kruznice m(S,r) a n(O,r) se protinaji v bodech A, B. Stfed S lezi
vné n a O lezi vné m. Prisecik tsecky OS s kruznici n oznac¢ime N
a prusecik poloptimky NS s kruznici m oznac¢ime M. Dokazte, Ze plati
IMN|* + |AB|? = 4r2.

Jsou déany kruznice m, n a primka g. Sestrojte pfimku p rovnobéznou
s q tak, aby

a) vzdalenost jejiho pruseciku s kruznici m od jejiho priseciku s n méla
danou délku d,

b) tétivy, které vytne p na obou kruznicich, mély stejnou délku.

Prisecikem A danych kruznic m(S,r1), n(O,ry) vedte piimku p tak,
aby tsecka, kterd vznikne sjednocenim obou tétiv vytatych piimkou na
kruznicich meéla danou délku d.

Sestrojte nejkratsi cestu z mista A do mista B a) s mostem XY pies
feku podle obr. 6.12a, b) s mosty XY a TU pies dvé feky podle
obr. 6.12b.

(@) ()
Obr. 6.12: Obrazek k tloze 13

Jsou dany body A, B v téze poloroviné s hrani¢ni pfimkou p. Sestrojte
body X, Y na ptfimce p tak, aby jejich vzdalenost méla danou délku d
a aby byl soucet s = |[AX|+ | XY|+ |Y B| minimalni.
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14.

15.

16.
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Sestrojte lichobéznik ABCD se zakladnami AB, C'D, je-li dano:

a) a, b, ¢, d,

b) a, c, e, f,

c) a, e, f, s, kde s je délka jeho st¥edni pficky.(Znaceni prvka ctyithel-
niku ABCD viz obr. XXXX.)

Sestrojte rovnobéznik ABC D, znate-li délky a = |AB|, b = |BC| a ve-
likost w toho thlu thlopfticek, jehoz ramena prochazeji body A,B.

Je dan kruh ohraniceny kruznici k£ s polomérem r a jeho vnitini bod
A, rizny od stiedu S kruhu. Sestrojte rovnobéznik ABC D se stranou
AB délky r tak, aby vrcholy B, C', D lezely na kruznici k.

Sestrojte ¢tyithelnik ABCD, jsou-li dany délky a = |AB|, b = |BC|,
d = |AD| jeho stran a velikosti v = |[ZBCD|, 6 = |ZCDA|.
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Kapitola 7

Otoceni

Necht je v prostoru E5 dan bod O a orientovany tihel AV B o velikosti . Oto-
Ceni (rotace) Ro .o je zobrazeni, které zobrazi bod O na sebe a kazdému bodu
X # O ptifazuje bod X’ na kruznici (O, |OX]) tak, aby platilo XOX' = a.
Bod O se nazyva stfed otoceni (resp. stfed otaceni) a ¢islo a velikost thlu

otodeni. Rotaci o tihel o = AV B lze znadit i symbolem R, 5. Je-li a > 0,
ota¢ime v kladném smyslu, tedy proti sméru pohybu hodinovych rucicek.
Je-li @ < 0, otacime ve smyslu zdporném (po sméru pohybu hodinovych ru-

¢icek). Otoceni o nulovy thel je identita, otoceni o 7 je stfedova soumérnost.

Resené tlohy

Uloha 7.1 Odvodte analytické vyjadreni rotace v E.

y y yoox
X’ r
; . Y
o
r/ X
...... ,,-X O=[m,n]
o ¢ : X X
Oo=P P
(a) (b)

Obr. 7.1: Analytické vyjadieni rotace

35
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Redeni. Analytické vyjadieni rotace ma jednoduchy tvar, kdyz zvolime kar-
tézkou soustavu souradnic s pocatkem ve stfedu O otaceni. Pti oznaceni podle
obr.7.1(a) jsou soufadnice bodu X = [z,y] = [rcos,rsinp]. Jak plyne z
obrazku, ur¢uji soutadnice jeho obrazu X’ = [/, y] vztahy

¥ = rcos(p+ a) =rcospcosa — rsinpsina

" = rsin(p + a) = rcospsina + rsin p cos a. (7.1)

Tyto vztahy mtzeme téz vyjadrit ve tvaru

¥ = xcosa—ysina

' = zsina+ycosa, (7.2)

nebot x = rcosy a y = rsin .

Ay Y Ay \y
b X |(P_8|:O Y
lp—¢l ¢ b
X
EN O X a X
19) i 0 i

o — €]

Obr. 7.2: Mozné polohy boda X, Y

Neni-li stied otdceni v poc¢atku, mizeme polozit O = [m,n| a v souladu
s obr. 7.1(b) zvolit novou kartézskou soustavu soufadnic (O, T, y) posunutou

vzhledem k ptivodni soustaveé o vektor PO . V nové soustavé plati
7 =Tcosa —ysina, T =7Tsina+7ycosa
a odtud po transformaci
T=x—m, Y=y—n, '=a2'—m, Y=y —n

obdrzime

m+ (x —m)cosa — (y —n)sina

8

n+ (x —m)sina + (y — n) cos a. (7.3)
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Uloha 7.2 Dokaste, Ze otoceni je shodné zobrazend.
Pruni fesent (analytické). Necht X = [acos,asinpl], Y = [bcose, bsin¢]

Potfebujeme dokézat, ze | X'Y'| = | XY'|. Bez Gjmy na obecnosti zvolime stied
otaceni v pocatku soustavy soufadnic. Pomoci vztaht (7.1) dostavame:

2 2
IX'Y'|? = (a cos(p + a) — beos(e + a)) + (a sin(¢ + a) — bsin(e + oz)) :

Odtud
XY =a®+b* — 2ab< cos(p + «) cos(e + a) + sin(p + a) sin(e + a))
Vyraz ve velkych zavorkach je roven cos <(cp +a)—(e+ oz)), proto
| X'Y'|> = a® + b — 2abcos(p — ¢) = | XY|?,

Posledni rovnost plyne z kosinové véty, ktera plati i tehdy, kdyz jsou body
X, Y a O kolinearni (viz obr.7.2). Tvrzeni je tedy dokazéano.

B}

(a) (b)

Obr. 7.3: Otoceni tsecky AB

Druhé teseni (syntetické). Dokdzeme, Ze pro libovolné body A, B a jejich
obrazy A', B’ v rotaci Ro, plati |A'B’'| = |AB|. Kdyz A, B a O nelezi na
téZze piimce (obr.7.3a), plati: |[LZAOA| = a+ 0" = + a. Plati tedy ¢’ =0 a
trojuhelniky A’‘OB’ a AOB jsou shodné podle véty sus, nebot

ILAOB'| = |ZAOB|, |0A|=0A|, |0B'|=O0B|
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Ze shodnosti plyne |A’'B’| = |AB|.
Zdtvodnéni posledni rovnosti v pripadé kolinearnich bodi plyne z obr.7.3b.
(Ovéfeni pro situaci, kdy je O mezi A, B prenechdvame Ctenari.)

Pozndmka. Diikazové tlohy jsme casto a zamérné teSili analyticky i synte-
ticky. Promyslete si prednosti a nevyhody kazdé z obou metod.

Uloha 7.3 V roviné jsou ddny dvé shodné a riznobézné usecky AB, CD.
Konstrukcei urcete otoceni, v némz se AB zobrazi na iusecku totozZnou s C'D.

o
D
X’ X
/.\\_ZT__\/,\ ° . /
\\\ //’ 01 02
\ /’O P /- 5

(2) (b) (©)

Obr. 7.4: Obrézek k tloze 5.3

Reseni. VyuZijeme poznatku, Ze stied O otoceni je pro kazdy bod X #
O a jeho obraz X’ hlavnim vrcholem rovnoramenného trojihelniku X OX’
(obr.7.4a), lezi tedy na ose tisecky X X’. Mohou nastat dva piipady:

a) V otoCeni Ro, o se A zobrazi na C' a B na D. Pak je stfed otaceni O,
prisecikem os 01 a 0y Gseéek AC a BD (obr.7.4b).

b) Druhé mozné otoceni Ro, s zobrazuje A na D a B na C. Jeho stied O,
je prusecikem os 03 a o4 UseCek AD a BC' (obr.7.4c).

Diskuse. Pokud zadné z krajnich bodu tsecek AB, C'D nesplyvaji, ma tloha
vzdy dvé feSeni. Kdyz jsou dva krajni body totozné, napiiklad A = D,
existuje otoceni jediné.

Ulohy

1. Jsou dany ptimky a, b, bod S, ktery na nich nelezi, a tthel o Sestrojte
kruznici se stfedem S, aby protinala pfimku a v bodé X, pfimku b v
bodé Y, a oblouk XY odpovidal stfedovému thlu « € (0, 7.

2. Jsou dany kruznice m, n se spoleénym stiedem O a mezi nimi bod A.
Sestrojte ¢tverec ABCD tak, aby D € m a B € n.
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. Do rovnobézniku K LM N vepiste ctverec tak, aby na kazdé strané byl

jeden vrchol c¢tverce.

Jsou dany ptimky a, b a bod C, ktery na nich nelezi. Sestrojte vSechny
rovnoramenné trojuhelniky ABC' s hlavnim vrcholem C|, tak aby byly
podobné danému rovnoramennému trojuhelniku K LM s hlavnim vr-
cholem M aaby A€ aa B €b.

. Dané kruznice m, n maji spoleéné body A, D. Sestrojte vSechny rov-

noramenné trojuhelniky ABC' s s hlavnim vrcholem A tak, aby B € m
aC enallal =120°.

. Uvnitt daného ¢tverce ABC' D je pevné zvolen bod M Sestrojte vSechny

rovnostranné trojuhelniky K LM, které maji vrcholy K, L na hranici
Ctverce.

. Do daného ¢tverce KLM N vepiste ¢tverec ABC D, aby jeho strana

méla danou délku d.

. Na stranach BC a CD ¢tverce ABC'D jsou sestrojeny body K, L tak,

ze |/ KAL| = |£/BAK]|. Dokazte, ze |BK|+ |DL| = |AL|.

. Danym bodem M vedte k dané kruznici k seénu tak, aby na kruznici

vytnula tétivu dané délky d.

Sestrojte tétivu dané kruznice k, aby méla danou délku d a byla z
daného bodu M vidét pod tthlem dané velikosti.

Jsou dany ruznobézky a, b, které prochazi po radé danymi body A, B.
Naleznéte stfed a tihel otoceni, které zobrazi A na B a a na b.

Je dana kruznice k a body A, B, které na ni nelezi. Sestrojte rovnobézky
a, b prochazejici body A, B tak, aby protinaly kruznici k£ v bodech X,
Y omezujicich ¢tvrtinu kruznice.

Je dana kruznice k a bod A, ktery na ni nelezi. Najdéte mnozinu vrcholid
C' v8ech rovnostrannych trojuhelniki ABC' takovych, ze B € k.

Je dana kruznice k£ a bod A, ktery na ni nelezi. Najdéte mnozinu vrcholi
D vsech ¢tverct ABC' D takovych, ze B € k.

Je dana pfimka p a bod A, ktery na ni nelezi. Najdéte mnozinu vr-
choltt C' vSech rovnoramennych trojihelniki ABC' s hlavnim vrcholem
A takovych, ze B€paa=m/4.
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Kapitola 8

Neékteré vlastnosti kruznice

Ulohy

1.

Dokazte: Obvodové tihly prislusné témuz oblouku jsou navzajem shodné.
Velikost kazdého z nich je polovinou velikosti stifedového tihlu pfislus-
ného témuz oblouku.

. Dokazte: Konvexni ¢tyfuhelnik je tétivovy, praveé kdyz soucet velikosti

jeho protilehlych uhla je 7.

. Usekovy tihel je tihel tétivy a teény s dotykov§m bodem v krajnim bodé

této tétivy. Dokazte ze tsekovy thel je shodny s obvodovym thlem
prislusnym uvazované tétive.

. Necht D, FE jsou paty vySek z vrcholi A, B ostrothlého trojuhelniku

ABC'. Pak jsou trojuhelniky DEC' a ABC podobné. Dokazte.

Ozna¢me F prusecik thlopficek tétivového ¢tyifuhelniku ABC'D a q
kolmici z E na AB. Je-li ACLBD pak prusecik piimek ¢ a C'D je
sttedem usecky C'D. Dokazte.

. Necht vysky z vrcholt A, B, C protinaji kruznici opsanou trojuhelniku

ABC po tadé v bodech A;, By, C;. Dokazte:

a) bod je soumérné sdruzeny s prisecikem vysek (tzv. ortocentrem)
trojuhelnika podle pfimky BC,

b) |A;B| = |C1B| a cykl.

.V ostrotthlém trojihelniku ABC' jsou K a L paty vysek z vrchol A a

B, M sttfed strany AB a V ortocentrum. Dokazte, ze osa thlu KM L
prochézi stfedem tsecky C'V.(54 MO B-II-3)
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KAPITOLA 8. NEKTERE VLASTNOSTI KRUZNICE

Jestlize pfimka, jeZ prochdzi bodem M, protne kruznici k(S, r) v bo-
dech A, B, pak plati: MA-MB = m(M, k). Cislo m(M, k) se nazgva
mocnost bodu M ke kruznici k a je pro dané k a M konstantou ur¢enou
vztahem m(M, k) = |MS|* — r2.

Mnozinou vsech bodti, které maji v dané roviné stejnou mocnost ke
dvéma nesoustfednym kruznicim, je pfimka kolma ke spojnici jejich
stfedt (chordala kruznic). Dokazte.

Mé¢jme po dvou nesoustiedné kruznice k, m, n. Pak chordaly dvojic
kruznic (k, m); (k, n) a (m, n) jsou navzajem rovnobézné, nebo maji
spolecny bod zvany potencni stfed danych kruznic.

Sestrojte a) chordalu dvou danych kruznic, b) potenéni st¥ed tii danych
kruznic

Na primce p sestrojte bod X, ktery ma k dané kruznici k danou mocnost
m.

S vyuzitim mocnosti bodu ke kruznici dokazte Eukleidovy véty (o vysce
a 0 odvésné).

Sestrojte kruznici, kterd prochazi danymi body A, B a dotyka dané
primky p.

Sestrojte kruznici, kterd prochazi danymi body A, B a dotyka dané
kruznice m.

Sestrojte kruznici, ktera se dotyka danych ptimek a, b a prochazi danym
bodem M. (Uzitim soumérnosti pfevedte na dudlni tlohu 14.)



Kapitola 9

Podobnost a stejnolehlost

Ulohy

1. Dokazte: Ke kazdym dvéma kruznicim m, n riznych polomeérii existuji
pravé dvé stejnolehlosti, které prevadi kruznici m na kruznici n. Se-
strojte stiedy stejnolehlosti takovych kruznic, jestlize:

a) m lezi vné n,

b) m lezi uvnitf n,

¢) m, n maji vnitini dotyk,
) m, n maji vnéjsi dotyk,
e) m, n jsou soustfedné.

o,

2. Sestrojte spolecné tecny dvou kruznic.

3. Jsou dany body A,B. Bodem B vedeme piimku p. VySetfete mnozinu
bodii, které jsou soumérné s bodem A podle vsech takovych pfimek p.

4. Je dana kruznice m, na ni body A, B, C. Sestrojte tétivu AX tak, aby
ji tétiva BC' plila.

5. Je dana kruznice m a bod A uvnitf kruhu kruznici ohrani¢eném. Se-
strojte vSechny tétivy XY kruznice m, které prochazeji bodem A a pro
néz plati |AX|: |AY|=2:3.

6. Jsou dany piimky a, b a bod M, ktery na nich nelezi. Sestrojte:
a) vSechny body piimky a, které maji od b stejnou vzdalenost jako od

M,

b) vSechny kruznice, které prochazeji bodem M a dotykaji se obou
primek,

c¢) pfimku ¢ =— AB, tak, aby M € ¢, A€ a, Beb,a|MA|:|MB|=
2:3.
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KAPITOLA 9. PODOBNOST A STEJNOLEHLOST

Jsou dany kruznice m(O, r1), n(O, ry, ro < 11. Sestrojte piimku p, ktera
vytne tétivu AB na m a tétivu C'D na n tak ze body A, B, C, D lezi
na p v abecednim potadi a |[AB| = |BC| = |CD|.

Je dana kruznice m, pfimka p a na ni bod 7T'. Sestrojte vSechny kruznice,
které se dotykaji kruznice m a primky p v jejim bodé T

Sestrojte vSechny kruznice, které se dotykaji kruznice m a kruznice n
v jejim bodé T'.
Jsou dany pifimky a, b a kruznice m. Sestrojte vSechny kruznice, které

se dotykaji obou pfimek i kruznice m.

Do daného ostrothlého trojuhelniku ABC' vepiste ¢tverec K LM N tak,
aby body K, L lezely na strané AB.

Do daného ostrothlého trojihelniku ABC' vepiste obdélnik K LM N
tak, aby |KL| = 2|M N| a aby body K, L lezely na strané AB.

Do dané kruhové vysece vepiste: a) kruznici, b) ¢tverec se dvéma vr-
choly na rameni vysede, ¢) ¢tverec se dvéma vrcholy na oblouku vysece.

Do daného trojiuhelniku ABC' vepiste trojihelnik tak, aby jeho strany
byly rovnobézné se tfemi danymi piimkami, navzajem riznobéznymi.

Sestrojte pfimku, ktera prochazi bodem M a nepfistupnym priisecikem
primek a, b.

Danym bodem M vedte seénu ke kruznici k s tétivou AB tak, aby
|AB| = |M B|.

Dokazte, ze pro libovolny trojihelnik plati:
a) Vysky trojihelniku se protinaji v jediném bodé,

Vv

(Eulerove).

Sestrojte trojihelnik ABC je-li dano: a) o, 5, am =1+ p
b)a:b:cam=2t, —v,.



Kapitola 10

Skladani zobrazeni

Ulohy

1. Dokazte, zZe slozenim stfedové soumeérnosti a posunuti vznikne stiedova
soumérnost.!

2. Urcete zobrazeni, které vznikne slozenim
a) dvou stfedovych soumérnosti,
b) tii stfedovych soumérnosti.

3. Ukazte, Ze sloZenim lichého (resp. sudého) poctu stfedovych soumér-
nosti vznikne stfedova soumérnost (resp. posunuti nebo identita).

4. S vyuzitim poznatki o skladani dvou osovych soumeérnosti dokazte vétu
o obvodovych thlech.

5. Urcete zobrazeni, které vznikne slozenim rotace a translace.
6. Dokazte, Ze slozenim dvou rotaci vznikne bud rotace nebo translace.

7. Dokazte: Zobrazeni slozené z n osovych soumeérnosti je pii sudém n
identitou, rotaci nebo translaci, a pfi n lichém je to osova nebo posunuta
soumernost.

8. Konstrukei dokazte, zZe k libovolnym shodnym tseckam AB, C'D exis-
tuje jedind pfima a jedind nepfimé shodnost, ktera prevadi body A, B
po fadé na body C, D.

9. Dokazte, ze libovolné shodné zobrazeni v roviné lze rozlozit na dvé
soumernosti.

Pokud neni v tloh4ch stanoveno jinak, piedpokladdme zadani v prostoru E,.
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KAPITOLA 10. SKLADANI ZOBRAZENI

V prostoru E,, je dana stejnolehlost Hg, , (rizné od identity) a posunuti
7:. Dokazte, Ze zobrazeni 7;Hg j je stejnolehlost s koeficientem h a
stfedem

1
O=S8 .
1
V prostoru E,, je dana stejnolehlost Hg, j, (rizna od identity) a posunuti
Ti. Dokaizte, ze zobrazeni Hg ,7; je stejnolehlost s koeficientem h a
stredem

h
O=S5 .
1n
Sestrojte dva pfimo podobné trojihelniky, které nejsou stejnolehlé ani
shodné, a konstrukeci urcete rotaci R a stejnolehlost ‘H tak, aby trans-
formace HR zobrazila jeden trojihelnik na druhy.

Sestrojte dva nepiimo podobné trojuhelniky, které nejsou shodné, a
konstrukei urcete osovou soumérnost S a stejnolehlost H tak, aby trans-
formace HS zobrazila jeden trojuhelnik na druhy.



Kapitola 11

Vysledky a navody

1. Geometrie hmotnych bodu

1. 7=109,-3.2.T=[-2,7.3.>m=4—ma)m=3,X =4B — 3C,
b)ym=4,i=-A+5B—-4C,c)m= -3, D=584—-2B+2C, d) m =0,
E =3A+B, e) vyhovuje kazdé m # 4, T = i:gA—i—}:zB— r=C.4.2) X =
2A+3Bnebo X = ~2A+3B,b) X = ~A+2Bnebo X =34-2B,c) X =
gA + %B nebo X = —%A + %B. 5. Body mnoziny maji symbolické vyjadieni
X =tA+ (1 —t)B, které je vhodné prepsat na tvar BX = tBA. a) Pfimka
AB, b) usecka AB, ¢) polopiimka opacné k poloptimce AB, d) polopiimka
opa¢na k poloptimce BA. 6. Posunuti o vektor @ = (3,-5). 7. 7 : 2’ =
x4+ 7y =y—32 =2+1,T 2 =0—-79y =y+3,7 =2—1.
8 Hgp : X' =hX+(1-h)S.9.2: X =hX+(1—-h)S, kde h =3
aS =[4,0-6], Z71: 2 = %x—I— %,y’ = %y,z’ = %2—4 .10. S = [1,2]
¥ = —-2x+3,y = —2y+6. 11. a) Rovnice X' = 2X + 3A — 2B neurcuje
ani bod (nezavisly na volbé poc¢atku) ani vektor, protoze soucty koeficienti
na pravé a levé strané jsou ruzné. b) X' = —4X + 55, kde S = %A — %B.
Ciselné: 2’ = —4x — 55,y = -4y +15.12. a) r = -1, s =5, X' = X + 4,
kde @ = 2(A—B),b)r =1,s = -1, X’ = 3X — 25, kde S = 24 — B,
¢)r=—1/5,5 =13/, h = 9/5, X' = 2X — 25, kde S = }(4 + B),
d)r=-1/4,s = 11/4, h = 7/4, X' = IX — 35 kde S = 1A+ iB
nebo r =1 /2, s = 7/2, h = 3/2, X’ = 3X — 15, kde S = —A + 2B
13. h = -3, 5 =[0,2], 2/ = =32,y = -3y +8.14. S = [8,2], h = %,
= %x—I— 13—6, y = %y—k %. 15. Je to posunuti o vektor @ pro h = 1. Pro h # 1
a h # 0 je zobrazeni stejnolehlost s koeficientem h a stiedem S = B + ﬁﬁ
16. Napiste symbolickou rovnici pro obrazy dvou bodti a oba vztahy odectéte.
17. Napiste symbolickou rovnici pro obrazy dvou bodti a oba vztahy odectéte.
18. S = [3,2], 2/ = —x 4+ 6, ¥y = —y + 4. 19. a) Stfed soumérnosti je
S = [-2,6] a lezi ve stfedu dané tsecky. Sg : @’ = —x — 4, ¢y = —y + 12.
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Poznamenejme, Ze stied tsecky s vyjadienim X = A + tu, kde t € (t1,1s)
mizeme zjistit bud pomoci vztahu S = 438 kde A = X(t1) a B = X(ts,
nebo jednoduseji: S = X (4£2). b) Stied S = [s1, 52| soumérnosti je libovolny
bod dané primky. Pti volbé s; = 3t vyjde po dosazeni do rovnice primky
Sy =2(1—t),Sg : ' = —x+6t,y = —y+4(1—¢). 20. S = [-1,2], 2/ = —x—2,
Yy =—-y+4.21. S =10,4], 2’ = —x, vy = —y+8. 22. a) Neexistuje. PFimky
nejsou rovnobézné, nebot 7, = (1,-2), 7, = (5,—2), b) Vyuzijte toho,
Ze na ose pasu rovnobézek p, q lezi stied kazdé tsecky A, B, kde A € p a
p:x—2y+3=0,B€q.o:3x+2y—9 = 0. 23. a) Neexistuje. PFimky nejsou
rovnobézné, nebot 5, = (2,1), 5, = (1,—-2), a tak ¢ nemize byt obrazem
pfimky p. b) S = [-3,0], 2’ = —x — 6,y = —y. ¢c) p = q, S = [-3,0],
¥ = —x—6,y = —y. d) Stfedem soumérnosti mize byt kazdy bod osy x.
Je-li S = [5,0 (s € R),pak Sg: @' = —x+ 25,y = —ye) 2/ = —z,y =
—y. 24. Zobrazeni je homotetie jen kdyz je obraz tisecky AB (coz je tsecka
CD) rovnobé&zny se svym vzorem. a) Usecky AB a C'D jsou rovnobé&iné.
Vyhovuji dvé stejnolehlosti: ' = 2x + 2,y =2y —7Tax' = —2x+ 2,y =
—2y + 9. Jedna z nich zobrazuje A na C' a B na D, druha zobrazuje A na
D a B na C'. Mizete je nalézt dosazenim soufadnic odpovidajicich bodi do
obecného zapisu stejnolehlosti. Dostanete ¢tyfi rovnice. K urceni neznamych
h, s1 a ss staci libovolné tii z nich, vysledek vsak musi vyhovovat i ¢tvrté
rovnici. Jind moznost feSeni: Ovéite, ze D — C' = 2(B — A), odtud |h| =2 a
pro nalezeni stiedu stejnolehlosti staci vyuzit jednu dvojici odpovidajicich si
bodt. Z rovnice D — C' = 2(B — A) vidime, Ze pii kladném h se zobrazi A na
CabSy;:—AC N« BD, pti zaporném h se zobrazi Ana D a Sy: < AD N«
BC.b) D—-C=(-2,8) a B— A=(2,—1). Neexistuje homotetie, ktera by
zobrazila tsecku AB na tsetku CD. ¢)D — C = —(B — A). Posunuti 2/ =
x—1,y = y+5 astfedova soumérnost 2’ = 1—xz,y' = 2—y. d)D—-C = B—A.
Posunuti 2’ = x—2,y’ = y—5 a stfedova soumérnost ©’ = 3—z,y = 1—y. 25.
a) S; =10,-3],r1 =2, 5 =[2,-1], 1, = 4,S] = Sy, |h| = ry/r1. Vyhovuji
dvé stejnolehlosti: ' = 2z 4+ 2,y =2y +5aa’ = —2x+2,y = -2y + 5.

b) Kruznice jsou soustfedné, jejich spoletny stied S = [1,—2] je stiedem
stejnolehlosti, |h| = 3. Vyhovuji dvé stejnolehlosti: ' = 3x — 2,y = 3y + 4
ax = -3rx+4,y = -3y—8.¢) S =1[0,0], S, =[-3,2], 1 =ry =3,

vyhovuje posunuti 2’ = z — 3,9y’ = y + 2 a stfedovd soumérnost (to znamena
stejnolehlost pro h = —1) se stiedem S = (5] + S2)/2: o’ = —x — 3,y =
-y + 2.

2. Afinni zobrazeni

1. f71: =3z —-2y—1, g_—4 +3y+2. D =[-1,-2], D = [~
E'=1[2,2aE =1[2,-2], F' =[1,1], F = [-3,5], G’ = [4, L@:
M =16,8], M = [-2,4], N' = [7,9], N = [3,-3], Q" = [9, 12],@

1,2],
[0, 1],
[1,0].
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—2y—1=0, ¢": 2x—y—7:0a§: 20 —y+3=0,r:3x—y—10=0
3r—y—4=0,s:x—-5=0as:2—5=0,m":13x—5y—40=10
m: 13z — b5y —10 =0, n': 1lx —4y —37 =0amn: 1llz —4y — 9 = 0.
CH: 2= 2x+3,y=-2y—9 H: :—lx’—kg,y:—%y'—%,
p:br+y—4=0,p: 100 +2y—5=0,p =p=p (vysvétlete proc).
4. H: 2 =3x+10, vy =3y —4, H': z= x’——o, y——y’+§,a)m’:
(2—13)%+(y+16)2 =81, m : (z+1)2+y2=1,b)m’: (x+5) +(y—2)% = 729,
m: (z+5)?+(y—22=9.5.f1: x=5x, y=y/5p: y= 25z,
p: 25y—x=0,¢ : 50r—y+30=0,q: 2x—25y+30 =0, m je
elipsa, S' = [2/5,25], a = 50, b = 2 a hlavni osu mé rovnobéznou s osou y;
m je elipsa, S = [10,1], @ = 50, b = 2 a hlavni osu mé rovnobé&znou s osou z.
T.a)d' =z+y+z—1,y =z+y+z-2,b) 2’ =ax—y+1,y =2x+y+2+2,
Z=y—2. 8.2 =—-4r+2y+89.2 =x+y+1,y =z —y. 10. Existuje
(zdivodnéte vétou o urcenosti afinniho zobrazeni). Linearni soustavu zvolime
napiiklad tak, aby A = [0,0], B = [1,0] a D = [0, 1]. Pak vyjde 2’ = = — y,
y =x,5=1[1/2,1/2]a S" = [0,1/2]. Z vypoctu plyne, Ze stfed rovnobéznika
se zobrazi na stfed tsecky AD. D4 se to zjistit i bez pocitani: Podle zadani se
usecka AC' zobrazi na tsecku AD. Afinni zobrazeni zachovava délici pomér
a navic je stfed rovnobéznika stfedem usecky AC, tak se zobrazi do stiedu
tsecky AD. 11. V obou piipadex existuje jediné. a) Pii volbé A = [0, 0],
B=[1,0laC=10,1jed' =—x—y+1,y =xaT =T =[1/3,1/3]. b) Pii
volbé A =1[0,0], B=[0,1]aC =[1,0]jex’ =y, v/ =xaT' =T =1[1/3,1/3].
12. Do bodu M se zobrazi cela piimka p: x =t, y=3 —t, 2 = -3 4 2t.

2. f71 o= 20"+ + T, y= -5 +2 +17.p:hx—2y—17T=0a
P: 5z
ar:
a
3

ol 3 8

Dalsi priklady afinnich zobrazeni: promitani, soumérnosti

1. x’:éx—i—%z—kél,y’:y,z = :E—i— 2—2 2. 2/ —%x——y—§z+1

Y =—3tx+3y—:2+2, 2 ———x——y+ Sz+1.3. 2 =iz +3y—s2+3,
Yy =3r+3y—s2+1,2 = —fr—3y+: z+7 4.2 = -3v—4y, y = 3x+4y,
z’:—%x—2y+3.5.x’—3x—6y—2 y_x—2y—1,z——x+2y+6

6. 2/ :—2x—|—3y 62 —9, y —y,z =r—y+32+3.7. 2 :E—I—gy—I— Z—§

y =1 x+9y——z—|——z——x——y—|— z+168x—x+5y,y—09x—x

— 1 —
y’——5x—— 10. 2/ =0,y =y+3zx, 2/ = 2z+4x. 11. 2/ =z, ¢y =y,
z’:%x+2.12.95’:32—7,3/’:—22—1—6,2’:2.13.x’:y,y’:x.
14. ' = —y, vy = —=x, 15. 0:x—y—2=0,x’:y+2,y’:x—2.
16. 2/ = —%x——y—i— z+23—6,y 3:——x+ 2y+32+3 ’:2§x+2§y+%z—§.
17x:5x+5y—1y:g y—|—3 18x:§x—l—§y+§z+2,
y—x—% —22—42—% —%y—I— 22— 2.

3. Stfedova soumérnost
1. Necht X lezi na ramenu BA a Y na BC'. Zobrazte pfimku AB v symetrii
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se stfedem D. Co bude obrazem bodu X7 2. Sestrojte napiiklad &' = Sy (k).
3. Kam se zobrazi body E, F' v symetrii Sp? 4. Vyuzijte stfedovou soumeér-
nost podle zvoleného priseciku. 5. Vyuzijte symetrii podle S a zobrazte v
ni napriklad kruznici m. Kam se zobrazi body A, B? 6. Na jakych carach
lezi V! = SA(V)? Sestrojte V' a dokazte, ze jsou primky AV’ a AV totozné.
7. Co je mnozinou vsech stfedi soumérnosti dvou rovnobézek? Sestrojte ta-
kové mnoziny pro piimky NM, XY a pak i pro KL a TU. 8. Vyuzijte
symetrii podle stfedu tsecky AC'. 9. Vyuzijte symetrii podle stfedu tsecky
AC. 10. Vyuzijte Sp. Jak najdete napiiklad bod C' = Sp(A4)? 11. Vyu-
Zijte symetrii podle stfedu strany AB. Zobrazi-li se A na A’, pak je ABA'C
rovnobéznik a prfimky AC a BA’ maji vzdalenost v,. 12. VyuZijte symet-
rii podle stfedu strany AC. 13. Vyuzijte symetrii podle stredu strany AB.
14. Vyuzijte symetrii podle stfedu strany BC'. 15. Oznac¢me C' = Sp(C),
kde O je stfed strany AB. Pfimky p = AC a ¢ = BC’ maji vzdalenost v,.
Sestrojte nejprve takové dvé primky, pak zvolte C' € p a s vyuzitim zminéné
soumérnosti najdéte C’ a O. Oznac¢ime-li th kruznici s pramérem CC’, je B
prisecik ptimek ¢ a CP, kde P € thN k(C’',v, (zdtvodnéte!) a A = Sp(B).
16. Lze tesit obdobné jako tulohu 15. 17. Vyuzijte soumérnost podle stfedu
strany AC nebo podle stfedu strany AB. 18. Vyuzijte toho, Ze v symetrii
podle stfedu kruznice je dana kruznice samodruzna a secny, na nichz lezi
tétivy AC' a BD se zobrazuji jedna na druhou (zduvodnéte, pro¢). Kam se
zobrazi prusecik C kruznice a jedné z téchto secen? 19. Postupujte dle na-
vodu. 20. Vyuzijte vlastnosti stfednich pticek. (P¥imka AB je rovnobézka
s KL v bodé M atd.) 21. Vyuzijte vlastnosti t&znic a soumérnost podle 7.
22. Vyuzijte symetrii podle stfedu kruznice vepsané. 23. Vyuzijte toho, ze
prusecik uhlopticek, podle néjz je kazdy rovnobéznik soumeérny, je soucasné
prusecikem os rovinnych pasi, na nichz lezi protilehlé strany rovnobézniku.
24. Nechf P je uvazovany prise¢ik danych kruznic m = (M,r1), n = (N, r3)
a R, @) paty kolmic z bodi N, M (v daném potadi) na hledanou se¢nu.
Oznacme jesté R = Sp(R) a N’ = Sp(N). Pfimky N'R’ a M@ jsou rovno-
béZné a maji vzdalenost a/2 (zdtvodnéte!). Proto je pfimka M@ teénou z
bodu M ke kruZnici k = (N’,d/2) a hledanou seénu sestrojime jako kolmici
z bodu P na tuto te¢nu. 25. Hra¢ A polozi v prvnim tahu minci pfesné do
stfedu S stolu. Dalsi mince klade tak, aby byly soumérné podle S s mincemi
polozenymi hracem B.

4. Osova soumérnost

1. Necht o je kolmice na b v bodé C' a V prusecik ptimek a, b. Sestrojte
S,(CV). 2. Vyuzijte toho, ze mnozinou vSech bodi, které maji stejnou vzda-
lenost od primek a, b je sjednoceni os soumérnosti, které zobrazuji jednu z
pfimek na druhou (tzv. osy ruznobézek). 3. Rozliste situace, kda a, b jsou
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a) rovnobézné, b) riznobézné. Pro situaci b) dokazte, Ze hledand pfimka je
kolmice na nékterou z os ptimek a, b. 4. Vyuzijte obrazy bodu A v symetriich
podle danych os thla. 5. Sestrojte m' = S,(m). Kam se zobrazi bod B? 6. V
rozboru uvazujte symetrii podle piimky BX. Kde bude lezet obraz bodu A a
jaka bude jeho vzdalenost od B? 7. Necht o je osa thlu BAD a B’ = S,(B).
Dokéazete sestrojit trojuhelnik B'C'D? 8. a) Zvolte na polopiimce AC' bod
E tak, aby |AE| = a + u a urlete velikosti vnitfnich ahli v trojahelniku
ABE. b) Zvolte na polopfimce AC bod E tak, aby |AE| = a — u a urcete
velikosti vnitinich thli v trojihelniku ABE. 9. a) Zvolte na polopfimce AB
bod E tak, aby |AE| = a + b a sestrojte nejprve trojihelnik ABE. b) V
rozboru zvolte na polopiimce AB bod FE tak, aby |AFE| = a + u a sestrojte
nejprve trojuhelnik AED. ¢) V rozboru zvolte na polopiimce AB bod E
tak, aby |AE| = u a sestrojte nejprve trojuhelnik CBE. d) Zvolte na po-
lopfimce AB bod E tak, aby |AE| = a — b a sestrojte nejprve trojihelnik
ABE. 10. Sestrojte nejprve trojuhelnik ABD, kde D je bod poloptimky AC
a |[AD| = a+ b. 11. Na pfimce AC zvolte usecku DE délky a + b + ¢ tak,
aby bod A lezel mezi D, C' a |AD| = c. Dokazte, ze |ZEDB| = «/2 a pak
sestrojte trojuhelnik £ D B. 12. Sestrojte trojuhelnik ABD, kde D je bod po-
lopfimky AC a |AD| = a+b. (Vypocitejte nejprve velikost thlu ADB. 13. V
rozboru vyuzijte ten bod D tsecky AC, pro néjz je |CD| = a. 14. V rozboru
vyuZijte ten bod D tsecky CB, pro néjz je |C'D| = b a vypocitejte nejprve
velikost thlu ADB. 15. V rozboru vyuzijte ten bod D polopfimky C'B, pro
néjz je |CD| = b sestrojte nejprve trojuhelnik BDA. 16. Na piimce AC
zvolte usecku DE délky a+ b+ c tak, aby bod A lezel mezi D, C' a |[AD| = c.
Urcete velikosti thld BDE, BED a pak sestrojte trojuhelnik EDB.17. V
rozboru zvolte uvnitf poloptimky BA bod D tak, aby trojihelnik DBA byl
rovnoramenny se zakladnou DB, vypocitejte velikost thlu ACD a pak se-
strojte trojuhelnik DAC'. 18. V rozboru zvolte na poloptimce AC bod D tak,
aby |AD| = a+ b, vypocitejte velikost thlu ABD a pak sestrojte trojihelnik
ABD. 19. Dokazte, 7e pro A’ = S,(A) je |AX| + |XB| = |[A'X] + | XB|,
a pak to vyuzijte. 20. Vyuzijte pfedchozi lohu a body C' = Syx(C) a
C" = Syy(C). 21. a) Vyuzijte tlohu 19. b) M&-1i byt odchylka piimek BX
a p dvakrat vétsi nez odchylka primek AX a p, lze bod X najit jako prusecik
pfimky p s te¢nou ke kruznici k = (A',|A'C|, kde A’ = S,(A) a C je stied
tsecky AA’. Dokazte. 22. Vyuzijte tlohu 19 (konstrukei pro kazdou zvole-
nou situaci zdtivodnéte). 23. a)3 obrazy, b) 5 obrazii. Obraz v zrcadle vznika
jako obraz symetricky s pfedmétem podle roviny zrcadla. Pti feSeni tlohy
znazornite roviny zrcadel pfimkami a uzijete osové soumeérnosti. O vysledku
se presvédéte pomoci dvou zrcadel. 24. Vyuzijte S,. 25. Necht N je stfed
kruznice n, T' je bod dotyku kruznice k s hledanou kruznici w(U,z a V ten
bod poloptimky UT, pro né&jz plati [VU| = x + |NS|. Dokazte, ze troju-



72 KAPITOLA 11. VYSLEDKY A NAVODY

helnik NV'U je rovnoramenny a vyuzijte soumérnost podle osy tsecky VL.
26. Oznacte P, () paty kolmic z bodu X na ramena BC', AC. K dikazu vy-
uzijte obraz trojuhelnika AX (@ v soumérnosti podle pfimky AB a vlastnosti
uhlu stiidavych.

5. Afinni transformace, samodruzné objekty a zakladni afinity

1. Osova soumérnost. 2. Rotace, pokud « # km. 3. Rovnobézné promitani.
4. Z podminky X' — Y’ = A(X —Y) (A # 0) pro libovolné dva body a
jejich obrazy plyne X' + AX = Y’/ + A\Y = ¢, kde ¢ je konstanta. Je-li
A = 1, musi byt ¢ vektor (zduvodnéte!) a pak jde o posunuti a pro A # 1,
je ¢ hmotny bod (1 — A, S) - stejnolehlost Hg ). 5. a) M = [—2, —1], nem4
samodruzné sméry, b) M = [—4, —2], A = 3, samodruzny smér dén vektorem
a=(1,0),c) M =[2,1], A = —3, vSechny sméry samodruzné (stejnolehlost),
d) nema samodruzné body, vSechny sméry samodruzné (posunuti), €) nema
samodruzné body, pro A = 1 je samodruzny smér dan vektorem ¢ = (0,1) a
A = 2 je samodruzny smér dan vektorem ¥ = (1,0). 6. a) M = [—-1,6, —6],
A = 2, samodruzny smér dén vektorem @ = (0,0,1), b) p: x =1, y =
3t, z=1—1, A = 1, samodruzny smér dan vektorem d@ = (1,3,1), ¢) nema
samodruzné body, dva samodruzné sméry: ¢ = (1,—2,0) pro A = 1 a ¥ =
(0,1,0)proA=2,d)p: 2 =2, y=—-1—1t, z=1t, A =1, tfi samodruzné
sméry: @ = (0,—1,1) pro A =1, 4 = (3,2,1) pro A =4 a7 = (-2,2,1)
pro A = —1,e) 0 : z+y = 0, samodruzny dvojsmér uréeny vektory u =
(0,0,1), v = (1,—1,0) pro A = 1 a smér uréeny @ = (2,3, —2) pro A = —4,
f)o: 2 —y+32—1=0, dvojsmér uréeny vektory @ = (1,1,0), o = (0, 3,1)
pro A = 1 a smér uréeny a = (2,1, —1) pro A = -1, g) M = [7,—16,—6],
samodruzny smér dan vektorem @ = (0,1,1) pro A = 0 (zobrazuje se na
nulovy vektor - zobrazeni neni afinita, nebof 6 = 0). 7. a) § = 1 (pfima
ekviafinita), je zékladni afinitou, protoze méa pfimku samodruznych bodu
(0: 2x —2y —1 = 0) a neni elace, nebot pro smér afinity dany vektorem
§=(1,2) plati 5§71, #0,b) § #0,0 : z+y—z—1=10,5=(1,3,2) pro A = 3,
§-M, # 0, neni elace, c¢) neni afinita (§ = 0), d) neni afinita (6 = 0),e) § = —1,

neni z&kl. afinita, m& pfimku sam. bodd (p : =z = =2, y = =2, z = t).
8. a) Dané zobrazeni ma anal. vyjadieni f: 2’ = %x + %y + %, Yy =y+1,
Illemé 2sam. E)ody plati napt. [ = f3faf1, kde f; : 2 :1§x + 3y — 3, y’gz
sttsyts o @ =a+y ¥ =2y f3: 2 =3y ¥y =—-x+3y,

b) f: 2 =—x+4, Y = —y+ 2, ma jediny sam. bod B = [2,1], f = fofi,
kde f1: o' = =3x+4y+4, v = —2x+3y+2, fo: ' =3x—4y, y = 2x—3y,
) f: 2 =2x+y+1, ¥y =—x+43y+2, mé jediny sam. bod B = [0, —1],
f=faofi,kde fi: 2/ =3z, y =x+y, fo: 2/ = %:c—l—y—l—l, y = —§x+3y+2,
d) f: 2 = %x—%y—l—%, y' = x+1, ma jediny sam. bod My = M{, f = faf1,
kde fi : @/ =2z —y+1, ¢y =a+1, fo: o/ =z2+3y—35 ¢ =y
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9. Lze zvolit tfi nezavislé body a z rovnic afinity urcit jejich obrazy a pak
postupovat jako v pfedchozich tlohach. Pro My = [0, 0], M; = [1, 0], My =
[07 1]7 mame M(l) = [17 _2]7 M{ = [37 1] M, = [ ; _2] a f f3f2f17 kde
fii ' =—y+1, ¢ =2043y—2, fo: @’ =do+y—-1, ¢y =352+3y—3,
f3: lJ:l‘) y/:l‘—’_%y_%

6. Posunuti

1. a) Sestrojte libovolny bod Ay € p abod By € gNk(Ay, d). Déle bod Cy jako
prisecik tsecky AgBj s pfimkou rovnobéZznou s p a jdouci bodem C'. Déle
vyuZijte posunuti o vektor C' — Cy. Uloha mé 2, 1 nebo 0 feseni. Zdvodnéte.
b) Resi se analogicky. 2. Necht O je stfed tisecky S1.9;. Vyuzijte posunuti o
vektor S; — O nebo Sy — O. Uloha mé 0, 2 nebo 4 fefeni. 3. Danou pfimku
nebo kruznici zobrazte v T3 nebo v T5. 4. Necht  je vektor velikosti d a
rovnobézny s piimkou c. vyuzijte 7z a 7_z. Jsou-li a, b riznobézky, ma tloha
1 nebo 2 feseni. Jsou-li rovnobézky, ma 0 nebo nekone¢né mnoho feseni. 5. Je-
i b ¢, jsou a, b, ¢ a d navzajem rovnobézné a feSenim je kazda primka, jez
obsahuje M a je s nimi rtiznobézna. Jsou-li b, ¢ riznobézky, lezi pruseciky
danych pfimek ve vrcholech rovnobézniku. Bodem M vedte rovnobézky s jeho
uhlopfickami. Postup zdvodnéte posunutim. 6. Sestrojte naptiklad obraz
trojuhelnika DAE v 7. 7. Oznacte po fadé A, B priseciky (rtzné od T')
piimky OS's kruznicemi m, n a vyuZijte Tg5(ABC ). 8. Vychéazejte napiiklad
z vlastnosti obrazu tsecky MN v posunuti T3%. 9. a) Necht @ je vektor
velikosti d a rovnobé&iny s p¥imkou ¢. vyuzijte 7y a 7_z. Uloha mé 0 az 4
feSeni. b) Necht P, @ jsou paty kolmic z bodi S, O na ptimku ¢. Vyuzijte
TP—Q>. 10. Bez jmy na obecnosti predpokladejme r; < 75 a v rozboru oznacme
P, @ paty kolmic z bodi S, O na pfimku p. Necht X = 7;2(A). Klicem k
feseni je vyjadieni | SX| pomoci d a sestrojeni trojihelnika SOX. 11.a) Necht
K, L jsou po radé priseciky ptimek m, n, které ohranicuji feku, s libovolnou
kolmici k nim a m lezi mezi A a n. Posunite polorovinu pA o vektor KL.
b) Reste analogicky. 12. Pievedte na Heronovu tilohu (tzn. tlohu 19 ze str.
32) pro piimku p a body 7z(A), B, kde i je vektor velikosti d rovnobézny
s pfimkou p a vhodné orientovany. 13. a) V rozboru urcete nejprve délky
stran trojithelnika BCE, kde E = T5;(A). b) V rozboru urcete nejprve
délky stran trojuhelnika BCFE, kde £ = T5z(B). ¢) Je-li E = T55(B),
pak |AFE| = 2s. Dokazte to, pak vychazejte z konstrukce trojihelniku ACE.
14. Vyuzijte bod E = T5z(B): Usetka AE mé délku 2a, jeji stfed je B a
bod C' je prisecikem kruznice k = (B,b) s obloukem /¢, ktery mé tétivu AE
a obvodovy thel velikosti w. 15. Sestrojte B : k Nm(A,r) a pak vyuzZijte
T5(k), resp. To3(k). 16. V rozboru vyuzijte bod E = T55(B) a vyjadiete

= |ZADE| pomoci v a § (rozliste situace y+d > m, y+d < may+J =m).
Pak vychazejte z konstrukce trojihelniku ADE.
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7. Otoceni

1. Vyuzijte Rs o @ R —qo. Je-li ¢ odchylka piimek a, b, pak tloha nemé fe-
seni pro @ = ¢ nebo a = m — . Pro ostatni hodnoty a ma vzdy dvé feseni.
2. Zobrazte jednu z kruznic v R +r/2. 3. Dokazte, Ze ¢tverec i rovnobéznik
maji tentyz stied (viz cv. 23 na str. 24) a pak vyuzijte R4 /2. 4. Sestrojte
a' =Re, +o(a), kde p = |ZKML|. 5. Vyuzijte m’ = Re1ax/3(m). 6. Otocte
¢tverec v rotaci Rasar/3. 7. Nechf a = |KL| a O je stfed ¢tverce KLMN.
Sestrojte kterykoliv ze ¢tvercti se stfedem O a stranou délky d. Pak zjistéte,
o jaky tuhel je zapotiebi jej otocit, aby byl vepsan danému ¢tverci. Otoceni
provedte. Je-li dv/2 < a, nemé tloha FeSeni. M4 1 FeSeni, je-li dv2 = a,
nebo 2 feseni pro dv/2 > a. 8. Bez jmy na obecnosti predpokladejme, Ze lo-
mena ¢ara ABC DA ma kladnou orientaci. Oznacte K" = R /2 a vyjadiete
velikosti thld v trojuhelniku ALK’ pomoci ¢ = [/BAK]|. 9. Zvolte v kruz-
nici libovolné tétivu KL délky d a pak ji otocte kolem stredu kruznice tak,
aby obraz pfimky K L prochazel bodem M. 10. Zvolte v kruznici libovolné
tétivu KL délky d a sestrojte mnozinu U vsech bodi X, pro néz ma thel
KX L danou velikost. O jaky tihel je nutno kolem stfedu dané kruznice otocit
usecku KL s mnozinou U, méa-li obraz této této mnoziny prochazet bodem
M? 11. Vyuzijte feSeni tlohy 8.2. 12. Piimka a prochazi bodem A a protina
danou kruznici (O, r) v bodé X . Pfimka b prochézi bodem B a protina kruz-
nici k£ v bodé Y. V jednom z otoceni Rp /2 je obrazem primky a kolmice na
piimku b. Bod X se zobrazina Y abod Ana A’. Uhel A'Y B je pravy. Vyuzijte
Thaletovu kruznici. 13. Mnozinou je R »/3(k) U Ra,—r/3(k). 14. Mnozinou
je Razj2(k) URA —r/2(k). 15. Mnozinou je Ra r/a(p) URa,—n/a(p).

9. Podobnost a stejnolehlost
Symbol [P] znamena odkaz na ucebnici Pomykalova, E.: Matematika pro
gymndzia - Planimetrie, Prometheus, Praha, 1993.

1. [P], str. 163-167. 2. [P], str. 167-168. 3. Co je mnozinou pat @ kol-
mic z bodu A na piimku p? Pro body X mnoziny, kterou hledame plati
X = Ha2(Q). 4. Vyuzijte obraz pfimky BC' ve zobrazeni H 4. 5. [P], str.
170-171. 6. Situace a || b promyslete sami. Necht a a b se protinaji v bodé V.
a) Na a zvolte Y # V ana piimce AV sestrojte bod N tak, aby |[Y N| = |Y, al.
Pak uzijte stejnolehlost Hy, kterda zobrazi N na M. b) [P], str. 173-174.
c) Vyuzijte Hysa/3. 7. Zvolte napiiklad C' € n a vyuzijte Heo,—o5. 8. [P],
str. 174-175. 9. Sestrojenim tec¢ny ke kruznici n v jejim bodé T pfevedeme
na tlohu 8. 10. Necht 7' je bod dotyku hledané kruznice k s kruznici m a
Necht pfimky a, b se protinaji v bodé V (situaci a || b promyslete sami). Ze
stejnolehlosti Hy,, kterd zobrazuje k na m, plyne, ze pfimky o' = Hr(a)
a b = Hru(b) jsou teény k m rovnobé&Zné s piimkami a b a jejich prisecik
V' je obraz bodu V. To umoziuje sestrojit bod 7" a pak i stied kruznice k.
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11. [P], str. 172. 12. Reste analogicky jako tlohu 11. 13. Reste analogicky
jako tlohu 11. 14. Sestrojte pomocny trojuhelnik XY Z, ktery ma strany
rovnobézné se zadanymi piimkami (délku jedné strany zvolte). Body x, YV
a Z pak vedte rovnobézky se stranami trojuhelniku K LM tak, aby tyto
rovnobézky ohranicily trojuhelnik A’B’'C” stejnolehly s ABC' a opsany troj-
thelniku X X Z. Nakonec vyuzijte stejnolehlost, kterd zobrazuje A’B’C’ na
ABC'. 15. [P], str. 176. 16. Sestrojte k' = Haro05(k), je-li M vnéjsi bod
kruznice, resp. k' = Har—o5(k), je-li M bod vnitini. 17. a) [P], str. 169-
170. b) Vyuzijte stejnolehlost z tkolu a). 18. Jsou-li dany velikosti dvou
Ghlt trojahelniku ABC, (nebo pomér délek stran), je tim pevné urcen tvar
trojihelniku. Zname-li navic délku m o niz vime, ze ji lze z prvka trojuhel-
nika ABC' sestrojit, lze postupovat takto: Sestrojime pomocny trojihelnik
A'B'C’, ktery je podobny trojuhelniku ABC'. Z néj si odmétime délky tse-
¢ek pottebnych ke konstrukci tisecky m/, kterd v podobnosti odpovidé zadané
délce m. Podil m/m’ ke koeficientem podobnosti, ktera prevadi trojuhelnik
A’B'C" na trojuhelnik ABC'. Z délek m’, m a napfiklad délky ¢/, kterou z
trojuhelniku ABC' odméfime, lze (jako ¢tvrtou geometrickou imérnou) se-
strojit délku ¢ strany AB trojihelniku ABC' (nebo si odméfime jakoukoli
jinou délku d’ a k ni sestrojime odpovidajici délku d potiebnou ke konstrukci
trojahelniku ABC).
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KAPITOLA 11. VYSLEDKY A NAVODY
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