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1. Uvod

V technice a piirodnich v&dach, ve vyrobé i vZivoté se Casto setkavame se
zé.jimavfzmi vlohami, v nichZ je zapotfebi nalézt extremalni hodnoty matematickych

funkci, tj. jejich maxima a minima. Tyto Glohy se obvykle fes{ diferencidlnim pogtem

.(poprvé se s nim seznamuji studenti n€kterych stfednich 3kol, jinak aZ na VS). Ptesto

mnoho t&chto tiloh mohou Fesit jiz i mladsi Z4ci stfednich Skol, nebo nadan{ Zéci 2.
stupné Z8 vyssich t¥id bez znalosti diferencidlniho podtu za pouZiti jednoduchych -
prostiedkti elementdrni matematiky. Zmin&né ilohy maji jednak Siroké moZnosti
praktického pouziti a jsou tedy prostfedkem, jak zakim ukézat vZiteCnost matematiky,

jednak jsou vynikajicim motivaénim &initelem pfi vyuce matematiky. Proto jsem se

* rozhodla zabyvat se elementarnimi metodami feSeni takovych dloh ve své diplomove -

praci, jejiz hlavnim cilem je poskytnout informativni a praktickou pomfcku pro praci

s Zaky v nepovinné matematice.

| Diplomova prace je rozd&lena do &tyf Sasti podle jednotlivych metod, kde kaZda
obsahuje teoretickou &4st s popisem metody a Fedené Glohy. Vzhledem k rozsahu préice
nebylo moZné zabyvat se viemi b&Zn& uZivanymi elementarnimi metodami, proto jsem
se omezila na pouZiti A-G nerovnosti, metody diskriminantu, vyuZiti vlastnosti

kvadratické funkce a také na vyuZiti extrémi kubické funkce.



e s e e e

2. Vyuziti A-G nerovnosti

'V této kapitole se sezndmime s metodou, kterd vyuZivd Cauchyovy nerovnosti
mezi aritmetickym a geometrickym primérem k vyfedeni extremalnich vloh. Nejprve si

zaved'me pojmy aritmeticky a geometricky pramér.

Aritmeticky primeér

Necht’ x=(x1,x2,...,xn). Aritmetickym priumérem &isel x,,x,,...,x, nazveme takové
gislo 4,(x), pro které plati:

A ()= X, +x2:...+xn

Geometricky prumér

Necht x = (xl,xz,...,xn); x, 20, i=12,..,n. Geometrickym primérem ¢&isel x,,x,,...,X,

budeme nazyvat &islo

G,(x)=1/x +x, +..+x,

Véta 2.1: (o A-G nerovnosti)

Necht' jsou dana nezaporna &fsla x,,x,,...,x, . Pak plati

G.(x)<A,(x)

- pfiemz rovnost nastava pravé, kdyz

- Dikaz:

a) v prvni &asti dokaZeme, Ze rovnost nastava prave tehdy kdyz -

X =Xy ==X,
Necht’ X =X, ==X, =S PoloZime S, =% +x,+.+x,=ns pak
4,(x)=—2 =§A=saa,,(x)_=n[3_n] _Sh 5 Tedy 4 (x)=G,(x).

n n n n
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b) Neplati-li a), pak v8echna x nejsou stejné a aspoii jedno z disel je veét§i nez —* a
: 7

. } N o W S ) i b ‘vr S S
aspoii jedno z &isel men§i neZ — . Oznadme tyto &isla x, a x,. Pak x, <—" a x, > .
n n n

VyuZijme pomocne véty.

Pomocnd véta:

JestliZe pfi konstantnim son&tu dvou &isel men3 &fslo zvEtsime o hodnotu mensi, nez je
absolutni hodnota jejich rozdilu, a druhé o stejnou hodnotu zmensime, pak se zvetsi

soudin t&chto &isel.

Dikaz:

Ozna¢me tyto &isla a,b , kde a<b. Zvolme a'=a+é& a b'=b—¢g, pfitemz

b-—a>¢g>0. Pak Va'-b'=(a+£)-(b—s)=ab—a8+b£—gz=ab+£(b—a—g).
Z podminky pro & je e(b—a—g)>0, tzn. Ze a-b'>ab.

8 vowrts : S ! S, ceps s
Zvolme x, =2 (zv&tsili jsme x, 0 —*—x,) a x, =x,+x,—— (zmensili jsme x; 0
n T n n

it—-~x,,).
n

. . !
Pro ostatni x, =x;, j#r,s

. r ! ) r !
dele prededlé véty plati x,-x, <x, -x, atedy &/x:..x, <4x .x, . Jsouli &sla x,,

i=1..,n rovna priméru, pak G(n) < G’(n) =n [i’-] = S =4 (x) V opainém
. n n

ptipad® cely postup opakujeme dokud vechna Cisla nebudou rovna prumeéru.

Gnlx)< G'nlx)< G"n(xj <<t [ﬁ’-)n L An(x)

n

: Gn(x) < An(x).



‘Chyby pti A-G nerovnosti
P¥i pouzivini A-G nerovnosti k uréovéni extremalnich hodnot algebraickych vyrazd se

mohou vyskytnout tyto chyby:

() Uzit{ A-G nerovnosti i pYesto, Ze n&ktery z €initeld je zaporny.
Nerovnost viak obecng plati jen za pfedpokladu, Ze ﬁ‘s’echny do ni dosazovane
gleny jsou nezdpornd. Je-li tedy néktery znich zéporny, musime tulohu FeSit
jin)’rrﬁ zpﬁsobem nebo vyraz vhodn& upravit.

(b) Nevhodna tiprava a volba vyrazu pro A-G nerovnost:

1) vyraz neni po odhadu omezen konstantni funkei
P ~ UrZete maximalni hodnotu vyrazu

V=4x(11-x), 0<x<11

A-G nerovnost pron=2

,——4x(11_x)54x+(11_—x):3x+11 PERIEINY

2 2 2

odtud
2
< (Eizﬂ_lj — 484

Pfi tomto odhadu jsme se sice nedopustili formaing Z4dné chyby, ale &islo 484
neurduje maximalni hodnotu vyrazu. Rovnost ¥ =484 totiZ nemuZe nastat,

protoZe podle v&ty o A-G nerovnosti by muselo v piipad€ rovnosti platit

4x=11-x, t. x=-15—1. My jsme viak dosadili x=11 (maximalni, moZnou

hodnotu x). Vyraz ¥ musi byt upraven tak, aby na jedné stran€ vyila
konstantni funkce (tj. aby se vyrazy s prom&nnou vyrugily, resp. vykratily)(viz
obr. 1).
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2) vyraz je po odhadu omezen konstantni funkel, pfiemZ se ignoruje podminka
za jaké nastava rovnost
Pt.  V=4x(11-x)

A-Gnerovnost pro n=3

'3{7—54.x11_xs4+x+(11—x)=5

3

V<5
Rovnost ¥, =5 nastiva pravé tehdy, kdyz 4 =x =11-x.
Tato soustava viak nemd FeSeni. Musime tedy dbat na to, aby soustava pro

rovnost A-G nerovnostl méla fedeni.

Spravny postup:

V= 4%(11-x). Podminka 0<x<11 ném zaruduje nezépornost Slenti. Vyraz

V' vydélime 4, tedy % = x(l 1- x) . PouZijeme A-G nerovnost pro n= 2"

/x{llnxjsf-ﬂLJC):E

2 2
2

Y. E)

4~ 2

V=121

Rovnost ¥ =121 nastavd, kdyz x=11-x

2x=11

10



nejvétsi hodnota vyrazu V je 121 pro x = %

11



2.1

2.2

Ulohy:

Najdéte nejvétsi hodnotu vyrazu ¥ =x(8-x), 0<x <8.
Regeni:
Pouzijeme A-G nerovnost pro n=2, aby po odhadu vysla konstanta.

<x+(87x)
B 2

x8—x

x(8-x)<16 |
Nejvitsi hodnota vyrazu je ¥ =16 ,-a to nastane, kdyz x =8—x. Tedy x=4.

" Nejvatsi hodnota vyrazu je 16 pro x=4.

Pravotihelnik m4 obvod O =18 cm. Najdéte takové rozméty a,b, aby mél

maximalni obsah.

Regeni:
Obvod pravodhelniku je O = 2(a+b)= 18.
. 9-X Polozme a=x, b=9-x, pak pro obsah plati
) S =x(9-x) |
obr. 2 . - _
a=Xx Podle v&ty 2.1 je «/xi9—-xisf%i)=%,
kde O0<x<9.

Po tpravé je S < 87} . S mé nejvétsf hodnotu S, = 821— prave, kdyZ plati x=9—x.

Tedy'x=%=4,5, a=4,5cma b=4,5 cm.

Pravotihelnik mé maximalo{ obsah S =20,25cm’, kdyZ mé ob& strany stejné
dlouhé, a=b=4,5 cm.

12
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2.3

2.4

e

Zahradnik mél pravoﬁhi}’r pozemek tEsn€ u feky tak, Ze feka tvofilﬁ hranici
pozemku z jedné strany. Na oploceni spotfeboval 300 m pletiva. Najdéte rozméry

jeho pozemku, kdy? vite, Ze ploSny obsah je maximalni.

Resent:
' a@ PondvadZ oplotil pouze 3 strany, miZe zapsat
b a+2b=300, 0<b<150 -
5rnqx . :
e  Oznadme b=x,pak a=300-2x
e e |
— T . Obsah pozermku je
obr. 3
S=a-b=(300-2x)-x
- §=2(150-x)-x

=(150—x)-x

(SRR}

Podle A-G nerovnosti:

ﬂ/iISO—xi-x S—(—ls—o_zx)i,po tprave

2
S= 1507, 2 =11250. Nejvétsi moZny obsah S, =11250 nastane, kdyz
150—x=x
150=2x
x=75

Tedy b=75m a a=150m. _
Zahradnikdv pozemek byl obdélnik 75 m x 150 m.

Soutin dvou kladnych &isel, jejichZ souget je konstantni je nejvatsi tehdy, jsou-li

tato Cisla stejna. DokaZte.
Reent:
Oznadme &sla x,y a jejich soudet x+y==k.Pak y=k—x a soudin téchto &isel

je x(k—x).

. Podle véty 2.1 mohu napsat

13



2.5

: | , :
J xik xi <_—%-ﬁ Po . Gprave x(k x)<% Vyraz je nejvétsi, nastavd-li

rovnost, tj. kdyZ

x=k-x
k.
x=—
2

Pro y=%.Tedy x=y.

Z kulatiny tvaru valce je tfeba vyfezat tram s nejvét§ini objemem. Jaky tvar musi

mit pfitny fez tramu?
Refent: _
Aby byl objem tramu maximalni, musi mit jeho podstava

maxn:nalm obsah, tj.
i: S=x-y.Zobr 4p1yne ¥ -—dz—x kde d je primér
E kulatiny.

| Maximalni obsah nastane pii stejnych hodnotich jako

iy
.

ZA-G nerovnosti :
S =.xHd? - <—J———Jx2+ & —x ~—d—2

2

d
tedy S<—
Y 2
A L a2 s d
Nejvétsi hodnota S je ?,coz nastava pfi rovnosti x” =d" —x". Tedy x=5«/§

d
-2,
;2

. ' . d
Tram musi mit &tvercovou podstavu o rozmérech x =y = -j-w/E

14 -
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2.6

2.7

Mezi viemi obdélniky vepsanymi do kruZnice o poloméru R, naleznéte ten, ktery
m4 nejvEtsi obsah.
ReSeni:

viz. 2.5 [¢tverec o strand R+/2 ]

L)

Najdéte nejv&tsi moZnou hodnotu virazu ¥ =3x—2x*, 0<x<~.

Y]

ReSeni:
Vyraz ¥V musime vhodn& upravit, aby soulet dvou ¢&lenfl, jejichZ druhou
odmocninu geometrického priméru méme na levé stran&, nezédvisel na x a

. . 3 ,
zarovell, aby existovala hodnota x zuvaZovaného intervalu <0’§> , pro ktery se

tleny rovnaji.

V= x(3 —Zx)

2 =2x(3-2x)< [Eﬁz_x)}z -

9
2 4

V<

oo | o

v =2

8
Rovnost nastava prave, kdyi
2x=3-2x

4x =3

3
x==
4

Nejvétsi hodnota vyrazu je % atopro x = % :

15



2.8 Papirovy drak mé tvar krahové vysede. Urdete polomér a pfisluSny oblouk vysete

tak, aby drak m&l maximalni ploSny obsah, je-li obvod kruhové vysele I.

obr. 5

Obvod vysede je [ =2r+s, kde s=22—m:-a=roc
T

[-2r
¥

I=2r+ra odtud =

Pro obsah vysede plati S=-12-r2a (nebot obsah

krubu je m? a obsah vysele suhlem « je

2

Tr 2
a=5-a.
2z
Tedy S = %7‘2(1 —r2r] = %r(l -2r)= r(é-— r)

S vyuzitim A-G nerovnosti pro # =2 dostdvame: -

2 2
35(1) =L
4 16

2

2 4

S je nejvétsi, kdyz S = % ,tzn. kdyZz r = -é——r

Vyse€ ma mit tyto rozméry r =

[ I
—as=—.
4 2

16



2.9 Do rovnéramennéh_o trojithelniku o zékladng z ak ni ptisiudné vysce h vepiSte
obdélnik nejv&titho obsahu. '

Resen:
Obsah obdélnfka je S=x-y. Zpodobnosti
trojihelnikd plyne:
4 X x_h-y_ 1-2
h 2 B h
¢ X= z(l — Z—]
h
2 4

h— z :
Obl'. 6 Ted S el 1-—1)- e (.—-J—} . | pe— h— .
y Z( ik e h( y)-y

PouZijeme A-G nerovnost pro n=2:

’ES = ,/ih_yj.y g%,poumocnéni

2

h
h— £—
( yb’ 2

e

S< K _zh
: “h 4 4

SN

Maximélni obsah je S, = % ato je, kdy?
h—y=y
h=2y

y—ﬁax—z
5 =

Obdélnik ma maximalni obsah S = —Zé—?- jsou-1i jeho rozméry x =% ay= %

17
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710 Do rota&niho kuZele o poloméru: R a vyice v vepiste rotaénf vilec o nejvetsim
plasti.

Redeni:

k il
obr. 7 obr. 8

Pro obsah plasté Q plati:

Q=2m-h

Z podobnost1 tIOJuhelm'ku je
r _v—h_ - h
R v v

At

Tedy Q = ma(l - f’-) h ~—( h)h
v
_Podle 2.1 mohu napsat

— (v—h)+h
q/iv h )h < ———-——2

o< _2@ v: = n'};v , pfiem?Z rovnost nastane prave, kdyz
¥
v-h=nh
2h=v
b= Y
2

| . 1) R
ro ¥ dopoéteme r=Ri1—=|=—.
P P ! ( 2) 2

18



T N R TE LI TR

et memmes s

o . R Y v
Do kuzele vepiSeme valec 0 poloméru r = 5 avyice h= 5

2.11 Do koule o poloméru R vepiste rotaéni valec nejvétsiho plasts.

- Regeni:
P Pro obsah plaste plati:
N g=2wh |
, Z Pythagorovy w8ty je - h=2+R*-r’ tedy

Q=2 20R*~r* = amfrt(R? —r?)

@ S vyuZitim A-G nerovnosti je
—— - : 2 22 :
obr. 9 47zﬂl_r2iR2 —r? ) < 4ﬂ£ﬂ%—rl =27R’

Q... =2aR* pravé tehdy, kdyZ

r2 =R2_r2

_RA2
2

¥

Dosazenim do vztahu pro hje h=R-~2

Rotaéni valec ma podstavu o poloméru r = R f avysku h=R- V2.

2.12 Do trojuhelniku vepiste rovnob&inik KLMN takovy, aby dvé jeho strany leZely ve
stranach trojthelnika. Urdete bod L na strand BC, tak aby rovnob&Znik mél
maximalni obsah.

Reseni: .

Oznatme S obsah trojuhelnika 4BC, P obsah

rovnobéinika KLMN a S;, Sz obsahy zbylych

trojthelnikh KBL, MLC. Pro obsah P

rovnob&Zniku plati:

P=8-(S,+S,)

Z pomé&rh obsahtl trojubelniku S; a Sz

19
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‘ - ]
: kﬁojﬁhehﬂcuS(—g=kf, 2

2 =p ) dostavame
s
P=s-(2s+i2s)=SW(E +k2))
dale z poméri stran trojuhelniki ke strané trojihelniku ABC dostavame vztah

ﬁ+.a_2=k1+k2 =£1—+£2—=£=1,tedy ki +k,=1.
a a a (£

Po umocn&ni a malé tGpravé dostaneme

2kk, =1- (kf +k22) a po dosazeni do vztahu pro obsah P =2kk,S.

Dale plati

2 k,S < 25[ i ;kz )2 , odtud

2k k,S < ZSi- = % P =~g— pravé tehdy, kdyz
bk =L

Bod L le#i v poloving usetky BC.

Pozn.

Dosud jsme fe$ili tlohy pomoci A-G nerovnosti pro » = 2. Zaméfme se nyni na

tilohy, kde vyuZijeme nerovnost pro # =3.

15
2.13 Najdéte nejviétd hodnotu vyrazu ¥ =x*-(15-2x), 0<x < -

Reseni:
Pouzijeme A-G nerovnost pro n =3, aby po odhadu vy$la konstanta:

2fx-x(15—2%) < x+x+(315_2x)_=5

. V<5 =125

Rovnost nastane, kdyz:
x=15-2x

- 3x=15
x=5

Cislo 125 je nejvétd hodnota vyrazu Vpro x=5.

20




5 14 Dané &slo a rozloZte na soudet i &isel tak, aby jejich sogéin byl nejveétsi.
Reeni: ‘
Oznagme jednotliva &isla x,y,z, pak x+y+z=a a x-y-z ma byt maximalni.

7, A-G nerovnosti pro n=3 plyne:

—— x+y+z_a
3x.y.zsf__;:_.——=§

a_ wowr a e ] a3 oW v a
Nejvétsi soufinje x-y-z= 27 pravé, kdyZ x=y=z =-§

Dané &islo rozdélime na tfetiny.

2.15 Je dan kuZel vyiky v a s polom&rem podstavy R. Najdéte vilec maximalniho
objemu, ktery je vepsan do kuzele.

Reseni:

\ "
. r 4

obr. 11 obr. 12

Pro objem vélce plati:
Ve =7 -
z podobnosti trojihelnika plyne:

¥ _v—h_l_h
R v v

21
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hzﬁ_%)v

Po dosazeni do V'~

R-
V=mt h=m’ -[l—%)v=7zr2v( Rr)=%’-r2(R-—r).

wrwe

Abychom mohli pouZit A-G nerovnost, rozifime vyraz

vV = %-rZ(ZR ~2r)

m<r+r+(2R—2r)
- 3

3 3 -
2RY S8R
. —_ [ -
r-r(2R 2r)__( 3 ] 7
. 8K 4w’

T 2R 27 27

2

= 471;3 pravé tehdy, kdyz

y=2R-2r
3r=2R

r=ER
3

C ‘ r 2R 2 1
Nkll i = ]_——' = 1-——-— = 1—— = —
pro vysk vyjde A [ R_]v ( 3R]v " ( 3]1; 3v

n=Ly
T3

Valec bude mit maximéh_]i V,kdyz r = %R ah= %—v .

22
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2.16 Do pravidelného Styfbokeho jehlanu vepiste kvadr maximalntho obj emu tak, aby
jeho dolni podstava teela uvnitt podstavy jehlanu a hrany jeho horn podstavy
lezely v bo&nich sténéch jehlanu.

* Objem kvadru je -

A

v  Zpodobnosti trojihelniki je 2.7 ,odtud -
X

&1 vy

"’{ T Y Pod {do ¥j |
JLENRE. I _ =7v——, 0 dosazeni do c

pas! T J

# £ a
= obr. 13 V:x. _Ejzz.x. a—x :l.x. 2a...2x
: _ 52 o) o2

Podle A-G nerovnosti plati:

3,7—”}6 Sa— % Sx+x-{-(2a—2x)

3
3 3
y x-x(Za—Zx)S[gg) =Si
. _ 3 5. 27

V<8a3'l_4a2v
27 2a 27

2
Maximélni objem ¥, =2

. Rovnost nastavé prave tehdy, kdyi

x=2a-2x

3x=2a

2
x=§a,proypo dosazeni za x vyjde y-—%v.

Vepsany kvadr ma podstavu tvaru &tverce o strand x = %a avysku y= %v :

23



2. 17 Do pravidelného ¢tytbokého jehlanu vep1ste rota&ni vilec o maximélnim objemu
tak, aby jeho dolni podstava Jezela uvnitt podstavy jehlanu a hrana horni podstavy

se dotykala bognich st€n jehlanu.

Regent:

Objem valceje V =mh.

Z podobnosti trojihelniki plyne

_v_

 odmd h=v-2"a
v a

(SREE

po dosazenido V" je

a obr. 14

=£v—-r-r(a—2r).
a

Po vyuziti A-G nerovnosti

3,7—” P sr+r-!—(a—2r)

3
. . a 3 3
r-r(a—Zr)s(—) -2
3 27
Vsm: a_ wva*
a 27 27
. )
Maximalnif objem V_, = ,je-li
r=a-2r
Ir=a
a.
r=—
3

Po dopoéteni je h= % .

Vilec ma polomér » =£3 avysku A =%

24
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2.18 DokaZte, Ze kostka je kvadr s maximélnim objemem pfi daném povrchu P.

e 7 Necht abc jsou délky tfech sousednich hran.. Potom

g Y]
n P=2(ab+'bc+ca)aV.=a-b-c

obr. 15 V2 — a2b2 2 _ (abXbCXCQ)

Podle A-G nerovnosti plati:

P 3

. (P
(ab)(bc)(ca)s(‘m#) = %

3
Vs(ﬁf
6

| VA
Maximalni objem ¥, = [-g) nastava, kdyz
ab=bc=ca tedy a=b=c.

' %
Pfi konstantnim povrchu P m4 nejvétsi objem V =[§) krychle.

2.19 Z plechového kruhu je moZné udglat kuzelovou &4st trychtyte. Z kruhu lze
vystiihnout vysed a zbyvajici 4st se ohne do kuZelovitého tvaru. Xolik stupiitt ma
mit stfedovy thel -pﬁsluﬁného oblouku vysede, abychom dostali kuZel

s maximalnim objemem?
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Oznaéme obvod podstavy

kuzele x, pak
x=2mr ar= i
_ 2
' Z Pythagorovy véty plyne:
? . 7 obr. 16 Hz_\/E?: RZ_ x22
; . _ 4
Objem kuzZele je
V= lyz?ZH
3
1 x? x? . 1 ' .
V=—g—s- R~ cely v{raz umocnime a vynisobime —, abychom mohii
3 477 Az? 4

pouZit A-G nerovnost.

, :
y2— ﬂ_z x* AR x
9 \ 4x7 47’
] v: _ zz_ X 2 o 2
. 4 9 2.47% 2.47° 4r*

x2 % | ,  x°
x? X2 x2 87> " 87r2 e C4n) R
3 [Rz - 2) <

87 87r

9 3 2 2 3
1’ R — =—7r" R ——7:R3\/_
9
2
=R2——x——— tedy
" /Rz‘gﬁz :27;RJ€
3 3

87:2 ' 4z’




2.20

Uhel ¥ vypodteme pomoci ptimé im&rnosti:

360° e 2R

a =360° —294° = 66°
a =66° .
Oblouk vysttihlé &asti ma 66°.

Ktery trojtihelnik mé pii daném konstantnim obvodu nejv&tsi obsah? Jak to
dokéZeme?
Regen:

Obvod trojtthelnikuje O =a+b+c=2s

Podle Heronova vzorce je obsah S = \/s(s —a)s -b)s—c), po umocnéni

S? =s(s—a)s —b)s—c) apo vydsleni s (s =0)
SZ
T=(s—a)(s—~b)(s—c)

Podle A-G nerovnosti:

{/(S—a)(s—b)(s-c)é (S—a)+(s—b)+(s—c)

3

3 ' 3 3

;\/(S_a)(s_b)(s_c)S(_l}(—s+a~s+b—s+ )_(_1)(a+b+c—3s)=(_1)(23—3S)=

3
(ﬂ— a)(sg—zb)(s—-c)_s—;—7

S<1’£=‘/§'32
“\N27 9

Maximini obsah S,,,, =-

2

nastava prave tehdy, kdyZ

S—a=s-b=g—c
a=b=c

Nejvetsi obsah pti daném obvodu m4 rovnostranny trojGhelnik.

27

8



-

2.21 Necht P je vnitini bod trojuhelniku 4BC a necht x,y,z jsou v daném poradi
vzdélenosti bodu P od ptimek BC, AC a AB. Kde ma byt umisténjr bod P, aby byl

soudin xyz maximalni?
Reseni:

Necht’ g,b,¢ jsou v daném pofadi délky stran BC,
AC, AB. Podle A-G nerovnosti plati:

3“axibyiczi£w’

3
ale vime, Ze ax+by+cz=28, kde Sje obsah

trojdhelniku  (viz obr. 17). Tedy maximdalni

hodnota soucinu xyz je

3
axbycz < (2—:‘-)

i< 88
" 27abc

3

" 27abe
UkéZeme, Ze ax =by =cz plati pouze, kdyZz P

xyz prave tehdy, kdyZ ax=by = cz

vvvvv

je  umistdni v t&ZisH trojﬁheiniku ABC.
Pfedpoklddejme, Ze CP protind 4B v bodé D.
Necht' a, 8,7,6 jsou thly znizorn&né na obr.
18. |
b-sinff AD

Plati, Ze ——=
a-since DB

Tento wvztah

dostaneme  aplikaci sinové véty na
trojuhelniky ADC a CDB. Dostaneme:

4D b , DB __a
sinfi siny  sina  sing

z techto rovnosti vyplyva, Ze

b-sinff _ ADsiny 4D
a-sina  DBsind DB

nebot ¥ a & jsou doplitkoveé thly.

Po pouziti uvedené rovnosti méime:

- 28



2.22

AD bsmﬂ by/CP _by
DB a-sineg  ax/CP ax

A z toho vyplyva, Ze AD = DB jen tehdy, kdyz by = ax. Tedy ax = by jen tehdy,
kdyZ bod P lezi na té€Znici prochézejici vrcholem C.

Podobné je moZné ukézat, Ze ax = cz pouze tehdy, kdyZ bod P leZi na t€Znici
prochézejici bodem B. Z toho vyplyva, Ze ax = by = ¢z tehdy, kdyZ P je t8Zit¥m
trojihelniku ABC.

Pozn.

Vscchny pfedchozi piiklady byly na hleddn{ maximalnich hodnot a A-G
nerovnost se zde pouzwala jednim smérem. V dal§ich tlohdch ukaZeme, jak ji Ize

vyuZit v opaéném sméru k nalezeni minimalnich hodnot.

Najdéte takové kladné redlné &islo x, aby soudet tohoto &isla X a jeho pievracené
hodnoty byl minimélni.
ReSeni:

VyuZijeme A-G nerovnost pron=2.

x—i——a
1}xls 2
X 2

1
X+—

1<—2 po vynasobeni 2
2Sx+l
x

y 1. . . .
Soucet x +—~ je nejmensi, je-li roven 2. To je pravé, kdyZ
x

x =1, protoZe x je kladné.
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1
993 Jaké miniméalni hodnoty nabyva funkce f(x)=9x+—, x>0
' o ' x

2.24

ReSeni:

Podle A-G nerovnosti pro n =2 plati:

1 9x+l
’ NP S
Ox . 2

6<0x+ -
x.

f{x)... =6 pravé tehdy, kdyZ 9x = 1
. X

x==
3

Funkce nabyvéa minimalni hodnoty f (x) =6 pro x= %

Jaky tvar m4 mit pravothly pozemek, aby pfi stejném ploSném obsahu byla délka

ohrady co nejmensi?

Reseni:

Z,

obr. 19

Podle A-G nerovnosti:

s
1’x§s X
X 2

2\'/§Sx+§
. ox

mfo{

4JS <0

Obsah pozemku S =x-y je konstantni.
Tedy y= 5
X

Pro obvod dostaneme:

O=2(x+y)=2[x+£J

X

30



Nejmensi obvod je O, = 4+/S pravé tehdy, kdy? x= E, x#0
x

=S

B Js s

Pozemek musi byt Etvercovy.

pak y =

S S Js SJE:JE

2.25 7lab s obdélnfkovym prifezem o obsahu 18 dm’ se m4 zhotovit s pousitim co

nejmensiho mnoZstvi plechu. Jakou $itku bude mit plechovy pas?

ResSent: |
Je-li vyska obdélnikového prifezu x, je jeho
1%
x 18
- deélka —.
F / * o 4
i g ) Siie pasu d je tedy:
d
d=2x+ 18
obr. 20 . ¥

d= Z[x + 2)
x
Podle A-G nerovnosti plati:

9

x+=

x=< X
x 2

3<

LTRSS

12<4d
nejmensdi 3itka je d = 12 dm, kdy%

9

X=—

x=3 dm

Zlab zhotovime z plechového pésu o 3ifce 12 dm tak, Ze ve vzdélenosti 3 dm od
okrajii plech ohneme.




926 Na mist& znieného domu, ze kterého se zachovala pouze jedna stna, je tieba

postavit novy dim. Délka zachované stény je 12 m. Novy diim bude stat na plose

o obsahu 112 m°. Ekonomické podminky préce jsou tyto:

1) Opravalm (délky) stény stoji 25% ceny postaveni nove stény;

2) Demolice 1 m (délky) staré zdi a postaveni nové zdi s pouZitim starého
materidlu stoji 50% ceny postaveni nové zdi z nové}io materialu. '

Jaky je nejlep3i zplisob vyuZiti staré zdi? |

Regent:

' Necht se ze staré zdi zachova x m a

zbyvajicich (12-x) m se rozebere a ze

ziskaného materidlu se postavi ast stény

nového domu (obr. 21). Je-li cena 1 m nové

zdi a K&, pak oprava x m staré zdi bude stat

% K& vybudovéni &asti zdi délky

il 2- x) m bude stét il%—_x) K&. Zbytek této stény pak bude stat (a[y ~ (12~ x)])

K&, tetf sténa ax K& a &tvrta gy K&. Celd prace tedy bude stat

Ex—+i(1_2—_x) :M_)
4

p +'a(y+x—12)+ax+ay

—6a a tento vyraz ma byt

nejmensi, coZ z4visi na soudtu 7x-+8y. Vime, Ze x-y=112, takie
Tx-8y=56-112.

Podle A-G nerovnosti plati:

ms7x+8y

2

2456112 < 7x+8y

Nejmens{ hodnota v§razu 7x+8y nabude pfi rovnosti, kdyZ 7x+8y tj. y= %x

y dosadime do rovnice xy =112, a dostaneme %—xz =112, kde x =+/128 =113 m.
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ProtoZe délka staré zdi je 12 m, rozbourdme pouze 0,7 m stény.

' 7
2.27 Najdé&te nejmensi hodnotu vyrazu V = 1 +5x, x>-1.
x

Redeni:

Soudin viech s¢itanct musi byt konstantni, proto k V piiteme &islo 5:

S=V+5=—+55+5=—+(x+1)5
x+1

x+1

7 .
——+(x+1)5
(1) < 21
x+1 2

2435 <4 (x+1)5
x+1 .

S

2435 <V +5
235 -5<V

V.. =24/35—5, tato rovnost nastane, kdy?
7

——=5(x+1

x+1 (x )

7=50x+1)

= (x+1)

v =
| ~3
i
4]
+
[S

>
i
|~

.33



228 Urtete rozméry parniho kotle tvaru valce tak, aby pfi daném objemu bylo |
ochlazovéni pary ve vilci nejmensi, tj. aby povrch vélce byl minimélni.
Redent:

Povrch valce je S =2m" +2mr - h

Ze vZorce pro objem valce vyjadiime vysku i

V=mth, h= Lz
ar.

pak S =2’ +27zr—V?=27zr2 +2£=2m‘2 +K+K
ar r ¥ F

Vyuzijeme A-G nerovnost pro n = 3:
o+ LY

< r r
3

3 27&7’2'

‘x-lt:
<

Po upravach

A2Vt < S

Rovnost S_. =33/2zV” nastane pravé tehdy, kdyz 2m* =K, tedy =31}21 a
' r 4

vysku k2 =2r. (Osovy fez je Ctverec).

2.29 Najdéte nejmensi hodnota vjrazu ¥ =x* + if-, x>0
x

Reseni:
. Sougin s¢itancil neni konstantni, a tak vyraz musime vhodng upravit:

o, 48 _x x 16 16 16
=X v tot sty
x 2 2 x x x
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2.30

20V
Vyraz nabyvé nejmensi hodnoty ¥, =20, kdyz

x3_£
2 Xt
¥ =32
x=2

Soutet n&kolika &isel, jejichZ soudin je stejny, je-nejmensi pravé tehdy, pokud jsou

tato &isla stejnd. DokaZte,

Rn

Refeni:
: a, +a,+..+a
da -a,-.-a, <——2 n

n-’%/ZSal+a2+...+an =

&g =a,=4a,

Oznalme ¢&isla a,a,,..,a, a jejich souwdin g,-a,-..-a,=k. Pak podle A-G

nerovnosti pro » je

LA tat.ta,
1

ala,-a,-..-aq,

nik<a +a,+..+a,

Rovnost nastéva, je-li @, =a, =a,...=a

n*

VyuZiti metody neurditych koeficientt p¥i odhadech pomoci A-G nerovnosti

231 Najdéte nejvétf hodnotu vyrazu ¥ = (24— x) (x+1f, x <24

Regeni:

Vyraz ¥ obsahuje 5 linearnich nezpornych &initeld, z nichZ jsou pouze dva rlizné.
Jejich soudet neni konstantni, a tak vyraz ¥ musime vhodné vynésobit. Nynf viak |
nevime jakym &islem, a tak ho vynasobime n&jakym &islem A.
S=4V=244-4X} -(x+1) (nebo S =4V =24-x) -(4X + 4))

PouZijeme A-G nerovnost pro n = 5:
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f(244 - 4XY - (x+1) < 3(2“‘*4)?”(“1) _ X(2“3A)5+72A+2

Abychom mohli udélat horni odhad, €len (2-34) u x ve vjrazu musi byt nulovy.

2
Tedy 2-34=0, 4=7.

Dosadime zpét za 4.
72--%+2 _

S s-—g—-.—=10

S<10°

AV <10°

3
VSIOS[%] =72.3*.5°

Rovnost nastane prave, kdyZz 244 — AX =x+1, tedy
16— %x =x+1
: 3

x=9
Vyraz V nabyva nejvétsi hodnoty ¥, =2"-3°-5" pro x=9.

2.32 Urgete nejvétdi hodnotu virazu ¥ = (x—2)5-xfx+3), 2<x <5
Reseni:
Vyraz ¥V vynésobime n&jakymi kladnymi koeficienty 4, B.
A-B-V = A(x-2) B(5-x)Yx+3)
PouZijeme A-G nerovnost pro n = 3:

3 ' Alx=2}+Bl5—x)+(x+3
Az -2) B a)rr3) < AE=2) (Z J+(:+3)

A_B_V<[x(A—B+1)—2A+SB+3]3
-3

Abychom mohli odhadnout nejvétsi hodnotu, musi byt koeficient u x roven nule,

tzn. A-B+1=0
A=B-1
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"2B-1 1+B

SR ———

Rovnost nastane pravé, kdyz A(x - 2) = B(5 - x) =x+3 tedy
(B—l)(x—2)= B(S-x)=x+3

Z 1. rovnosti:

Bx—-2B-x+2=5B—-Bx

x(2B ~1)=7B-2, B# -12—, tedy mohu délit vyrazem

_7B-2
"~ 2B-1

X

Z 2.rovnosti:
SB—-Bx=x+3
5B-3=x(i+ B), B #1, tedy mohu d&lit vyrazem

5B-3
X =
1+8

Obé vyjadieni x si mus{ byt rovna:
7B-2 5B-3

. Po upraveni ziskdme kvadratickou rovnici 3B*-16B+5=0,

jejiz feSenim je

_2
3

A=B—1=<

Podmince 4,B e R* vyhovuje pouze 4=4, B =5

4

3
Po dopodteni je x =% a 20V :[_2.9.]

max 3

- 300
27

max
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2.33 Karton md fvar obdéIniku o rozmérech 32 cm x 20 cm. V rozich kartonu mame
vystithnout shodné Stveretky tak, aby po ptehnuti zbylych asti vznikla krabi¢ka

s nejv&t§im objemem (viz. obr. 22)

Redeni: :
| Podle obrizku je objem krabitky
7 72 3
7 I — ZhE ¥ =(20-2x)32-2x)-x
( I .
} ! 20 ) :
! l 1;-=(10—x)(16—x)-x
7 Z |
LX) s s Vynisobme vyraz koeficienty A,B,C,
obr. 22 kde
A-B-C=1 W

%:A(lO—x)-B(w—x)-cx

'Podle A-G nerovnosti je:

104+16B+x{C~ A- B)

3/A4(10-x)-B(16—x)-Cx < 3

10A+163+:&(C—A—B)]3

A(w—‘x)-B(m—x)--st( 3

Abychom mohli provést odhad, musi byt
C-A-B=0 2)

Rovnost nastane, kdy? 4(10—x)=B(16-x)=Cx
Ze vztahu (25 vyjad¥ime C a dosadime do rovnice:
A10-x)=Cx

104

A(10-x)=(4+B)x, odtud x = .
10-x)=(4+B)r. 0 *To4+B

16B
A+2B

Z druhé rovnice B(16-x)={(4+B)x je x=

104 _ 16B
24+B  A+2B

A] =2B, Azz—%.B

Z rovnice

vypodteme 4 pomoci B
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Jelikoz A4,B,C € R* , vyhovuje pouze 4, =2B.
x je po dosazen £ =4. |

7e vztahu (1) vypodteme koeﬁciénty:
A-B-C=1

2B-B-3B=1

p=1

6
B=3\/I,A=23\/I,C=33\/I
| 6 6 6

Dosazenim x = 4 do V' zjistime, Ze V_, =1152.
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3. Vyuziti kvadratické funkce |

Jednou z mozZnych metod FeSeni extremalnich tloh je vyuZiti vlastnosti gréﬁl
graf kvadratickych funkei znichZ je zfejr_né, Ze mohou nabyvat pouze | jednoho
extrému. Bud;to minima nebo maxima. Charakter extrému je urovdn znaménkem
koeficientu kvadratického &lenu, ktery uréuje polohu paraboly.

Pii fedeni uloh budeme vychdzet znasledujici véty, kterd uddva vztah pror
nejvétsi nebo nejmensi hodnotu kvadraticke funkce. Po jejim vysloveni tuto vétu

odvodime.

Véta 3.1;

2
Kvadraticka funkce y = al +bx+tca#0 nabyva extrémni hodnoty y,, =c¢ —i——-pro
a

b -
X0 =T, ' : (3.1

Tato hodnota je minimem funkce, jestlize a > 0 a maximem funkce, jestlize a < 0.
Existuje-li maximalni funkéni hodnota, pak minimalni funkéni hodnota neexistuje a
naopak. |

\ ~&

obr. 23
b? b
a>0,6<0,c>0, c—— >0 a<0,b>0,c<0, c=—>0
4a 4a
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Dilkaz:

=

Dikaz spotivé v upraveni funkce y na Etverec.

Y=a(x2 +2x]+c

a
b P b
= ey —— |4+ —-—
y a[x +2 ax 4a2] 12
bY B’
Y=a(x+§;) +C—'4—a

b 2 » e ’ r{r wr r_.. r - r = w -
Ity je ngjaké stalé &islo nezévislé na hodnotach nezavisle proménné x.
a

Rozlime dva pfipady:

2
1. Jecli a> 0, pak a(x +—-2—b—j neni nikdy zaporny, ale pro x, = —Eb-— nabyva nulové '
a a

2

hodnoty, Proto proménnéd y méa nejmen$i hodnotu rovnou Ymin™ Yy =c—4— a nema
a

hodnotu nejvtsi (viz. obr. 23)

2 -
2. Je-li a < 0, pak a(x#zi] je vidy zaporny, ale pro x, =-—2i nabyva nulove
a a

, 2
hodnoty. Funkce y mé nejvétsi moznou hodnotu rovnou y,,, =¢— v a nema hodnotu
a .

nejmensi (viz obr.24)

Pozn, 1

PIi fe¥en{ ddle uvedenych filoh vyuivim pro rychlejd pribsh vypodtu piimo
Od\{ozeného vztahu pro extrém (3.1). Av3ak Z4ci mohou-tyto tlohy feSit i ipravami a
ﬁvahmni z pravé uvedeného diikazu Eisté algebraicky, tedy bez pouZiti vlastnosti grafu
kvadratické funkee. Je uZitetné, kdyZ se Zaci naudi tento typ tvahy na konkrétnich

Sttuacich. Vyhneme se tak tendenci memorovéni vzore a mechanického dosazovéni do
nich, aniz by doglo k jejich pochopen.
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Pozn. 2

Jiné odvozeni vztahu (3.1)

Grafem kvadratické funkce f (x)= ax’ je parabola prochézejici potatkem. Vime, Ze je

soumé&rna podle osy y, nebot’ funkce je suda.

le

fx)=ax?, a>0

obr. 25

Obecny tvar kvadratické funkce g(x)=ax®+bx+c, lze zapsat také ve tvaru

g(x)=alx - m?)+ n, kde graf této funkce vznikne posunutim funkee f(x)

y
glx)=ax’ +bx+c,a>0
c
. y=¢
!
1
1
1
i
R i
o P >
X,
’ ) obr. 26

Tento graf je soumérmny podle osy o, kterd prochézi bodem m a je rovnob&zna s osou y.
V bodé m ma funkce extrémalni hodnotu n.

Oznatte x-ové soutadnice priisedikii paraboly s.pfimkou y = c. Jejich hodnota x; a x; je:
ax2 + bx +ec=c .

ax +5)=0
b

xl-_—() X, =——
a
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Vzhledem % soumérnosti grafu  lei m uprostfed bodd x; a X2 ngy

_b
-_x]+x2 =___a_=__£b—-
m=—y 2 2a

. r 4 2 ' ) 4 -4 b
Dospéli jsme tak k zéveru, e kvadratické funkce nabyvé svého extrému v bodé — >
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33

32

Ulohy:

3.1 Naleznéte extrém funkce f(x)=3x>-12x+8.

Reseni:

Jelikoz je a=3 vétsi jak nula, funkce nabyvd minima v bodg xo_z—zi 1.
o ' a

f(x)min :f(2)=3'22_12'2+8:—4

Funkce nabyva nejmensi hodnoty y =—-4v bodé x=2

Dané kladné &islo 4 rozloZte na dva scitance tak, aby jejich souéin byl nejvetsi.
Reeni:

Jeden ze s¢itanch oznaéime x adruhy 4—x

y=x- (A - x)

y=-x"+Ax _ _

Tento kvadraticky trojélen nabyva nejvatsi hbdnoty, nebot” koeficient
kvadratického &lewu je zéporny. MiFeme stanovit hledané &islo x, .

PI"Vm' Séﬁallec xO =——14—2=%A’druhyje A-—xuzA—-%-A:%A

Oba séitanci jsou si navzajem rovny.

Pozn. Podminka 4 > 0 nebyla nutna.

Vykon P turbiny z4visi na pottu » obratek za sekundu. Urcete pocet obratek, pré
néZ bude vykon maximalni, vite-1i Ze tento vykon je vyjadfen vztahem
P=an-pn?, a=045543m* kg .57 | |

£ =0,0010344 m* - kg -5~
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Redeni: 7
Vykon turbiny P vyjadfuje kvadratickou funkei, kterd nabyvé nejvétsi hodnoty,
—a _ @&
-28 28
045543  |m* kg 5]
T 0,0010344-2 |m*-kg-s7'|

Pmax pI‘O ”0 =

My

n, =220 s~

Vykon turbiny bude nejv&tsi pii 220 obrétkach za sekundu.

3.4 Od pilnoci do sedmé hodiny rannf se teplota ve °C ménila tak, Ze byla
kvadratickou funkci f ¢asu v hodindch. Vite, Ze o pilnoci byla naméfena teplota
2,5°C, ve 4 hodiny —1,5°C av 7 hodin 6°C. J aka byla nejniZsi teplota a v kolik
hodin to bylo?

Reseni:

Rovnici uréujici funkei f budeme hledat ve tvaru
fry=ax*+bx+c
kde y je &iseln4 hodnota teploty ve °C a x je &iselna hodnota ¢asu v hodinach. Ze-
zadéni Glohy plyne: '
F0)=25 fla)=-15 £(7)=6
Pro neznimé koeficienty a,b,¢ dostavame soustavu:

25=¢
~1,5=16a+4b+¢c

6 =49+ 7b+c, jejiz felenim je

a=0,5,b=-3,c=25
Funkei f pak miZeme zapsat ve tvaru

S y=05x"-3x+25, xe(0,7)

J nabyva nejmensi hodnoty Y, PIO X, = -:i— =3

'/-__-—.-

Tedy y,=0,5-9-942,5=-2
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NejniZ§i teplota byla namétena ve 3 hodiny, kdy rtut’ teplom&ru kleslana -2°C.

3 .5. Drat délky ! je tfeba ohnout tak, aby vznikl obdélnik nejvétstho moZného

plosného obsahu.

Refeni:

Obsah obdélnika mlizeme zapsat ve tvaru:

] | seft)

S=—x?+lx
= 2
obr. 27 I
Tato funkce nabude nejvétsi hodnoty pro x, = —g = %

Druhd strana obdélnika je é S

e sy vy , .1 . « f
Drat je tfeba tfikrat ohnout ve vzdalenosti Zl . Pak vznikne &tverec, ktery mé

nejvets] obsah.

3.6 Chceme oplotit vyb&h pro slepice, ktery ma mit tvar pravothelniku. Pfitom méme
k dispozici 200 m drat&ného pletiva a vime, Ze 8ast plotu budou tvofit stény
driibezarny, jejiZ obdélnikovy ptidorys ma rozméry a = 16 m, b = 10 m. Jaké

rozméry musi mit vybé&h, aby mél co nejv&tsi obsah?

Reseni:

Oznalme jednotlivé strany vybéhu ¢, d,

e, f (viz obr. 28). Pak pro délku plotu
d=y ‘plati:
0=2(x+y)-(a+b)
obr. 28 200 =2(x+y)-26
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_2_2.§=x+y odtud x=113-y
2

Pro obsah vybéhu dostaneme:
S=x-y—ab

S=x-y—-160

S =(113-y)y—160
§=-y*+113y—-160
Nejvetsi obsah nastane:

S Pro y, = _—_}? =56,5 ma tedy

x, =113-56,5
X, =56,5 m

Aby mél vyb&h maximéAlni obsah, musi mit tyto rozméry: ¢ = 46,5 m, d = 56,5 m,
e=56,5m, f=40,5m.

3.7 Z prken, které jsou k dispozici, se m4 postavit plot o délce 200 m. Timto plotem je
potteba ohradit dvir, ktery mé obdélnikovy piidorys, tak, aby ohrazend plocha
byla co nejvétsi, pfiSemz dvir na jedné strané zistane ohraniten zdi.

Reseni:
vy, Osah. dvora je:
W §=x(200- 2x)

200-2x S=-2x* +200x .
Obr. 29 200

=- =50
X, _2_(2) m

Druha strana je 200~2-50=100 m

Strana dvora kolma ke zdi musi b§t 50 m a strana rovnob&¥n4 se zdi 100 m.
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38 Je dan Stverec ABCD. Do ného je vepsan Ctverec KLMRN, jehoZ vrcholy jsou od
vrcholt daného &tverce vzdaleny o stejné délky |4K], |BL|, |CM|, |DN|. Pro

jakou hodnotu |4K| bude obsah &tverce KLMN nejmensi?

Regeni:
D M ' ¢ Oznaéme vzdalenost ]AK| =x, IKB[ =]-x a
|4B| =1
N : Pro velikost KT dostévame z Pythagorovy véty:
L 2 _ 2 2
y ¢ paf -t 4o
IKLI2 ={I—x) +x*

obr.30 KL =227 =2x1+1’
Obsah &tverce KLMN je:
s=[Kzf"

S=2x>-2xI+1* .
Obsah &tverce jsme vyjadtili jako kvadratickou funkei, kterd nabyva své nejmensi

- 2 -
hodnoty v bod¥ x, = 2 _L Tedy s, =L . Velikost |4K|= L |KB|= L
, . 4 2 4 2 2
I . Body X, L, M, N musime umistit do stfedd stran &tverce ABCD.
Pozn.

Jiny zpiisob ¥efen: .
Protoze trojdhelniky BLK, CMIL, DNM a AKN -jsou shodné a maji stejny obsah,

mbZeme obsah &tverce KLMN vyjad¥it jako S =12 =4S 4o -
Minimum obsahu &étverce KLMN nastane pravé, kdyZ bude obsah trojthelniku

AKN maximélni. Trojahelnik AKN je pravodhiy s odvésnami délek x, / —x, tzn. Ze

“Jjeho obsah je S AKN:JC(I;X). To vede knalezeni maxima funkce

P P
y= x-(l-x)= —x? +Ix , které nastavé pro x, =é
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39

L

Z mist 4 a B vyjedou soudasng parnik a jachta ve smérech ur€enych Sipkami.
Jejich rychlosti jsou v,= 40 km/hod, v= 16 km/hod. Za jak dloubo bude jejich

vzijemna vzdalenost nejmensi, jestlize |ABI =145 km?

Regeni: _ _ :
g P . Oznaéinie‘polohu parniku a jachty po t hodinich
| V po odjezdu zinist 4 a B pismeny P a J. Pak
Ny obr. 31 IAPI=40‘f o

|BJ|=16-1 km

Trojthelnik BP.J je pravothly a z Pythagorovy véty plyne:

]éJ[ = J[BPF +|BJ =145 406y + (16

|PJ| =1856t* ~11600t +21025

Tato odmocnina nabude nejmensi hodnoty pH témZe ¢, pfi n€émZ bude mit vyraz

pod odmocninou nejmensi hodnotu.
|PJ|" =1856¢% ~11600¢ +21025, |PJ|  pro

_—11600 _ 11600 =3l hod =3 hod 7 min 30 s
2-1856 3712 8

|PJ| , =54 km

Parnik a jachta budou mit nejmeni vzdalénost za 3 hod 7 min 30 s po odjezdu

zmist4 a B.
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3.10 Do dané kruZnice vepiste pravotihelnfk nejvétsiho obsahu.

Refeni: .
, c Oznaéme polomér kruZnice r a délku strany
hledaného pravothelnika |4B|=x. Druh4 strana BC
" mé podle Pythagorovy véty délku:
|BC|=/(2r )} —x? =4r? -3
) ’ Obsah pravotihelniku vyjadiime jako:

obr.32  S= |ABI-IBC| '
S=x- m
Tato funkce nabyva své nejvétsi hodnoty pfi témzZe x jako funkce
y=8
y=x -(4r2 —xz)
- Abychom dostali kvadratickou funkci poloZime x* =z.
y= z(4r2 —z)= —z? + 47z, funkce nabyva maxima:

72 :
o z=——0="2r"
Yoax P )

Pak je x* =277
x=ry2 a

|BC| =J4r? =272 =142

Hiedany pravothelnik je tverec o strang 7-~/2 .

Pozn.:

wewr
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P

P

. obr. 33
Ctytuhelnik ABCD rozd&lime na dva trojuhelniky thloptickou 4C a body B, D
proloZime rovnob&zky s touto Ghlopti€kou. Pak obsah ¢tyiftihelnika je soudet
obsahti t&chto dvou trojihelnik:

S= %lAC‘ v+ %]AC} v, = %]AC| (v +v,).

AC je tétivou kruZnice, proto nemiZe byt v&tSi neZ primér kruZnice. Tzn.
|4C|<2r a v, +v, je vzdalenost rovnob&Zek pj, p», kter také nemiie byt vitii
jak primeér.

v, +v, m|p1p2ls 2r

Po dosazeni téchto hodnot je
S Ser-Zr =2r?
2
Nejvétsi S je 2% Zbyva ukdzat, e jde o &tverec. Protoe je ‘AC‘zZra
(vl +v2)=2r, musi prochézet sttedem a navic vyiky jsou kolmé k AC. Tyto

vlastnosti maji jen thlopficky ve &tverci (viz obr. 34) Strana takového Etverce je

pak r-\/f.
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obr. 34

3.11 Do dané koule vepiSte vélec o nejvétSim plasti.
‘Resen:

Oznalime polomér . koule R, hledany polomér

——

— _
@ zakladny valce r a jeho vysku /. Pak pro obsah plasté

plati:
S=2mr-h, pfiCemz vySku h  vyjadiime
z Pythagorovy véty a dosadime do vzorce.

e

obr. 35

h=2+4R*—r?

S =2m-2dR*—r’ , jeliko S dosahuje stejné nejvétsi hodnoty j-ako S, cely vyraz
umocnime a poloZime r* =z.
S? =4z (4R - 477)

§* =-162*2* +162* Rz . Tato kvadraticks funkce nabyva maxima pro

2p2 2
Z=1677R =£—,atak
2.167* 2
2
2
2
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' 2 2 2 ) |
r=i=R V2 ah=2 RZ-E—=2 R—=2JR—.=R-J2—
N2 2 \f‘ 2 \ 2 2 :

Hledany valec ma polomér a vysku R2. Osovym fezem tohoto vélce je

Ctverec.

3.12 Do rotaéntho kuZele vepiste vélec o nejveétdim plasti.

Reeni:
Oznaime dany polomér zdkladny kuzele R a vyiku
kuZele H; r a h polomér a vySku hledaného vélce. Pak -
pro obsah pl43té mieme napsat:

SP! =2ﬂ'k-

Dale je zfejmé Ze:

A ABO ~ A A;BO; podle véty o podobnosti trojihelnik(
uu.

= H_(l't:r_) , h dosadime do vzorce pro sz

H .
S, =2ﬂr-—E(R—r)

Sy = 27rHr—27rEr2. Dospéli jsme ke kvadratické funkei, jejiz maximum je v
bodg

. _2nH _ 27HR _R

= _ _K

apH 4nH 2
R

po dopodteni 4 je

AP S
R 2 2 2

o o s r Y H W ‘R
Do rota¢niho kuZele vepiSeme valec o vyice - a poloméru —.
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3.13 Tim jak €lov&k starne, ptibyva &lend rodiny a nejednou &lovék zjisti, Ze jeho byt
je maly a déti ﬁemaji kde bydlet. A tak se hledaji riizné varianty. RtZi¢kovi stavi
dim, Opr3alkovi pfistavovali a Novakovi se rozhodli pro ziizeni podkrovntho
bytu na ptid3. Jaké rozm&ry bude mit podkrovi, mé-1i byt co nejvaty{ a sttecha
domu mé na priifezu tvar trojahelniku (viz obr. 37). '

Refen{
Oznagime-li rozméry podkrovi x a y, pak
frm— s . ¥m  obsah podkrovi na prifezu je S=x-y.
FoOd v ' '
] X I
N R
B,
wm obr. 37
Z podobnosti trojthelniki na obr. 38 plyne: A 1Z B
' : obr. 38
2__s .
x 5~y
m 1:;(5 ~)

5
Po dosazeni x do Sje S =—% y* +12y. Tato kvadratickd funkce nabyv své

12
2-12

5
Podkrovi bude mit rozmeéry 6 m a na vy$ku 2,5 m.

nejvétsi hodnoty v bodg y, = = % a pro xg dostaneme x, =6.

Pozn.

Ve skute¢nosti naSe feeni neni optimélni, nebot’ pHi

vyuziti stfe$nich oken, bude podkrovi mnohem vétsi ' |
(obr. 39).

obr. 39
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3.14 Lakomy zamé&stnavatel mgl zaplatit dvéma svym zaméstnancim mzdu.

Dohromady mél na oba platy vymezeno 16 tisic K&. Atkoliv si jeho firma nestéla
moc dobfe, fekl, Ze kdyZ pockaji s vyplacenim mzdy jeden rok, dostanou po roce
ka?dy svou mzdu ve druhé mocning. Jak piivodns rozd&lil penize mezi oba

zaméstnance, aby za rok pfisel o co nejmén&?

Resen: |

CEIKEM ... 16 000 K&
1. zamé&stnanec.................. ' : x K&
2. zam&stnanec.................. 16 000 —x K¢

Hled4me minimum funkce f(x)=(16000—x) +x? = 2x* —32000+ 256000000,
které nastdvd vbod® x,=8000. Pro druhého zaméstnance dostivame
16000 —8000 = 8000 .

Zamé&stnavate] rozd&lil penize mezi oba zam&stnance na polovinu, tzn. Ze kazdy
m¢l plivodn& dostat 8 000 K&.

'3.15 Pfi které hodnoté parametru m je soudet &tvercti kofent kvadratické rovnice

x% —(m—2)x —m~1=0 nejmensi?

Regent:

Jsou-li x;, x; kofeny této rovnice, pak plati:
X tx,=m-2

XX, = —(m +1)

Hleddme  minimum  soudtu  x7+x;, «coZ lze zapsat jako

'(xl —l-xz)2 —2xx, =(m—2)2 +2(m-.l-1)=m2 -2m+6.

. s 2
Minimum nastava pro m, = 5= 1.

Soucet Ctverctt kofentl je minimalni, kdyZm = 1.
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3.16

3.17

-l

Do elipsy o danych polooséach a, b vepiste obdélnik maximalniho obsahu. Jaké

jsou jeho rozméry?

Re§e_m’:
Y‘: ____________ . Bod M mé soufadnici [x,y], 0<x<a,
A o< y<b, a protoZe leZi na elipse, musi
— > ~ .
/,":ﬂ‘ﬁ\\ AWK jeho soutadnice vyhovovat rovnice elipsy.
U B & e B peees
y i —+=5=1, odtud y=—+va —x" .Pro
| ! a b a
obsah obdélnika plati
—qa
x S =4xy, tedy
obr. 40

S = 4x£\! a’—x*. Funkce Snabyva

a

maximalni hodnoty p¥i tém x, jako funkce S°.

2 .

52 =163 —16x4b—2 . JelikoZ se nam x vyskytuje ve &tvrté mocning, zavedeme
a .

substituci z = x2.

2

$? = -l6-€)-5-zz +16b°z
a

160> & a2 b2
———=—_Tedy xp=—— a y,=—.
—2-16E 2 0 2 : 2
2

a

Maximum nastane pro z,=-—

S_.. =2ab

Rozméry obdélniku vepsaného do elipsy jsou a- V2 a b2, .

Do é&tverce o dané tihlopiiéce u vepiste obrazec tvaru kiize sloZeného ze dvou
stejné Sirokych pruhii, soum&rmych podle Ghloptitek tak, aby plodny obsah kiiZe

byl nejvetsi.
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“Podle obr. 41 je obsah kifze

r /:_\ . S=4x2—4(x—y)2,kde
I l y=£—x.Podosazem’je
_]_< S S N _
{ |

| .
! §=-12x +8ux—u®, . pfitem? nejvetsi
L i /5 | - 8u u
- ! hodnota Sy mastava pro x,=——2 %
N | ~24 3
u — -
U u_u 1,
obr. 41 ,y‘"z'*g‘ga‘gmwc*g“ .

Kii% vypiSeme do &tverce tak, aby vrcholy
kifZe leZely vzdy ve tietindch strany (viz obr.
41).

3.18 Obrazec skladajici se z obdélnika o rozmeérech x,y a rovnostranného trojihelnika o

' délce stran x ma predépsany obvod 7. Urdete rozméry obrazee tak, aby jeho plodny
obsah byl maximalni.
Regeni:

Z obvodu obrazce O =3x+2y =] vyjadiime nezndmou y: _

_1-3x
2

Obsah obrazce zapifeme jako:

) 2 2
S=xy+—)f2—v, kde v=\/x2——x—= 3i-=x—€ Tedy

4 V4 "2
x*f3

obr.42  S=xy+ a po dosazeni za y a fipravd

4
12
_ & 2
S= 6+ +£x
4 2

S nabyva nejvE¥ hodnoty S, Pro Xy =~

&

B[4 [N ] =~
!.
o\“

l Ty
i
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3.19 Na obrazku je piidorys divadelniho jevi§té, které je sjednocenim obdélniku a
ptilkruhu. Obvod piidorysu jevists je 40 m. Urdete rozméry plidorysu, vite-li, Ze
byly stanoveny tak, éby obsah ptdorysu jevists byl nejvetsi. o
Regent:

Ze vzorce pro obvod jevisté vyjadiime neznamou v.

O=2r4+2v+ar

40 =r(2+7)+2v

v=20-L(2+7)=20-r-=
2 2

Obsah jevisté je
wr’ .
S =2r-v+7a po dosazeni za v

obr. 43 -

’ 2 2
S=2r-[20——r —%—J+%=40r—2r2 —m? +7—2—=—[2+%er +40r . Obsah

S jsme vyjadiili jako kvadratickou funkei s nezndmou r, kterd nabyva své nejvetsi
hodnoty pro 7, =5,6 m
Zpétnym dosazenim rg do vztahu pro v dostavame

v, =20-56-25% _

56

vy =3,6 m
Polomér pilkruhu &ili polovina deli strany obdélniku ma byt 5,6 m a kratsf strana
obdélniku také 5,6 m.
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3.20 Jedna pobo&n4 hrana &étyfbokého jehlanu méa délku x, viechny ostatni jeho hrany

maji délku 1. Vyjadfete objem jehlanu jako funkci proménné x a urlete, pro kterg

x je objem co nejvets,

Reseni:

o B
A . B obr. 44 obr. 45

Podstava jehlanu ABCDE je rovnostranny ¢tyfihelnik se stranami délky 1. Necht
AE = x a ostatnf hrany maji délku 1 a S je prisedik uhloptidek 4C a BD. Pondvads
AB =EB=CD =1 =A4D, jsoutrojlhelniky BDC, BDE a BDA rovnoramenné a
shodné. Pro jejich t&Znice z vrchold C,E A tedy platf  |CS|=|ES|=]4S

, & proto

lezi body 4,E,C na kruZnici se sttedem S. Vrchol E tedy leZzi na Thaletové
kruZnici, a trojihelnik ACE je pravouhly (obr. 46).

e Pfepona AC =+1+x* . Trojthelnik

ASB je také pravouhly (obr. 46),
takZe délku odvésny SB dostaneme

<N

opét podie Pythagorovy véty

|SB| = /| 4B[* - |45’

A S C 1+x% 1
SB =1(1— =—v3-x
obr. 46 ! | 4 2 g

Jehlan ABCDE si  miZeme

- pedstavit sloZeny ze dvou shodnych trojbokych jehlant ABCE 2 ADCE, se

spoletnou podstavou ACE a vyskou SB resp. SD. Pro objem jehlanu ABCDE

dostdvime:

1
V=2~§-SACE.]SB|
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Objem Vbudé maximélni pravé tehdy, bude-li maximalni 3677,
36V = x*(3-x?)=3x7 —x*

Zavedeme substituci y = x7:

36V? =3y—y*

Hleddme extrém kvadratické funkce f (y) =—y? +3y. Ta nabyva extrému v bods

yo=—o=3
¢ 2 2
Zpétnym dosazenim do substituce dostdvame:
=2
2
3

=0.25¢cm’.

objem je pak ¥, = \f ‘/3__ _;_

Jehlan m4 maximalni objem je-li x=

I\)Im

1
4

ﬁ
g
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4. Extrémy kubické funkee

V této kapitole si ﬁkéieme elementdrni metodu vySetfovani lokélnich extrému
kubické funkce, kterd byla popséna v &asopise Kvant [11]. Budeme pfedpokladat, Ze
kubicka funkce je spojitd stejng jako vSechny polynomické funkce. Tzn. Ze se jeji graf
nikde ,netrha . Nulovym bodem funkce f (x) nazveme takové &islo 7, pro které plati
flr)=0.

Na obrézku jsou zndzomény &ty situace, které mohou nastat pro spojitou funkei 1

v okoli nulového bodu 7.

YA y Y4 IH

A . \/
7% T /\ % ;

obr. 47 obr, 48 obr. 49 obr. 50

o

Na prvnich dvou obrdzcich méni funkce f pfi prechodu pi'es.r svou hodnotu
2 kladné na zapornou (obr. 48) nebo ze zaporné na kladnou (obr.47). (Pozn. déle uZ jen
méni znaménko). Na druhych dvou je jeji znaménko v dostatetné malém okoli bodu r
pofad stejné pro viechna x z tohoto okoli s vyjimkou bodu 7, nebot’ f (r) =0.
Na obr. 49 m4 funkce v &fsle r lokalni maximum, na obr. 50 lokalni minimum.
Uvazujme kubickou funkei h(x) =ax® +bx” +cx+d ajeji nulovy bod . Pak plati r
h(x) = h(x)-h(r)= a(x3 —r’ )+ b(x2 —r2)+ c(x—r).
Po tupravé prvnich dvou vyrazi podle vzorc dostavame

h(x)=a(x—r)(x2+xr+r2)+b(x—r)(x+r)+c(x—-r) a po vyknuti alx-r)

h(x)=a(x—r{x2+x[2+r]+(r2+£r+£ﬂ. Oznatme (2+r] ~jako p a
a a

a a

(r2+2r_+£] jako g, pak h(x)=a(x—r)(x2+px+q). Oznadme vyraz x*+px+q
a a

jako funkeci g a rozli¥me tyto situace:
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1)

2)

3)

e

&islo r neni nulovym bodem funkce g (g(r)=0). Pak pii pfechodu pfes r funkce
g(x) neméni své znaménko v dostatetné malém okoli bodu r. AvSak vyraz
(x—r) méni znaménko v tomto okoli pfi pfechodu pfes r, a tedy 1 funkee h(x)

méni znaménko.

Cislo 7 je dvojnisobnym nulovym bodem funkce g. Pak lze g(x) napsat jako
g(x)=(x —rfx —-r) a h(x)= alx —r) . V dostategn& malém okoli &isla r neméni

g(x) své znaménko, ale vyraz (x—r) ano, a tedy i h(x) méni své znaménko.

Plati g(x)=(x—r)fx—s) kde s=r. Funkee h je pak Wx)=alx-r){x-s). -
V dostatetnd malém okoli &isla » neméni vyraz (x—s) své znaménko a vyraz

2 ’ - w o r r ’ vy -
alx —r)’ také ne, a tak ani funkce /2 neméni{ své znameénko pil piechodu ptes r.

Tim jsme dospéli k zadvéru, Ze kubickd funkce mé lokalni extrém ve svém
nulovém bod# 7, je-li # dvojnésobny, tzn. miZeme-li napsat funkei ve tvaru

alx -~ Y (x —s). Jin4 situace jiz zfejmé nenastiva.
Vétad.l:

1) Kubicks funkee f(x)=ax’+bx?+cx+d kde abc,deR, a#0 ma
extrém m v bod¥ » pravé tehdy, kdyZ existuje takové &islo s, j. Ze plati

f(x)—m=a(x—r)2(x—s) : “.1)

2) Je-li navic a{r—s)<0 (4.2), mi funkce f vbodé r maximum. Je-li

alr —s)> 0 (4.3), mé funkee /v bodg 7 minimum.

Dikaz: |
Necht’ ma f (x) v &isle » lokalni extrém f (r)=m(nap1"'. podle obr, 51). To
nastane pravé tehdy, kdyZ bude mit funkce W(x)=f (x)-m lokalni extrém ve

svém nulovém bod# r. Podle pfedchozich fivah to nastane prave, kdyZ existuje
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¢islo stakové, Ze h(x):a(x—rZVXx—-s). Vyraz (x—s) neméni v dostateng
malém okoli &isla » (vEetnd r) své znaménko. Proto je h(x) v tomto okoli (s
v¥jimkou &sla r) kladna pravé, kdy% a(x—s)> 0 a podle obr. 51 nastava vr
Ioké;lﬁi minimum pro h(x) a tedy pro posunutou funkei f(x). Podobn lokalni

~maximum nastane prave, kdyz alx—5)<0.

obr. 51
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. Ulohy:

41 Soudet dvou &isel je 12. Najdéte tato &isla, jsou-li obg kladné a soudin jednoho

s druhou mocninou druhého je maximalni.
ReSeni:
Oznaéme jedno &islo x a druhé y. Pak mé platitx+y=12 a x-y* ma byt
maximélni. Cislo x V}jéc_lﬁrrie pomociy: x=12—y a dosadime do vztahu x- 3
(2-y)-y* =-y* +12y". |
Hledame lokélni extrém kubické funkee f (y)= —y* +1232, Kktery podle véty 4.1
nastava, kdyz: ' '
Y +12y2 —m=—p* + (2r +s)y’ - (2rs +rt )y+ r?s. Rovnost  nastivé pouze,
kdy? |
12=2r+s
0 =2rs 72
—m=r’s
Regenim soustavy dostaneme:
a)r=8,s=—+4
b) r=0, s=12
~ Podle (4.2) funkee nabyvi lokdlniho maxima pro y=8, mnebof
(-1)-(8+4)=-12<0. Pro x=0 nabyva lokalnfho minima. Hledana &isla tedy

jsou8 a4.
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42  Loupeinici vyloupili krélovskou truhlu plnou zlat'akd. Pt rozdglovéni se strhla
hadka o to, kdo si kolik vezme. NejstarSi loupeznik zvany Lotrando Hrozny musel
zakrogit. Rekl: , Kazdy si odnese tolik, kolik si zaslouZi a nejchytiej$imu naleZ{
nejvice®, pfi¢emz dal kazdému papirovy karfon tvaru &tverce o strang 30 cm a
lepici pasku s tim, Ze v rozich kartonu vytznou shodné &tverce, zbytek piehnou a
slepi do krabice tvaru kvadru, ve které si budou Iﬁoci odnést své __zlat’éky. Netieba
Hkat, Ze si néktefi neodnesli vitbec nic, nebot’ karton rozstithali tak, Ze jim nic

nezbylo. Jaké rozméry méla mit krabice, aby se do ni ve§lo co nejvice?

Regeni: |
7 % - V rozich kartonu vystiihneme Gtvere€ky. Je-hi
e . délka strany tohoto &tvere€ku x, je objem krabice
': x| 7 =(30-2x) -x=4x" -120x" +900x.  Tento
l s .
| 3| objem mé bjt nejvéli podle vity 4.1 , kdy%
ZiIa 22 . 4x’—120x7 +900x—m=4(x=r) (x~5)
X -2X xJ .
obr. 52

4x® ~1202% +900x —m = 4x° —4(2r +s)x? + H2rs £72 Je—4r’s.

Rovnost téchto dvou vyrazii nastane, kdyZ si koeficienty u stejnych mocnin

prom&nné x budou rovny:

120 =4(2r +)
900 =4(2rs +7r?)

m=4r’s

Re§enim soustavy je:

r=5,s=20ar=15,5=0

Pongvadz ma platit 0 < x <15 je jedinym feSenim r=5 , s =20

Podminka (4.2.) je splnéna, tudi? maximum funkce je vbod® x=5. Tzn. e

vystifhly &veretek musi mit velikost 5 x 5 em, aby objem vzniklé krabice byl
nejvELL.

Krabice bude o rozmérech 20 cm x 20 ¢m x 5 cm. Objem tedy bude 2 000 en.
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4.3 Z tuhého papiru déiky a = 40 cm a 3itky b = 10 cm ma byt zhotovena krabice
(tvaru kvéadru) s pfekrytim na tfech sténach. Sit krabice je zndzornéna na obrazku.

Uriete rozméry krabice x,y,z tak, aby jeji objem byl co nejvetsi.

Reseni:

7, L~
2 )
| | HEs

!—3—4% X 2 A “z
obr. 53

Pro objem plati:
V =X- y 4
z obr. 53 pro x a y vyplyva:

x= %(40 —32)

y=10-2z

tedy ¥ =-12-(40 ~3z(10-2z)-z

V =32° -552% + 200z

Lokalni extrém nastévé v &isle z =, plati-li:

32% —5572 200z~ m =3z —3(2r +5)2* +3(2rs + 2 Jp=3r%s. Rovnost nastévd,

jsou-li koeficienty u riiznych mocnin proménné z stejné:

35= 3(2r + s)
200 = 3(2rs +72)

m=73r’s

. 125
Po vyfedeni soustavy vyjde » =10, s=—% ar =~2—0-, §=—

9 9
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Kofen r=10 nema smysl. Pro r=% a s=l§5- je-3(r—5)<0 a funkce mé

lokalni maximum. Dopoé&tenim ostatnich rozmért vyjde:
x=5—30— em=16,7cm

y=%} cm=15,6 cm

z=? cm=2,2 cm

~ Krabice ma dno o rozmérech 16,7 cm a 5,6 cm a je vysoké 2,2 cm.

Krabice tvaru kvadru ma dvakrét v&tsi délku neZ §itku a povreh (véetné dna a

- vika, pokud nepoéitame presah) 108 cm?. Jaky je jeji nejvitsi mozny objem?

Resent:
Pro povrch kvadru plati:
S = 4x* +6xy
' 108 -4x?
Y 2X = 6x
X
Obr.- 34 pro objem kvadmm plati:
V=2x*y

4
po dosazenizay ¥V =——x" +36x.
V souladu s v&tou 4.1 méme najit &isla ,s,m tak, aby platilo:

—-%x3 +36x—m =—-§(x—r)2(x—.s')-

4
Po roznésobeni — gxs +36x —m= —§x3 + %(21* +5)x* - %(er +7? )x NIt
Rovnost nastava pouze, plati-li:

36= —g—(er +r2)

0=-§(2r +S)
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4.5

Zapodminky >0 vyhovuje soustavd jen r =3, s=—6
Funkce ma lokélnf maximum pro x =3, nebot’ podle 4.2 mus{ byt —g(?’ + 6) <0.

Nejvétsi moZny objem je 72 cm’ pii rozmérech 3 cm x 6 em x 4 cm.

Na konzervu tvaru valce se mé spotiebovat 5dm? bilého potravinéi'ského plechﬁ.
Jaké ma mit konzerva rozméry, aby méla maximalni objem?

Redeni:

Pro povrch valce plati: S =222 +2m-v=35.

5-2m® 5

Vyiku v vyjadfime jako v=
2mr 27

—r a dosadime do

vzorce pro objem valce

V=m?v

Podle v&ty 4.1 hledejme &isla m, s takova, aBy platilo:
5.5 ) N .
-+ Er -m= -71'(7" -~ t) (r - s) .Rovnost nastdvd pouze, maji-li oba polynomy

stejné koeficienty u stejnych mocnin prom&nné r, tedy

0=7x(2t+5)
% = (25 +1)

—-m=x s

VyfeSenim soustavy vyjde:
t=i1’i a s=i21f—5— .
6r or
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4.6

re

Maximum nastane pro # =1"—5-—, nebot’ — 7 1’-2- +21‘—§— <0.
67 Y4 67 |

Polomér r je tedy ‘65_ dm a zbyva dopoditat vysku v:
z

V:__S___rz E — i=2 _.5_(dm)
2 5 V67r déﬂ'
27r1f— :
6z

Konzerva o maximainim objemu by méla mit #=,— dm = 5 cm a

5

37 i
\{67:

Osovy fez vilce bude Etverec.

dm=10cm

v=

“Tatinek poslal Pepicka do obchodu, aby koupil trychty¥ s nejvé¥im objemem. -
Pepigek prohléd] viechny trychtjte, které byly v regalu, ale u zddncho nenalezl
oznadeni objemu. Jediné co zjistil bylo, Ze viechny maji stranu délky 15 cm.
Ptesto domt piines] ten sprivny, aniZ by potital objemy viech trychty¥ a méfil
poloméry a vysky. Urdete jaky polomér a jakou vysku ma kuZel maximéalniho

objemu se stranou 15 cm.

Redeni:

45 15

obr. 56 obr. 57 obr. 58

Pro objem kuZele dostavame: V' = -;—-ﬂ'rz .

7 pravothlého trojithelniku plyne 152 =¢% +92, r2 =152 =v*

Po dosazeni ¥V = —13;75(152 - vz)-v = —1?;%(— v+ 152v).
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4.7

Hledéme maximum funkce f(v)=-v*+15%v. Ta nabyvé extrému v sle ¢ pravé
tehdy, kdyz _

—v 4152y —m =" + (2 +sp* - (21‘3 +r2)v+t2.s' , ato je pouze, kdyZ

0=2+s

15% = (215 +12)

—m=ts

Po vyfedeni soustavy dostaneme ¢ = 543 , §= ~1043 , nebot’ kofen # =543
nevyhovuje podmince kladnych rozméra kuzele.
Maxinum fuhkce je pro v= 543 cm a r=5J6 em=12,2 cm. KuZel se stranou

15 cm ma nejvetsi objem, je-lir=122 cmav=_38,7 cm.

Nadrz na vodéarenské v&Zi se sklada ze svislého kruhového valce o dané vyice a,
dole ukon&eného kuZelem o tém# polomsru podstavy a o strang délky 3a. Urlete

vysku a polomér kuZele tak, aby naddrZz meéla maximalni objem.

Regeni:

obr. 59

Objem nadrZe je V=7a‘2a+%7a‘2x=nr2(a+§x].
Podle Pythagorovy véty plati  »* =9a” — x

2 2 1 ' 3 2 2 1 3
V=7r(9a -X a+-3—x =7 9a +3a"x—ax ——3—x
Podle véty 4.1 méme najit £,5,m tak, aby platilo:

—%x"' —ax’ +3a*x+9a’ —m= —%xS +%(2r+s)x2 -%(2ts+t2)x+%tzs.
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4.8

L

Rovnost t&chto dvou polynomu nastdva, kdyZ:
—a= 1 (2t + 5)
3
2 _ 1 2
3a =——§(2ts+r )

9g° —m = Leg
3

Po vyfeSeni soustavy dostaneme {=a, s=—-5a, nebof o f=-a nema smysl

uvazovat.

Déle musi platit —%(t -5)<0, coZ plati.

Funkce mé maximum pro x=a, ¥ = 202 .
Aby nadrZ méla maximélni objem, musi mit kuZel stejnou vysku jako valec, a to

x =a apolomér kuZele r = 2042

Stanovte rozméry x,y obdélnikového tramu vytesancho z valcového kmene o .

konstantnim priméru d tak, aby jeho inosnost byla maximalni.

(Pozn. tmosnost] trdmu rozumime maximalni ohybovy moment, ktery miiZe tram
prenést pii zachovéni pfedepsané bezpe&nosti. Maximélni ohybovy moment je
podle nauky o pruznosti a pevnosti dan vzorcem M__=0-W.,kde ¢ je dovolené
napéti uZitého materidlu a ¢ je tzv. prifezovy modul.)

Reseni:

Hiedame maximalni hodnotu veli¢iny . .

Vd
W =1xy?

Podle Pythagorovy véty plati: y* =d* —x

//
; V4
/
y
4
Yd W=lx(d2 —x2)=l(—-x3 +d2x)
3 6 6

Hiedéme lokalni extrém funkee f(x)=—x'+d’x

Podle véty 4.1 poloZime
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4.9

— @ dx—m=—x +(2r + 5 —(2rs 47 o+ 1%

Rovnost nastavd, maji-li oba polynomy stejné koeficienty u stejgjrch mocnin -
promeénné x: ' ' |
d*=2rs—r?

0=2r+s

—-m=r23

2

Za podminky r > 0 je feSenim soustavy » =-;i Jas =—_-3-d-s/§.

JelikoZ je (—1)-(r —5) <0, nastava v ngﬁ maximum.

2
Pro y plati y=1}a’2 —%-3 =g—«/€

Obdéinikovy tram o rozmérech x =—§ 3 ay =%«/€ ma maximalni tnosnost

d3
W =——43.
27

Od svételného bodu 4 je ve vzdalenosti a stfed koule o poloméru x, ktery je mensi
nez -a. Jak velky ma byt tento polomér, aby z bodu 4 osvétleny kulovy v:rchlik mel
nejvetsi obsah?

ReSeni:

Pro obsah vrchliku plati:

S =2mh

Trojihelnik AOV je pravolhly a podle
Euklidovy véty plati:

x*=a-(x-h)
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S =27Dc[ax“x2)=—2£(—x3 +ax2)
a a '

Hledéme lokalnf extrém funkee f(x)=-x"+ax’
Podle v&ty 4.1 poloZime ‘

-’ +ax’ —m=-x"+ (27 +s)x* —(2rs+r2)x+rzs

Rovnost nastane pravé, kdyz bude platit:

a=2r+s
0=2rs+r°
—m=r’s

ReZenim soustavy za podminkou r >0 jé r = -i—a as= —%a, a tedy maximum

~ funkce fnastane v bod& x = -i—a .

P
P¥i polom&ru koule %a mé osvétleny vrehlik nejvétsi obsah S, = 8?; :

[ S

4.10 Do parabolické tisede vytvofene parabolou 2py = x” a pﬁmkdu y=nh vepilte
rovnoramenny lichob&Znik se zdkladnami rovnob&Znymi s osou x 0 nejvEetsim. -
obsahu.

Regenfm:
P e Obsah lichobéirﬁku je

VS=(c+x)(h—y)

Z rovnice paraboiy vyjadiime y a dosadime do

'h  vzorce pro obsah.

2

L x yz_zx_.

}{ p
0 X 2 ' 2 3
| S=(ctx) ho2m | mhe+he -2
2p 2p 2p

obr. 62
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Funkce S nabyva lokalniho extrému v bodé r, existuji-li &isla extrému m,s, tak, Ze

plati
]. 3 & 2 ' 1 2
———x ——X +hx+hc-m=——(x—r) (x—s)
2p 2p 2p
Po roznasobeni
1

e - it he-m N +L(2r-}~s)x2 ——1—(2rs+r2)x+—1—r2s
2p 2p 2p 2p 2p 2p

Rovnost nastane, kdyz

¢ 1
—E—E(QJ"I"S)

h= ——1—(2rs + rz)
2p
he—m=—~—rs
2p

Redenim soustavy dostaneme (za podminkyr > 0)

_ [ 2 5 f2
. ¢:3+6ph, s=— 2 c3+6ph.Uiit1’mvztahu 2ph=c?, ktery plyne

. ' . c o . .
z rovnice paraboly je r = 3’ s = —c , pfitemZ podminka pro maximum

- L(r —5)<0 je splnéna.
2p

c2
T 2
Funkee nabyva maxima v bod¢ x = £ Pro y dostavame y = 2L
3 . 2p 18p
3
Hledany lichob&#nik mé obsah § =05 =22 he .
27p 27
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4.11 Jaké rozmery m4 valec, je-li vepsan kuZeli o rozmérech R a H, ma-1i mit

maximaini objem?

ReSeni:

N—F R
obr. 63 obr, 64

Pro objem vélce plati:

V=mv

Z podobnosti trojihelnfkd (obr. 64) plyne:
H R

=—:>r=£(H—v)
H-v r H

po dosazeni do vzorce pro objem dostaneme

2 2 2
V =n E—(H—v) -v=7rR2 vs—sz v+ 7Ry
H H H

Podle véty 4.1 poloZime
R 5 27R’

ST v2+7szv—m=H2

2 2 2 2
R —%(21* +sh? +%(2rs+r2)v—%rzs

rovnost t&chto polynomi nastava pouze, maji-li oba polynomy stejné koeficienty

u stejnych mocnin proménné v. Plati tedy:

27R? _{[R_z

7 = e (2r +S)
2
’ AR? = 7;{2 (2rs’+ rz)
2 ‘ .
m="—rs

Po vyfe3eni soustavy dostaneme (za podminky » > 0)
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4,12

¥ =

%{,S= Har=H,s=0

WA

Jedinym feSenim je r=%, nebot’ podle véty 4.2 je vtomto bod€ lokalni

maximum. Tedy v= -21— a dopodteme polomeér r:

r =£[H—£)=%R
H 3) 3

Vélec ma podstavu o polomeéru %R a vyéku El)’-H .

Do koule o poloméru R vepiste kuZel maximélniho objemu.
Regeni:
| Pro objem kuZele plati:
V= lzr Py
3

Z Pythagorovy véty je
r* =R? —(v—R)2

#?=R*—v?*+2vR—R* =—v? +2vR

obr. 65  dosazenim do V vyjde:
V= %7[(— v+ 2Rv2)
Hiedéme lokalni maximum kubické funkce —v* +2Rv® s proménnou v. Podle
véty 4.1 poloZime
v + 2RV —m=—{v—t) (v—s)
v + 2RV —m = —* + (2t + s? —(21‘5 +1° )v+tzs

Rovnost nastava v piipadé, Ze :

2R=2t+s
0=2ts+1*
—m=tzs
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Po vyfeSeni vyhovuje podmince # >0 jen ¢ = %R , 8= _ER

Vztah — (t - s) < 0 zfejmé plati, nastava tedy maximum.

Tak funkce nabyva maxima pro v = %R . Po dopoctenir je r = R.

242
3

Hledany kuZel m4 podstavu o poloméru » = 23£2,R avysku v= %R .

4.13 Do koule o poloméru R vepiste &tyfboky jehlan o maximalnim objemu.

Reseni:
Objem jehlanu je ¥ = %az -y
2 a*
v Z Pythagorovy vaty plyne: (v—R) + == R?, tedy
‘ o
a’ = 2(2VR —vz)
N~

obr. 66 - Po dosazeni do Objemuje Vo= %(szR - VS).

Podle véty 4.1 funkee V(v)=—v® +2v2R nabyvé lokalniho extrému, kdy?:
v +20°R—m =—v* +(2r + s p? —(2rs+r2)f+r25

Rovnost nastava pouze tehdy, kdyz:

2R=2r+s

0=2rs+r*

—m=r’s

Redenim soustavy ( za podminky r > 0)je r =%R, 5 =—%R.

. L 4 .
Podminka pro maximum (—1)(r—s)<0 je splnéna, tzn. Ze v ¢isle v=§R je
nabyvano nejvétsi hodnoty.

Pro stranu jehlanu g dostavame : a = %R .
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4 oy 4 .
Do koule vepi$eme jehlan s podstavou o strané a =§R a vysky ER 0 objemu
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5. Metoda diskriminantu

Zékladem této metody je, Ze hledanou extremélni hodnotu uréime pravé
z podminky pro diskriminant kvadratické rovnice. Lze ji aplikovat ha tlohy, které na
prvni pohled vypadaji obtiZng, nebot’ vyraz,” jehoZ extremalni hodnotu hleddme,
obsahuje odmocninu s neznidmou nebo zlomek, kde nezndma vystupuje ve jmenovateli.
Metodu pouZivime, kdyZz po tpravé vyrazu dosp&jeme ke kvadratické (resp.
bikvadratické) rovnici, vniZ vystupuje velilina, jejiz extrém hleddme, v podob&
parametru. Pokud mé4 byt feSeni dané kvadratické rovnice v oboru realnych &isel (R),
musi byt diskriminant D v&t8f nebo roven nule. Odtud dostaneme nerovnost omezujici
hodnotu parametru, tedy hledané funkce. Refenim této nerovnosti uréime extrémy

funkce. Je v3ak tfeba zvéZit, za jakych podminek je funkce definovana a jakych hodnot

- mlZe nabyvat.
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5.1

3.2

R

rEv—

I'Jlohy:

Stanovte minimum funkce flx)= 12(_x2+i)
x

ReSeni:

Pfedpoklidejme, ¢ minimum existuje a ozname jej m. Hledejme x tak, aby

1—%—(x—:f-g);m.Poﬁpravé —mx® +12x+24=0. Tedy
X .
144+ 96m=0
> 144 _ 3
96 2

- = - r r 1 . ‘r 3 X ~r s w
ProtoZe m je ale minimalni hodnota funkce, zvolime m =3 Uréime jeste

3 12(x+2)

piisluiné hodnoty x. Plat{ B tipravé x* +8x+16=0
: x
~8+0 .
2

Z4vér: Dand funkce nabyva svého lokdlntho (ale i absolutnfho) minima

fu)=—2 pro = s

Soudin dvou kladnych &isel, jejich soudet je staly, je nejvEtsi tehdy, jestliZe jsou
tato ¢isla stejna. Dokazte. '

Reseni:

Soudet &isel oznaéme a, jedno z &isel oznaéme x, pak drubé &islo je '(a—x).
Soudin obou &sel oznalme pismenem m: {a—x)-x=m. Po roznasobeni

dostavame rovnici —x? +ax —m =0, kde x je neznam4, m parametr. Diskriminant
a2
D=g" —4m musi byt v&t3i nebo roven nule, odtud m< e Nejv&tdi moznou

2 —at
hodnotou m je tedy m = 24—, kdyz D=0. Déle plati x = a;;a = % . Dokézali

. x ¥ xr s 1. s a
jsme, Ze ob8 &isla musi byt stejnaato —.
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53

Pozn. s touto Glohou jsme se setkali jiZ v kapitolach 2 a 3. Nyni jsme si ukazali

tfeti zplsob feeni.

Farmaft chee ohradit vyb&h pro dobytek o rozloze 1,5 ha elektrickym ohradnikem.
Vzhledem k tomu, Ze tento zplsob hrazeni je pom&me nakladny, usiluje, aby
spotfebovaneho materialu bylo co nejméné.

Jaké rozméry mé mit ohrazeny pozemek, chee-li, aby byl ve tvaru pravothelniku?

Reseni:

Oznaéme jednu stranu pozemku x a druhou y,
pak pro obsah pozemku plati:

S=x-y=15 odtud‘y=£.
x

1,5 ha

X " Pro délku ohrady ! dostavame: 2(x + E) =1.
obr. 67 x

Pro tupravé dostaneme kvadratickou rovnici

s neznamou x (I povaZujeme za parametr): 2x*> - +3=0.

Ma-li byt x redlné musi byt diskriminant v&ti nebo roven nule:

D=1"-24>0
1224 =26.
Za [ vezmeme nejmensi moZnou hodnotu, tj. /= 2:/6.

J6 6

Po dopoéteni je x =¥~ a y==-

 V pfevodu na metry 50-+/6 =122,5m:

Pozemek je tfeba ohradit jako &tverec o strang 50- J6 m.

Pozn. Ulohu jsme Fesili jiz pomoci A-G nerovnosti 1 vyuZitim vlastnosti
kvadratické funkce.
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5.5

Plakat pravothelnikového tvaru.mé celkovou plochu 2000 cm’. Uréete rozméry
x,y poti§téné plochy S, jestliZe je presn dodrZen okraj 6 cm nahote a 4 cm po

stranach a dole a poti§téna plocha S ma byt maximalni.

Resen: , ,
dom. _ x __ dem Pro plochu listu plat{ (x+8)-(y +10)= 2000, odtud
{Bem y=2000_10.
x+8
) Hledame maximum potisténé plochy
¥ R
S=x-y=x-[2000—10}.
x+8
R 498 Py roznasobeni a tipravé obdriime kvadratickou

rovnici snezndmou x a paramefrem S:

ey 10X +(S—1920)x +85=0.

Diskriminant D =S8? —4160S +3686400 musi byt
v&t3i nebo roven 0. Refenfm nejprve D=0 dostaneme S, =2880 §,=1280 a D
vyjéd¥ime jaky soudin D= (S-S, XS —S,}= 0 tedy (S —2880)-(S —1280)=0. To
je pouze, kdyz:
$—288020 a §—1280>0 nebo S —2880<0 a S—1280<0
S228802 S>1280 nebo S <2880 a S <1280
S > 2880 nebo S <1280

Vzhledem k tomu, Ze popsana plocha nemiiZe byt veéti neZ plocha celého plakétu,

vyhovuje pouze S <1280 cm’.

Dopottenim ziskdme x =32cm a y =40 cm.

Potisténa plocha na plakétu mé rozméry 32 x 40 cm.

Tl

Dv& Zeleznidni stanice se kfizi pod pravym Ghlem. K mistu kiiZeni se soucasné
bliZi po obou tratich dva vlaky; jeden z nddraZi, které leZi 40 km od kiiZeni, druhy
z nadrazi, které je 50 km od k¥iZeni. Prvni vlak ujede za 1 minutu 0,8 km, druhy
0,6 k.

Za kolik minut od vyjezdu zobou nidraZi budou vlaky od sebe nejméné

vzdéleny? Jaké je tato vzdalenost?
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obr. 69 ' obr. 70

yo- 08X
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Ozna¢me nejkrat${ vzdalenost mezi vlaky y a &as, za ktery dorazi do takového
mista, x.

Prvni vlek za x minut urazi 0,8 x km a do mista, kde se kifZi koleje, mu zbjyva
(40-0,8x) km. Druhy vlak za x minut 0,6x bm a do kifZeni mu zbyvé
(50-0,6x) &om.

Z Pythagorovy véty (obr. 70) plyne:

y=(40-08x) +(50—0,6x)

po umocnéni a apravé dostaneme

x? —124x +4100-y* =0

Z podminky nezaporného diskriminantu méme y? > 256. ‘

ProtoZze y=0, dostaneme odmocnénim y216, kdy y,,=16. To dosadime do
kvadratické rovnice a uréime x =62.

Vypotetli jsme, Ze lokomotivy si budou nejbliZe za 62 min a vzdilenost mezi nimi

v tomto okamZiku bude 16 km.

Vypodteme-li jejich vzdalenost od mista k¥iZeni trati v Case 62 min, zjistime, Ze

~ prvni vlak je vzdilen: 40—0,8-62=-9,6. To znamena, Ze projel k¥iZzovatkou a

nachazi se 9,6 km za ni. Druhy vlak je 50-0,6-62=12,8 km pfed kiizovatkou.
(obr. 71) '

83



P S T

ne

M\

12,8 (4

obr. 71 .

56 20 km. od hlavni silnice leZi vesnice B, odkud jezdi obyvatelé do zaméstnan{

v mist 4. Ponévadz z vesnice nejede Z4dny autobus, musi se nejprve dopravit na
kole do mista C, odkud uz maji autobusové spojeni do 4. Kde ma byt postavena
autobusova zastédvka C, aby jim cesta do prace trvala co nejkratsi dobu? Rychlost

jizdy autobusu je 0,8 kin/min a rychlost na jizdnim kole 0,2 km/min.

Redeni:

obr. 72

OznaCme a km vzdélenost 4D a'x km vzdélenost CD. Pak AC =(a~x) km a

CB=+/x*+20° km. Cas, ktery potfebuji cyklisté kujeti trasy BC, je

Nx*+400 .

min, nebot t==..Cas potiebny na projeti autobusu v aseku AC je

0,2
N2 +400 a-x
+ a

0,2 08

a—x
0,8

min. Celkova doba cesty zA4 do B je y min, kde y =

tento soufet musi byt co nejmensi.

Po Yipravach dostavame:

0,8y —a+x=4vx> +400.
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5.7

Ozna&me 0,8y —a jako k a umocn&me rovnici:
15%% — 2kx + 6400~ k* =0. .
Z podminky diskriminantu dostaneme 16%* 296000. Po vydgleni 16 a

odmocnéni:
Jk| = V6000 = 20415 .
Nejmendi moZnd hodnota kje tedy k. =20415, a tedy

L kx0_ 20415
15 15

Autobusova zastavka ma byt postavena pfibliZzné 5 km od bodu D.

= 5,16 km.

Pozn. feeni ma smysl pouze je-li x<a.

 Z mdsta A na biehu feky je tfeba dopravit naklad do mésta B, které je vzdaleno a

km po proudu feky a d Jmm od bfehu. Kudy je tfeba vést silnici od mista B k fece
tak, aby doprava nakladu z 4 do B byla co nejlevn&]si, je-li cena pfepravy na

tseku 1 km po fece dvakrat mensi neZ po silnici?

obr. 73

Oznadme x km vzdalenost AD, b km vzdalenost DC a y km délku silnice DB.
ProtoZe je provoz po silnici dvakrat drazsi neZ po fece, musi byt soulet x+2y co
nejmensi.

x=a-bab=+y' +d°

KdyZ soudet oznaéime m, pak dostavame

m=a—+y*+d* +2y
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po odstranéni odmocniny dostaneme |

3y* —4(m—a)y+(m—a) +d* =0

Aby y bylo reslné &islo, je tieba, aby diskrirninanf byl v&t3i nebo roven nule.
Tedy 16(m —a) 212(m—a)’ +12d°

Po tpravé a odmocnéni

|m - ai 2 d \/5

Pfitom m = x+ 2y > a {viz obrazek).

MiiZzeme tedy poloZit lm - a] =m-a

A dostaneme m,;, =a+ d3

Potom y= %dﬁ

3

JelikoZ sin ZBDC =£=7, je thel BDC roven 60°. To znamend, Ze silnice
y

musf byt postavena pod thlem 60° k Fece.

Dva kamaradi Adam a Tonda travili celé prazdniny na Bot8. Tak ¥kaji obyvatelé
Kocourkova poloostriivku na mistnim jezefe, nebot’ svym tvarem nepiipoming nic
jiného. | |
jednou se vsadili, kdo tam bude dive. Oba chlapci bydli 5 km od jezerd, ale Adam
bydli od Boty ve vzdalenosti 12 km podél feky a Tonda ve vzdalenosti 10 km
podél feky na opacnou strénu (viz obr, 74)

Jaky zptisob cesty zvolil kazdy z nich a kdo vyhral sazku, vite-li, Ze Adam-i Tonda
jdou rychlosti 5 km/h, ale Adam plave rychlosti 7 km/h a Tonda 6 km/h.
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Reseni:

obr. 74

Nejdfive uréime Adamovu irasu, po které se dostal na Botu za nejkrat$i moZznou
dobu. Tzn., Ze musim najit takové misto u jezera X, kam dojde p&sky, a poté zatne

plavat. Podle obr. 74 je cesta z 4 do X rovna v25+x" acestaz X do B (12-x)
Jem. |

N25+x2 12—x
+ .
5 7

Po tpravé a umocnéni dostavame kvadratickou rovnici snezndmou x a

éast(t=£), za ktery Adam urazi tuto trasu je =
Y

parametrem ¢
245 + (600 — 350z Jx —1225¢* + 4200t — 2375 =0

Pfed fefenim diskriminantu provedeme odhad parametru t. Je ziejmé, Ze

|PBI<I£|AB! , 10 Znamena E<t$£él,72<t52,6.
v, W 7 5

Z podminky pro diskriminant je 240100¢% —823200¢ +588000 2 0.

Reenim D =0 dostaneme #, 2,414, t, =1,014

Pak D =(t-2,414)-(t —1,014)2 0 a feSenim nerovnice je £ >1,014 a r 22,414.
JelikoZ hleddme miniméalni hodnotu t a zérovedl z vySe uvedeného odhadu vime,
Ze t >1,72 , jedinym FeSenim je ¢ = 2,414 =2 hod 24 min 50 s.

Po dofeSeni je x = 5,1 km.

Zjistili jsme, Ze Adam se nedostane na Botu dfive neZ za 2 hod 24 min a 50 s.
Postupujme stejng i v pfipad® Tondy. Pfedpokladejme, Ze se nejprve musi dostat

do mista Z, odkud poplave do B. Tedy jeho trasa je:

By =\/25+zz +10—z , a &as ktery stravi na cesté
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AN25+2z% 10~z
+

5 6 .

fipravou a po umocndni dosp&jeme ke kvadratické rovnice snezndmou za

parametrem #:

1122 + (500 —300¢ )z —900¢* +3000f —1600 = 0
o8l 8 .2
Odhad pro t je: ——6-—< t ST tj. 1,6 <£<2,236.

Resenim diskriminantu rovnice a jeho podminek dosp&jeme k feleni ¢ 22,219 a
<1114, pfidemz vzhledtﬁn k odhadu je jedinym feSenim f=2,219=2 hod 13
min 8 .

Vidime, 7¢ Tonda se dostane na misto rychleji. Pro z dopoSteme z = 7,54 km.

Sézku vyhral Tonda, nebot’ se na poloostrov dostal v kratSim Case.

Do polokoule o polomé&ru R je vepsan rotadni vélec tak, Ze jeho dolni podstava
lezi v kruhové podstavé polokoule a hranice horni podstavy vélce se dotykd
vrehliku polokoule. Uréete rozméry tohoto valce, ma-1i byt jeho povrch
maximélni, |

Regent:

Pro povrch valce dostavame

_ S=2m*+2mr-h
h R Z Pythagorovy véty plyne k=~ R* —#*
- po dosazeni

obr. 75 S=2m*+ 27 R? —#? =27L7'(r+ /Rz_rz)

Pro zjednodugeni vyrazu volme -2§~— =M art=x.
7

Po umocnéni a tpravé vyjde rovnice 2x* — (ZM + Rz)x +M?=0.
JelikoZ x mé4 byt redlné, diskriminant musi byt v&t8i nebo roven nule. Ale protoZe
hledéme maximalni povrch, musi byt i M maximélni a to je, kdyZ diskriminant

bude nezaporny.

—4AM?+4MR* +R 20
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’ 2
ProtoZe M >0, vyjde feSenim piedchoz nerovnice jen M e (0,%(1+w5)).
2
M. jetedy -I;—(l+\/§)

Pro Spex ziskdme S, = R?z {1 +43 )= B2 +42).

Pro x po dosazeni M do rovnice vyjde:

__RL2) R R +42)
P 4

po zpétném vypodteni r je:

Ry2+A2
2

a h=\];€2 —%2(24\/§)=§\/2_-«/§.

Rozméry vélce 0 maximalnim povrchu jsou 7 = % 2++/2 avyika

h=§ 2-42.

5.10 Do polokoule o poloméru R je vepsan kvadr se &tvercovou podstavou, ktera leZi

v kruhové podstavé polokoule. Vrcholy protilehlé podstavy kvadru se dotykaji
vrchliku polokoule. Urdete rozméry kvadru tak, aby jeho povrch byl maximalni.

Refeni:
]
! ayz
t 2
T
h LHYe
4 | /_
I// N
o
obr, 76 obr, 77
Pro povrch kvadru plati:
S =24’ +4ah
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Z Pythagorovy vty je

po dosazeni do vzorce pro obsah je

2
S=2a2+4a1}R2-%

po umocngni a Gpravé ziskdvame rovnici

124* - a? (4 +16R? )+ S? = 0, kde za &’ poloZme x.

Pak 122 - x{4S +16R? )+ 57 =0 |

Aby rovnice méla redlné feSenf, musi byt D=0 , tedy (4S +16R )2 > 4852,

Po odmocnéni |4S +16R2| > \4SJ§| :

Vyrazy uvnitf absolutnich hodnot‘ jsou kladné, proto 4S8 +16R? >4S+/3 a odtud

4R?

’I_

-2R2(1+\/§). Je tedy S_,, =2R2(1+\/§) a po dosazen{ do plvodni

5 5

kvadratické rovmice vypolitime x= Rz[l + T] . Odiud a=R [1 + —3—] ,

h=— 2+2—"§.
2 o3

Do polokoule vepifeme kvadr, jehoZ &tvercovAd podstava ma délku strany

a=R [1+§J a jehoZ vyska je h_E 2+¥
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5.11 Dané kouli o polomé&ru R opiste kuZel s minimalnim objemem.

ReSeni:

v-R

viv-2R)

obr.78 . ' obr. 79

Pro objem kuZele plati:

V=—m"v
3

Z podobnosti trojuhelniku (obr. 79) plyne:

v r

Jviv—Rj "_E

_ 2Rr*
_Rz 2

Po dosazeni v do vzorce pro objem dostaneme:

_ 2 Rr*
3R -2

Po tpravé —i—ﬂZRr4 -Vt +VR* =0

Zvolme substituci #* =x a dosad’me do rovnice, dostaneme kvadratickou rovnici
s parametrem F a neznamou x:

2

ZaRx* -Vx+VR* =0

3

Mali byt feSenim rovnice realné &islo, musi byt diskriminant D v&t3i nebo roven

nule, pfiéemZ parametr ¥ musi byt minim4ini.

- 8
Odtud V2 > §ER3V . Protoze V >0, dostavame V > gﬂfRs .
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Je proto V,,, = %m‘{s . Pak po dosazeni do kvadratické rovnice zjistime
x=2R
r=R\2 av=4R

Kuzel, ktery opisuje kouli mé podstavu o polomé&ru r = R2 2 vydku v=4R.

5.12 Dané kouli o poloméru R opiste &tyfboky jehlan s minimélnim objemen.

Redeni:

obr. 80 obr. 81

Pro objem jehlanu plati:

2Ra?

o Upravé je v=————.
PO TIPS VA R

Po dosazeni vysky do vzorce pro objem a uprave
dostavame rovnici 4. stupné:

%Ra”‘ —Va® +2VR =0
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Zvolme substituci a® =x, pak ‘—::-sz —Vx +2VR? =0. Diskriminant D musi byt

v&t$i nebo roven nule, pfidem? ¥ ma byt minim4lni: ¥ 21??1231/. Po vydéleni
kladnym ¥ mame V 2%6—}23. V. =-13£R3

Dosazenim do kvadratické rovnice vyposteme x =4R* a a=2R.
Pro vygku dostaneme zpétnym dosazenim v=4R.

Dané kouli opiSeme jehlan s podstavou o strané a = 2R a vySce v=4R.
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6. Zavér

V této praci jéeni uvedla &tyfi metody, kterymi lze (za pomoci jednoduchych
Uiprav) fesit Glohy, jeZ maji v dnedni dobé velky vyznam, nebot ve viech oborech lidské
¢innosti ée fedi otazka: Jak naloZit se svymi prostfedky, abychom dosahli co moZné
nejvetitho uzitku? Soudasti kazdé kapitoiy jsou fefené tlohy, které jsou fazeny podle
obti¥nosti a maji slouZit jako materidl pti praci v matematickém zéjmovém krouzku (na
SS nebo ZS) nebo pro Z4ky stiedni Skoly, ktefi cht&ji nabyt pfedstav o povaze iloh,
jimi¥ se zabyva vy$$ matematika. JelikoZ mnoho tloh je praktickych, mohou bﬁ-pro
zaky vhodnou motivaci k jejich daldimu studiu.

Kromé uvedenych metod existuji jest® daldi zpfisoby feSeni Gloh na maxima a .

minima. Jednak postavené na znalostech vy$8i matematiky, jednak elementérni,
napiiklad vyuZivajici vlastnosti geometrickych ftvart. Vzhledem k rozsahy price jsem
se viak zaméfila jen na mefodu diskriminantu, A-G nerovnost, vyuZiti extréml
kvadratické funkce a kubické funkee. |
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