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1. UVOD

1.1 Apollonios z Pergy

Apolloniovy ulohy se jmenuji podle feckého geometra Apollonia z Pergy (kolem
r. 200 pf. Kr.). Apolloniova tloha spociva v sestrojeni kruznice, kterd se dotyka tif
danych geometrickych utvart (bodd, piimek, kruznic). Apollonios formuloval znéni
téchto dloh pro tii zadané kruznice ve své knize O dotycich (De tactionibus). Tento
spis se bohuZel nezachoval, takZe neni bezpe¢né¢ zndmo, jaké feSeni tento velky
geometr provedl. Soudi se vSak, Ze podal feSeni i pro obecny piipad, a zda se, Ze
vyuzil dilataci asi tak, jak to uvefejnil r. 1600 v PafiZi francouzsky matematik Viéte
ve spise Apollonius Gallus.
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1.2 Historicti resitelé Apolloniovych tloh

Jednim z dalsich feSiteltt Apolloniovy tlohy byl Viétiv vrstevnik Adrian van
Roomen. Ten tesil tlohu pomoci kuZelosecek. DalSimi slavnymi feSiteli byli Fermat,
Newton, Euler, Carnot, pozdé&ji Pliicker, Casey a jini. Ti feSili ulohy cestou
syntetickou i analytickou. ReSenim zvl4§té jednoduchym a elegantnim pfispél
francouzsky matematik Gergonne, pak Gaultier a pozdéji Fouché. Némecky geometr
W. Fiedler provedl feSeni uZitim cyklografie. DalSim feSitelem byl i cesky geometr J.
Sobotka. Profesor karlinské redlky F. Machovec odvodil Gergonnovo feSeni
deskriptivni geometrii a V. Jarolimek geometrii projektivni, a to kolineaci.

1.3 Pi‘ehled vSech Apolloniovych a Pappovych dloh

Obecné 1ze Apolloniovu tlohu formulovat napf. takto: ,,JJsou ddny tf1 utvary kj,
kz, ks, které mohou byt kruhové kiivky (tj. kruznice nebo piimky) nebo body.
Sestrojte kruZnici k, kterd se téchto utvaru k;, kz, k3 dotyka.*

Je ziejmé, Ze vstupni objekty mizeme kombinovat, ¢imz ziskdme 10 typt zadani
Apolloniovych dloh ozna¢ovanych podle vstupnich objektt:

1. ,BBB“ tzn. bod, bod, bod

2. ,BBp“ tzn.bod, bod, pfimka

3. ,BBk“ tzn. bod, bod, kruznice

4. ,Bpp“ tzn. bod, piimka, piimka

5. ,,Bpk“ tzn. bod, pfimka, kruznice

6. , Bkk“ tzn. bod, kruznice, kruZznice

7. ..ppp“ tzn. pfimka, pfimka, pfimka

8. ,.ppk“ tzn. pfimka, pifimka, kruZnice

9. ,,pkk“ tzn. ptimka, kruZnice, kruznice
10. , kkk“ tzn. kruznice, kruznice, kruZnice.

e, e

v ucivu zédkladnich Skol. S prvni Apolloniovou ulohou se zéaci setkdvaji v Sestém
ro¢niku. Jde o dlohu ,,bbb“, jejimz feSenim je kruZnice opsand trojihelniku. V ucivu
vyssich ro¢nika 7S bychom déle nalezli napt. n€které varianty uloh ,,bkk*, ,,ppp “ ¢i
,Pkk*“. VSechny tyto tlohy Zaci fe$i pomoci metody mnozin bodl dané vlastnosti.



S dals$imi typy, napt. ,,bpp“ nebo ,,ppk“, se zaci setkdvaji na stiednich Skolach.
Konkrétné feSeni jmenovanych dvou tloh byva pojimédno, jako cvieni na vyuZiti
stejnolehlosti.

V souvislosti s Apolloniovymi tlohami nemliZeme opomenou tzv. Pappovy
ulohy. Jsou pojmenovany po feckém matematikovi a filozofovi Pappovi z Alexandrie
(pfelom 3. a 4. stoleti n. 1.).

Pappovy tlohy jsou konkretizaci tloh Apolloniovych. Musi byt zadan
alespon jeden bod a alespon jedna kiivka tak, Ze dany bod leZi na kiivce, které se ma
hledand kruznice dotykat. Téchto tloh existuje Sest:

»Bpg“ —tzn. bod, pifimka na které lezi bod
,ppp‘ — tzn. piimka, pfimka na které leZi bod
»kpp* — tzn. kruZnice, pfimka na které lezi bod
,,Bkg“ — tzn. bod, kruZnice na které leZi bod

., Pkg* — tzn. ptimka, kruZnice na které lezi bod
kkp — tzn. kruZnice, kruZnice na které lezi bod.
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2. Prehled zakladnich poznatku

V této kapitole je uveden pirehled poznatktl, které budeme potiebovat k feseni
Apolloniovych tloh v této praci. Véty, které jsou na stfednich Skolach obvykle
uvadény, nedokazujeme. Pii dikazech ostatnich vét vychdzime ze znalosti
sttedoSkolského uciva.

2.1 Stejnolehlost

Definice stejnolehlosti
Stejnolehlost (homotetie) se sttedem S a koeficientem stejnolehlosti x # 0 je podobné
zobrazeni definované takto:
a) obrazembodu Sjebod §'=S
b) budu X # § pfifazuje bod X~ takovy, Ze plati: ISX1 = Ixl ISXI, pfi¢emZ bod X~
lezi na polopiimce SX pro x > 0, na poloptimce opacné k polopiimce SX pro
k<O0.

2.1.1 Stejnolehlost kruznic

Véta 1: Obrazem kruZznice k(O;r) ve stejnolehlosti H(S;x), je kruZnice o
poloméru r” = Ixlr.

Véta 2: Kazdé dvé kruznice k(O;r), k(O7;r’) sriznymi poloméry jsou
stejnolehlé

pravé dveéma
zpiisoby a to
podle  stiedi
stejnolehlosti
E (vné&jsi stred
stejnolehlosti)
a I (vnitini
stied
stejnolehlosti),
které lze
sestrojit podle
obr. 2.1. Jsou-
li kruZnice Obr. 2.1

soustiedné, splyvaji stiedy obou stejnolehlosti se spoleCnym stiedem téchto
kruznic (coz, pokud mate elektronickou podobu této bakalaiské prace, si
muzete vyzkousSet tahem bodu O do bodu O “u obr. 2.1).

2.1.2 Konstrukce stiedii stejnolehlosti

Maéme v rovin¢ dvé kruznice [, [” s riznymi stiedy O, O~ (obr. 2.1). Jestlize
existuje stejnolehlost zobrazujici jednu z nich na druhou, lezi stfed stejnolehlosti na
piimce OO". Na prvni kruZnici zvolime libovolny bod X (nelezi na ptimce OO") a na
druhé sestrojime bod X~ tak, aby byly pifimky OX, O X" rovnobézné. Stred hledané
stejnolehlosti je pruseCikem piimek OO’ XX Kdanému bodu X mdme dvé



moznosti volby konstrukce bodu X . Proto takto narysované kruznice maji dva stiedy

stejnolehlosti E(vnéjsi) a I(vnitini).

Véta 3: Stredy stejnolehlosti S; a S, leZzi na pfimce prochdzejici stfedy
kruznic a koeficienty stejnolehlosti jsou x; = r7/r, k; = - r7/r.

Véta 4: Maji-li dvé kruZnice spolecné tecny, pak tyto tecny prochdzeji
piislusnymi stfedy stejnolehlosti, jestlize se kruznice dotykaji, je jednim
sttedem stejnolehlosti bod dotyku obou kruznic (obr. 2.2).

Véta 5: V piipad¢ dvou shodnych kruznic existuje jen jedna stejnolehlost,
ktera  zobrazuje jednu
kruznici na  druhou.
Jestlize dvé neshodné
kruznice maji spolecné
teCny, pak vnéj$i teCny
prochazeji vnéjSim
sttedem a wvnitini te¢ny
prochézeji jejich vnitinim
sttedem stejnolehlosti.

Obr. 2.2

2.2 Mocnost bodu ke kruznici
2.2.1 Véty o mocnosti
Definice mocnosti

Mocnosti bodu M ke kruZnici k(O,r) nazgvame &islo m = m(M,k) = d° — ¥, kde
d=|om|.

Véta 6: Vedeme-li bodem M piimku, kterd je se€nou kruznice k pak mocnost

m(M,k) bodu M ke kruznici k plati: m =| MA || MB |, kde A, B jsou priiseciky
seCny s kruznici (pokud takto vedeme vice seCen mocnost se neméni).

|Vede|1?e—li bodem M navic tecnu s bodem dotyku 7, plati: m = |MA |l MB| =
MT|".

Diikaz:
Je dan bod M a kruznice k(O,r).

a) M je vnéjsi bod kruznice k

Tuto vétu dokdZeme pomoci obr. 2.3. Mdme dvé seCny. Jedna prochézi body
M, A a B, druhd prochézi body M, C a D. Mame dokazat, Ze plati rovnost
|MA|IMB| = |[MC|IMD| = m. Tuto rovnost dokdZeme pomoci podobnosti
trojuhelnikti. Z véty o obvodovych thlech plyne, Ze uhel pii vrcholu B ma
stejnou velikost jako uhel pii vrcholu D. Jde o obvodové tuhly piislusného
oblouku AC. Poté podle véty uu dostivame, Ze jsou podobné trojuhelniky AMC a




MDA, jelikoz maji stejny jeSté¢ dhel pii vrcholu M. Plati tedy tato rovnost:
| MBUIMD|=|MCIIMA |, odtud | MA [ MB|=|MC|IMD|

ithel u vrcholu B
D

16,9 °
ithel u vrcholu 16,9°

Obr. 2.3

Zavedeme-li, ze tseCka MO ma délku d, pak plati rovnost |MA || MB| =
d-nrn.d+r = &d-r=m (M,k) — mocnost
bodu M ke kruznici k.

Podle obr. 2.4 mdme dokdzat, Ze plati
IMA|IMB| = |MT| 2 Dikaz provedeme
pomoci Pythagorovy véty. Z obr. 2.4 je patrné,
e plati |IMT|? = & — #, tzn. IMA||MB]| =
| MT |2,

Obr. 2.4
Pozndmka: Je-li M vné kruZnice k, pak m = m(M,k) > 0.

b) M je uvniti kruznice k (obr. 2.5)
Dikaz provedeme stejné jako jsme dokazovali prvni vétu. Akordt se ndm pak

zméni  tato  rovnost: |MAlIMB| =

(r-d.r+d)=r—d =-m(Mk).

Obr. 2.5
Pozndmka: Je-li bod M uvnitf kruZnice k, pak m = m(M,k)< 0.
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¢) M lezi na kruZnici k
Dtkaz je zfejmy z obr. 2.6. Vidime, Ze d = r, B
proto #° —d* = 0. Plati tedy m = m(M,k) = 0. / K

Obr. 2.6

2.2.2 Vyznam cisla m(M,k) v analytické geometrii

Mocnost bodu ke kruZznici tzce souvisi s analytickym vyjadfenim kruZnice.
Vime, 7e m(Mk) = IMO|* — r 2. Délku
useCky MO analyticky vyjadiime takto: ¥ k LMy
IMO| = (x—u)?+ (y - v)? (obr. 2.7). Po
dosazeni  ziskame rovnici m(M,k) =
(x—u) 24 y—-v) 2 _ r?ata v rovnosti s nulou
neni nic jiného neZ rovnici kruZnice.

Pokud M lezi na k (m = 0), pak
plati (x—u)>+(y—-v)*-r?=0.

Pokud M je vnéjsi bod k (m > 0), pak

plati (x —u) > + (y =v)* = r>> 0. ;
Pokud M je vnitini bod k (m < 0), pak
plati (x —u) > + (y —v)* = r* <0. Obr. 2.7

2.2.3 Véty o chordile

Véta 7: Mnozinou vsSech bodi v roving, které maji tutéZ mocnost ke dvéma
danym kruZnicim k;, k> je pfimka kolma na spojnici stfedi obou kruznic k;,
k,. Nazyva se chordala kruznic k;, k, a v tomto piipad¢ ji budeme oznacovat
Ch( k], kz )

Jsou-li dany tii kruZnice k;, k», k3, pak chorddly ptislusné dvojicim (k;, k»),
(k2, k3) a (kj, k3) jsou bud’ navzdjem rovnobézné, nebo se vSechny tii protinaji
v jediném bod¢ (tzv. potencnim stiedu kruznic k;, k2, k3).

Diikaz:

Hleddme mnoZinu bodl v roviné, které maji stejnou mocnost ke dvéma
danym kruZnicim k a s. Uz vime, ze m(M,k) = (x — u) > + (y — v) > — r; * (viz. Vyznam
¢isla m(M,k) v analytické geometrii). Analogicky vyjadiime 1 m(M,s), takze m(M,s) =
(x—d) >4 (y—e) 2t (obr. 2.8). Jestlize mnoZina bodi ma mit stejnou mocnost ke
dvéma danym kruzZnicim, musi platit (x — u) 24 y—-v) 2 _pt= x-d 24 (y—e) -
2. Po upraveni ziskdme rovnici (d — u).x + (e —v).y + ¢ = 0. PoloZime (d —u) =a a
(e — v) = b a dostaneme rovnici piimky a.x + b.y + ¢ = 0 (normdlovd rovnice
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chorddly). Soufadnice (a,b) patii
vektoru OS a zdroven jsou |¥ My
soutfadnicemi normdlového vektoru
chordély, takze jsme zjistili, Ze
chorddla je primka kolma na
piimku OS. k

Obr. 2.8
Mame zadané kruznice k(O,r;), s(S,r2) abod M.

2.2.4 Jak sestrojit chorddlu
Jsou dany dvé kruznice k(S,r;) a [(O,r2).

Jestlize se kruzZnice k, [ protinaji v bodech A, B, je jejich chorddlou piimka
AB, nebot’ body A, B maji k obéma kruZnicim stejnou mocnost (nulovou). Tento
ptipad miiZete vidét na obr. 2.9. Dotykaji-li se kruZnice k, , je jejich chorddlou jejich
spole€nd tecna ¢ ve spolecném bodé 7 (obr. 2.10). Kazdy bod X piimky ¢ m4 totiz
k obéma kruZnicim stejnou mocnost rovnajici se ¢islu | XT |2,

| ch(k.1] ch(k.I)
I
k
r k
ﬂ S 'G '5
B
Obr. 2.9 Obr. 2.10

Pokud se kruZznice k, / ani neprotinaji, ani nedotykaji, musime zvolit
libovolnou kruznici &, kterd ob& kruznice k, [ protind (obr. 2.11). Prisecik chordaly
kruznic k, k” a chorddly /, k" m4 pak stejnou mocnost ke vSem tfem kruznicim k, [/, m,
a musi jim tedy prochdzet 1 chorddla kruZznic k, [. O této chordale vime, Ze je kolma
ke spojnici stfedl kruznic &, [, a miZeme ji tedy sestrojit. Stted pomocné kruznice k”
nesmime zvolit na spojnici OS, jelikoz by byla chordala kruznic k, k” s chorddlou
kruznic [, k” rovnobézna.

-12-



Obr. 2.11
P...potencni bod.

2.2.5 Mongeova véta

Véta 8 (Mongeova): Jsou-li dva utvary stejnolehlé s tfetim, pak jsou
stejnolehlé 1 mezi sebou. Pritom stfedy tif stejnolehlosti lezi na téZe piimce.

Diikaz:

Necht' jsou dttvary U, U; stejnolehlé sutvarem U;. Oznalime H;;
stejnolehlost, kterd prevadi utvar Ui na ttvar Uj, jeji stied pak S; a koeficient kj.
V ttvaru U; zvolme pevné bod A; tak, aby pro jeho obrazy A, A; ve stejnolehlostech
Hj, H;; platilo A, # Az Na pfimce A»A; dédle zvolme bod M tak, aby platilo
MA; = ki3 | k;» . MA,'. Snadno ov&fime, Ze ttvar U; je obrazem dutvaru U, ve
stejnolehlosti H; se stiedem S»;3 = M a koeficientem kz3 = kj3 / k2. Jsou-li totiz B, a
B; obrazy libovolného bodu B; ttvaru U; ve stejnolehlostech H;, a Hj3, je usecka
A3B3 rovnobéznd s AB», nebot’ jsou ob€ rovnobéZné s A;B;. Pro jejich délky plati
| AsB; 1 /1] AsBo = (Lkis| TAB ) 1 (Tl ] AB ) =1 kos |, a orientace je uréena
znaménkem koeficientu k3, to je ddno znaménky koeficientl k;, a k;3. Mohou nastat
pravé 4 rizné situace, jeZ jsou zndzornény na obr. 2.12 a, b, ¢, d. Pomoci téchto
obréazkt pak jiz snadno ovéiime, zZe pro libovolny bod B; ttvaru U; a jeho obrazy B,
B; plati S23B3 = k»3 . S23B>. Je tedy Bs obrazem B, ve stejnolehlosti H>;.

Zbyva dokazat, zZe S»; lezi na piimce §;25;;3. Pfidejme k utvaru U, bod S»;.
Jeho obrazem ve stejnolehlosti H;; necht’ je bod S. ProtoZe je S,; samodruzny ve
stejnolehlosti H»3, je obrazem bodu S ve stejnolehlosti H;; opét bod S»;. To jsme
chté¢li dokazat.

' Symbolem XY rozumime orientovanou tise¢ku s po¢teénim bodem X a koncovym bodem Y.
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B3
B3 ) 313/
1

jG
k12 =05
l Ki3=2
Al B2
] I Bl
1 M =523
- A2 S A3 l
512 Al
Obr.2.12a) k;2 >0, k;3> 0, pak ko3>0 Obr.2.12b) k12 <0, k;3> 0, pak k3 <0
B1 B2 5112/ M =523
\ s k12 =10,5 Az
A2 4M=-S23 KI3=-2 A
Al B1 512 B2 k12 =-0,5
513 .Iﬂl.3 \ k13=-2
5
Al
513
A
B3
B3
Obr.2.12¢) k;2>0, k;3<0, pak k3 <0 Obr.2.12d) k12 <0, k;3<0, pak ko3>0

Dusledek véty 8:

Z dikazu véty 6 plyne,

ze  koeficienty  zminénych
stejnolehlosti H;», H;3 a Hz3 jsou
bud’ vSechny tii kladné, nebo
jsou pravé dva zdporné a jeden
kladny (obr. 2.13).
Kazdou ze Ctyt piimek, na nichz
lezi nékterd z trojic stfedl
stejnolehlosti  (Ej2, E3, Ez3),
(E12, 113, I23), (E23,112,1;3) a (E3,
113, 112) kruznic k], kg, k3
nazveme  osou  podobnosti
kruznic k;, k; a k; (viz. obr.
2.13).

- 14 -



Dusledkem véty 8 je i ndsledujici véta:

Véta 9: Necht jsou dany kruznice k;, k,. Jejich stiedy stejnolehlosti ozna¢me E, 1.
Pak pro kazdou kruznici /, kterd se dotykd kruznic k;, k» v bodech T;, T, plati:
Pitimka T, T, prochézi pravé jednim z bodi E, I (obr. 2.14).

0

Obr. 2.14 b)

Obr. 2.14 ¢) Obr. 2.14 d)

Véta 10: Stred stejnolehlosti kruznic k;, k; ma stejnou mocnost ke kazdé kruznici
dotykajici se kruznic k;, k> tak, Ze body dotyku lezi na stejné piimce jako tento
stied.

Diikaz:

V tomto dikazu vyuZijeme podobnost stejnolehlych trojihelniktt EU,S,
ET252 a ES]T], ESZUQ (Obl‘. 2.14 a)) Vyjdeme Z rovnosti F]/f’z = U]S]/TzSz = EU]/ET2
a 7‘1/7’2 = S]T]/SZUZ = ET]/EUZ, odtud VYJé.df'fme EU]/ET2 = ET]/EUZ a pOté EU]EU2
= ET,.ET,. KdyZ pouzZijeme druhou mocninu m(E,l) bude platit rovnost mZ(E,l ) =
(ET]ETZ) 2 = (ET]ETQ)(EU]EUQ) = (ET]EU])(ETZEUZ) mee, ze ET]EU]
m(E,k;) a ET>.EU; = m(E, k;), a proto m(E,l) = \/( m(E,k;). m(E, kz)). A tento vztah je
vyjadienim geometrického praméru.

2.3 Polarni vlastnosti kruznice

Mém zadany bod P a kruznici [(O,r). Pokud bod P lezi vn¢ kruZnice [, 1ze vést ke
kruZnici dvé€ te€ny, tim ziskdme dva body dotyku 77; a T». Se¢na prochazejici obéma
body 7, a T, se nazyva poldra p bodu P vzhledem ke kruznici, bod P nazyvame
polem piimky p jdouci body 7; a T (obr. 2.15 a)). Pokud bod P lezi na kruznici /,
pak zaroven lezi i na své polafe p, kterd je teCnou vedenou bodem P ke kruznici /
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(obr. 2.15 b)). Nakonec pokud bod P lezi uvniti kruznice /, je jeho polarou piimka p,
kterd je kolmd na piimku OP a prochdzejici prisecikem piimky OP a te¢ny vedené
bodem 77, kde pod T} je prusecik kolmice na OP vedené bodem P a kruznice / (obr.

2.15¢)).

T2

Obr. 2.15 a) P vné kruhu Obr. 2.15 b) P na kruZnici

p
T

Obr. 2.15 ¢) P uvnitt kruhu
2.3.1 Polarita v souvislosti s kruhovou inverzi
Na obr. 2.16 vidime sdruzené poly P, Q a k nim sestrojené chorddly p, g

vzhledem ke kruZznici [(O,r). Pojmenujeme si délku dsecky PO pismenkem x”
a délku usecky QO pismenkem x. PouZzijeme-li Euklidovu vétu o odvésné pro

trojuhelnik POT, vyjde ndm vztah |q p
x.x’=r2,aodtudx’=r2/x.
Kruhovd inverze vzhledem ke T1

kruznici [ je transformace, pfi niz
vzor i obraz lezi na téZe polopiimce s
poc¢itecnim bodem ve stfedu P
kruZnice inverze, pii cemz Q. o
vzdélenosti téchto bodi od stfedu
kruznice maji tu vlastnost, Ze jejich
soucin je roven CcCtverci poloméru

inverze. A to je presné na§ vztah x.x" = r°.

Obr. 2.16
Pozndmka: Polarné sdruZzené body jsou vlastn€ vzor a obraz v kruhové
inverzi.
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2.3.2 Dileité viastnosti polarity

Veta 11: Jestlize se
kruznice k dotyka
kruznic [; a [, pak -
pél P spojnice
dotykovych  bodi
vzhledem ke
kruZznici k lezi na -
chordale kruznic [; a
> (obr. 2.17).

Diikaz:

Na obr. 2.17 vidime,
Ze bod P je prasecik tecen
kruznice k vedenych
dotykovymi body 7; a T5.
Jeho polérou je ptimka 7'75. Obr. 2.17
Je zndmo, Ze délky teCen z vnéjSiho bodu ke kruznici se rovnaji, tedy | PT; |=| PT, |a
to znamend, Ze bod P m4 stejnou mocnost m = | PT; |2 = | PT> |2 ke kruznicim [ 17, b
Lezi tedy na jejich chordale.

Véta 12: Pol Q chordaly dvou kruZnic /; a [, vzhledem ke kruZnici k, kterd se
prvych dvou dotyka, lezi na spojnici dotykovych bodi - polara pélu P (obr. 2.18).

Diikaz:
TakZze mame dokdzat, Ze bod Q lezi na spojnici bodi 7; a T», tato spojnice je
polarou p p6lu P. Vim Ze p6l P lezi na chordéle ¢ kruznic /; a [,. S vyuZzitim vztahu
x.x" = r? dostavame: | SQ |1 SO |=r?=|5P’|l SP|, odtud | SQ Il SP"| =| SPI] SO~
Vsimnéme si, Ze velikost
thlu QSP” je rovna
velikosti dhlu PSQ°, a
proto tedy trojuhelniky
ASQP a ASP’Q jsou
podobné podle véty sus. -
Jsou tedy tuhly SQP a
SPQ stejné velké a to
znamend pravé, nebot
thel SQP je pravy.
Pfimka QP~ je proto i
kolm4 na piimku SP’, a
tak Q lezi na piimce 7,1, .
=P ch

12

02

q

Obr. 2.18
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2.4 Dilatace

Definice dilatace
Dilataci rozumime transformaci, pti které se ptimky posunuji o danou délku A ve
sméru k nim kolmém v ptimky s ptivodnimi rovnob&zné. Délku A nazyvame velikosti
dilatace. Kruznice o poloméru r se dilataci zobrazi na soustfednou kruZnici o
poloméru (r + r nebo r - r).
Ve zvlastnim piipadé muze ptejit dilataci kruznice v bod, nebo naopak bod
v kruZnici.

2.4.1 UtZiti dilatace pii sestrojovdni te¢en dvou kruznic
Zaddni: Mame sestrojit k zadanym kruZnicim /,(Oy,r;) a [(O,12) teny.

Reseni: Pii feseni tohoto tkolu dilataci pouZijeme transformaci kruZnice /; do
bodu O; (to znamend, Ze kruznici /; zmensime do bodu O; o jeji polomér r;). Tim
padem se ndm polomér r; druhé kruznice [, zvét§i nebo zmensi o polomér r; prvni
kruznice /;. ZmenSenim poloméru r; kruznice /, o polomér r; kruznice /; se zabyva
obr. 2.19 a) a druhym pfipadem obr. 2.19 b). V obou piipadech uZzitim dilatace
pfevedeme ulohu nalezeni teCen dvou kruZnic na dlohu nalezeni te€en vedenych z
bodu O; ke kruznici /. V tomto piipadé€ si sestrojime Thaletovu kruZznici th nad
useckou O;0;, v priseciku s transformovanou kruznici /; ndm vzniknou body dotyku
T a T a tudiz miZeme sestrojit pro tento piipad teny ¢t a t”” prochdzejici body
dotyku a bodem O;. Toto feSeni je na obrdzcich zndzornéno svétle modrou barvou.
Po névratu kruznic /; a I, do pivodniho stavu se ndm te¢ny ¢ a ¢”" posunou do
piimek 7,73 a T,T,. Takze je ziejmé, ze tecny 7,73 a T,T, sestrojime jako
rovnobézky k te€ndm ¢”, t " prochézejici bodem 73 a T4. Body T3 a Ty sestrojim jako
priseciky piimek O,T; a O,Ty se zadanou kruZznici /5.

Obr. 2.19 a)
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T3

i | 02

\T4

Obr. 2.19 b)

2.5 Gergonnovo i‘eSeni obecné Apolloniovy tlohy

Gergonnovo feSeni je velice zajimavé a vychazi z poznatki uvedenych v
kapitolach predeslych. Ukdzeme si jiz zde toto feSeni pro Apolloniovu ulohy typu
kkk, protoZe je budeme potiebovat pro specidlni piipady Apolloniovych tdloh v
kapitole 4.

Zaddni: Jsou dany tti kruZnice [;(O},1;), [o(O2,12) a [3(03,r3). Mame sestrojit
kruznici k, kterd se dotyka vSech tif kruznic.

Resent: Tuto
ulohu vyfeSim jen pro
jednu osu podobnosti a
to pro tu, kterd protina
jen vnéjsi sttedy
podobnosti (obr 2.20). Z
obr. 2.13 je patrné, Ze tii
kruZznice maji Ctyfi osy
podobnosti. K jedné ose
se daji nalézt dvé
kruznice. To znamena,
Ze pro vSechny Ctyfi osy
je dohromady osm feSeni
(takze tuloha ma osm
feSeni). Z vety 10 plyne,
ze pokud se vysledné

kruznice dotykaji

kruZnic zadanych, "E12
prochdzi chordéla téchto

kruZnic stfedy podobnosti Obr. 2.20
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kruznic [;, [, I3, to znamend Ze je osou podobnosti 0. Z vety 10 také vyplyva, Ze stied
podobnosti vyslednych kruZznic k;, k, lezi na chorddle kazdé dvojice zadanych
kruznic. To znamen4, Ze tento stied je potenénim bodem P zadanych kruznic. Odtud
také tedy plyne, Ze stiedy S; a S, leZi na kolmici s spusténé z poten¢niho stfedu P na
jejich osu podobnosti 0. Z véty 12 vyplyva, ze spojnice dotykovych bodii vyslednych
kruznic s kazdou z kruznic [, I, I3 prochdzi ptisluSnym pélem Q; osy podobnosti o
(chordély vysledné kruZnice k vzhledem k zadanym kruznicim). A z vety 9 plyne, Ze
stejnd spojnice (spojnice dotykovych bodi) prochdzi sttedem podobnosti vyslednych
kruznic, to znamend bodem P. Takze takto ziskdme body dotyku zadanych kruznic s
vyslednymi kruZnicemi. Z mého obrazku je patrné, Ze jsem nemusela sestrojovat
pifimku s, protoZze by stacilo sestrojit vysledné kruZnice jako kruZnice opsané
trojuhelnikim U,;U;Us a U,U4Us (nasla jsem poly ke vS§em zadanym kruZnicim).
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3. Pappovy ilohy

3.1 Uloha typu ,,Bpg*

Zadani: Sestrojte kruznici k, kterd se dotykd dané piimky p v daném bod¢ T a
prochézi dalSim danym bodem B.

Reseni: PouZijeme metodu mnoZin bodi dané vlastnosti. Stfed S hledané
kruznice lezi na kolmici, kterd prochdzi bodem 7. Tato kolmice je mnoZina stfedi
vSech kruznic dotykajicich se ptimky p v bod€ T. Pokud bod B nelezi na piimce p,
useCka BT je tétivou hledané kruznice k a bod S tedy lezi na ose o této usecky
(mnoZina stfedii vSech kruznic, jejichZ tétivou je usecka BT). Tim je stied S urcen
jednoznacné (obr. 3.1 a)).

Pokud by bod B lezel na ptimce p a byl rizny od 7 nemé¢la by dloha Zadné feSeni.

Pokud by bod B lezel na pfimce p a byl totozny s bodem 7, m¢la by tuloha
nekonecn¢ mnoho feSeni (obr. 3.1 b)).

k B
L S
T p
P T=B
Obr. 3.1 a) Obr. 3.1 b)
3.2 Uloha typu ,,pps‘

Zadani: Sestrojte kruZnici k, kterd se dotykd dvou danych piimek p, g a prochdzi
danym bodem 7, ktery lezi na jedné z piimek.

Reseni: ReSeni provedeme metodou mnoZin bodi dané vlastnosti. Stied
S hledané kruznice klezi na pfimce m kolmé k pfimce p vedené bodem T (tato
kolmice je mnozina stfedii vSech kruznic dotykajicich se pifimky p vbodé¢ T) a
zaroven na ose o soumérnosti danych dvou piimek. Plati tedy S € m N o.
Rozlisime dvé mozZnosti:
a) p || ¢, pak ma dloha jediné feSeni (obr. 3.2 a)).
b) Jsou-li p, ¢ rtiznobézKky, pak maji dvé osy soumérnosti (o; a 0,). Uloha
ma dvé¢ feSeni, pokud T nelezi v pruseciku V piimek p, ¢, jak vidime na
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obr. 3.2 b). Je-li T =V, splituje podminky dlohy pouze jedind kruznice
nulového poloméru (bod V).

m
1]
k
L ] 5
q
Obr.3.2a) Obr. 3.2 b)
3.3 Uloha typu ,,kpg*

Zadani: Sestrojte kruZnici k, kterd se dotykd dané kruznice /(O,r) a dané pifimky
p v daném bod¢ T.

Reseni 1: ReSeni provedeme uZitim dilatace (obr. 3.3 a)). Tuto tlohu pievedu na
ulohu typu Bps.

Narysujeme si pfimky p~ a
p”’, ty jsou rovnob&zné s piimkou p
a jsou od ni vzddleny o polomér r
zadané kruZnice [. Zadana kruZnice
se mi zmens$i o jeji polomér r na
bod O. Tim mi vzniknou dvé nové
dlohy: Op’g- a Op”'s~ (Bpg). Ty
vyfeSim metodou vySe uvedenou
(metoda mnozin bodd  dané
vlastnosti). KruZnice, které nam
vyjdou, nakonec zmen$ime (resp.
zvétsSime) opét o polomér zadané
kruzZnice.

==T” p
Obr.3.3a)

Reseni 2: Druhé feSeni provedu pomoci mocnosti bodu ke kruznici (obr. 3.3

b)).

Nejprve si sestrojime piimku m (mnozina stfedi kruZnic, které se dotykaji
piimky p v bodé 7T), kterd je kolmé na pfimku p v daném bodé 7. Na této kolmici
bude lezet stied S” pomocné kruznice k°, kterd prochdzi zadanou kruznici dvéma
body X, Y a dotykd se pifimky p v bod¢ T. Sestrojime piimku XY, ta je chorddlou
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kruznic k7, [. Tam, kde
nam protne piimku p, lezi
poten¢ni bod P kruZnic &,
[, k’, protoze piimka p je
chordalou kruznic k°, k.
Bodem P povedeme tecny
ke kruznici [, protoZze to
jsou chordaly ke
kruznicim [, k. Stiedy
hledanych kruZznic jsou
zfejmé prasecikem pifmky
m a normdl kruznice [ v
bodech dotyku
sestrojenych tecen.

tl

Obr.3.3b)

Reseni 3: Tentokrit tuto tlohu vyfesim stejnolehlosti (obr. 3.3 ¢)).

Na obr. 3.3 ¢) je opét
sestrojena kolmice m (mnoZina
sttedi vSech kruznic, které se
dotykaji pifimky p v daném bodé¢ m
T) kolmou na ptimku p v bodé T.

Hledané  kruZznice jsou pfi |, T . .
takovémto rozloZzeni zadanych I \ ! P
objektl dv¢, a proto také budou

dva stfedy stejnolehlosti P°, P”° o 2

(body dotyku zadané kruZnice [ P~ . \Iﬂ

s hledanymi kruZnicemi k; a kz).

V téchto homotetiich se zobrazi “1 .51 P
hledané kruZnice do kruZnice /[,
piimka m do piimky m” (ta je
kolmd na pifimku p a prochdzi
bodem O) a ptimka p do piimky p~ Obr. 3.3¢)

ap”. Bod T se zobrazi do bodu 7~ (ten leZi na kruZnici / tam, kde ji protind pfimka
p’) a do bodu 7" (leZi na kruznici [ tam, kde ji protind piimka p ™). ProtoZe ve
stejnolehlosti lezi vzor, stfed a obraz na jedné piimce, sestrojime bod P~ jako prinik
kruZnice [ a ptimky 77" a bod P "”jako prinik kruznice / a ptimky 77 "". Stredy S, S
hledanych kruZnic k; a k, leZi na pfimkdach OP’, OP"" (mnoZiny stiedli v§ech kruZnic
stejnolehlych ke kruznici [ podle stfedd stejnolehlosti P* a P”") a zarovei na piimce
m.

rrd

- P

Pokud zadand ptimka p zadanou kruznici / neprotind, ma tloha dv¢ feseni.
Pokud zadana piimka p je teCnou zadané kruznice / a bod 7 neleZi na kruznici
[, m4 dloha jedno feSeni a pro T € [ nekonecné mnoho feseni.

-23-



Pokud zadand piimka p zadanou kruZnici [ protind ve dvou bodech, ma dloha
dvé feSeni pokud 7'¢ [ N p, a zadné feSeni pro T € [ N p.

3.4 Uloha typu ,,Bkg*

Zaddni: Sestrojte kruZnici X, kterd se dotykd dané kruznice 1(O,r) v daném
bodé T a prochdzi dalsim bodem B.

Reseni: 'V této tloze povedeme
danym bodem 7 zadané kruZnice te¢nu
k této kruznici (obr. 3.4), ptrevedeme
ulohu na dlohu typu ,,Bpg“. A vyfeSime
metodou mnoZin bodl dané vlastnosti.

Obr.34
Pokud by bod B leZel uvniti kruznice /, méla by uloha také jedno feSeni.
Pokud by bod B lezel na kruZnici /, byla by feSenim dana kruznice / v pfipadé

T+B.
Pokud by bod B lezel na kruznici [ v bod¢é T, méla by tloha nekone¢né mnoho
feSeni.

3.5 Uloha typu ,,pkg*

Zaddni: Sestrojte kruznici k, kterd se dotyka dané kruznice /(O,r) v daném bodé¢
T a dané ptimky p.

Reseni: P feSeni si tuto dlohu |
pfevedeme na dlohu typu ,,pps“ a
vyfeSime ji pomoci metody
mnoziny bodt dané vlastnosti.
Vedeme-li danym bodem T
zadané kruZnice teCnu 7 této '
kruznice (obr. 3.5), prevedeme
ulohu na dlohu typu ,, pps“.

k2

k1

v P \
m

Obr. 3.5
Pokud by ptimka protinala kruznici ve dvou bodech (byla by jeji seCnou) a
ani jeden z téch bodl by nebyl bod 7, pak by tloha méla pravé jedno feseni. Pokud
by jeden s bodil byl bod 7, pak by tiloha neméla feSeni.
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Pokud by pifimka p byla te€nou zadané kruznice a prochédzela by bodem 7,
pak ma uloha nekonecné mnoho feSeni. Pokud by neprochédzela bodem 7, pak by
uloha neméla zZadné jiné feseni, neZ je zadand kruzZnice.

3.6 Uloha typu ,,kkg*

Zadani: Sestrojte kruznici k, kterd se dotykd dvou danych kruznic [;(Oy,r;),
[5(0,,1r2) a prochdzi bodem T, ktery leZi na jedné z kruZnic.

Reseni: Tuto
ulohu pfevedeme na
ulohu , kpp* tak, ze
povedeme  danym
bodem T kruZnice [;
tenu k této kruznici
(obr. 3.6). Potom si
miizete zvolit na
dalsi postup v feSeni
jednu z metod
uvedenou v kapitole
3.3. Ja jsem si pro
dalsi postup zvolila
metodu dilatace.

"

N

YA

Obr. 3.6

Pokud kruZnice nemaji spole¢ny bod, ma tloha dvé feseni.

Pokud by zadané kruznice mé¢ly spolecny jeden bod, neméla by dloha feSeni.
Pokud by tim spole¢nym bodem byl bod 7, méla by tloha nekone¢n€ mnoho
feSeni.

Pokud by zadané kruZznice mély spolecné dva body, mé¢la by uloha dv¢ feSeni.
Pokud by jednim z téch bodii byl bod 7, neméla by tloha Zadné feSen.

Tato tvrzeni plati 1 v pfipad€, kdy kruZnice jsou soustfedné nebo jedna lezi
uvnitt druhé (nezélezi na potadi).
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4. Apolloniovy ulohy

4.1 Uloha bod-bod-bod

Zaddni: Jsou dany tfi body X, Y, Z. Sestrojte kruZznici, kterd témito tfemi body
prochazi.

Reseni: Reseni provedeme uZitim metody mnoZin bodi dané vlastnosti (obr.
4.1).

Stred S hledané kruZznice k musi mit od vSech ti{
danych bodlu stejnou vzdalenost (r). Bod S nalezi
priniku pfimek o/ a 02, kde o/ je osou tsecky XY (tzn.
mnoZina vSech bodu, které maji od bodii X a ¥ stejnou 4,
vzdélenost) a 02 je osou usecky YZ (tzn. mnozina vSech
bodt, které maji od bodl Y a Z stejnou vzdalenost). Jde
o sestrojeni kruznice opsané trojuhelniku XYZ.
Je patrné, Ze body X, Y, Z nesmi leZet na jedné
pfimce (uloha by nem¢la feSeni). Y
Obr. 4.1

4.2 Uloha bod-bod-piimka

Zaddni: Jsou dany dva body X a Y a pfimka p. Sestrojte kruZnice, kterd témito
dvéma body X, Y prochdzi a dotyka se pfimky p.

Reseni:
Rozlisime nésledujici situace:
a) Body X, Y lezi na pfimce p. V tomto piipad¢ nema uloha feSeni.
b) Na piimce p lezi pravé jeden z bodt X, Y. Tim dostdvdme zaddni Pappovy
ulohy typu ,.Bpg*.
¢) Zadny zbodi X, Y nele’i na pfimce p. Pro piipad, kdy bod X lezi
v poloroviné opacné k poloroviné pY, nema tloha

feSeni. Pro pfipad druhy, tzn. Ze oba body lezi
v téZe poloroving, je nutno rozlisit dvé moznosti, % v
p

a to jednak, Ze piimka XY je rovnob&Zna
s pfimkou p (obr. 4.2 a)) a jednak, ze piimky XY,
p jsou riznobézné (obr. 4.2 b)). V piipad¢ prvnim
je feSenim préave jedna kruZnice k.

Obr. 4.2 a)
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5 Ptipadem, kdy jsou piimky XY, p rtznobéZzné, se budeme zabyvat nyni.
Reseni provedeme |PT|=S[|I"I[|PX|*|W|]
s vyuzitim algebraicko- IPTI=Sqrt[3,60 cm*1,99 cm]
geometrické metody. IPTI=2.68 cm
Jestlize jsou

piimky XY a p
raznobézné, oznaéme
jejich  prusecik  P.
Pitimka p je tecnou
kruznice k, z cehoz
vyplyva existence pave
jednoho spolecného
bodu 7, ktery je
neznimym pomocnym
bodem. Jelikoz lezi
body X, Y na kruZnici k, Obr. 4.2 b)
1ze mocnost bodu P ke kruZnici vyjadfit vztahem: m =| PX | . | PY | . Pro dotykovy
bod T piimky p a kruZznice kpotom plati: | PT|*= | PX | . | PY| , a odtud

PT | =\( | PX| . | PY | ). Pokud si sestrojime kruZnici se stfedem P a polomérem

PT| protne nam piimku p ve dvou bodech T}, T, ¢imZ vzniknou dva trojihelniky
XYT,;, XYT, a dvé kruZnice k;, k; jim opsané. Uloha m4 dvé feSend.

4.3 Uloha bod-bod-kruZnice

Zaddni: Jsou dany body X, Y a kruznice [(O;r). Sestrojte kruznici k, kterd
prochazi body X, Y a dotyka se kruznice /.

Reseni:
Rozlisime nésledujici situace:

a) Bod X nebo bod Y leZi na kruZznici /. V ptipad€, Ze na kruZznici [ lezi oba
dané body X, Y, nema dloha feSeni. Pokud leZi na kruZnici / pravé jeden
z bodil X, Y, ziskdme Pappovu dlohu typu ,,Bks .

b) Zadny z bodd X, Y neleZi na kruZnici I. Pro moZnost, kdy jeden z bodi
lezi ve vnitini oblasti kruznice a druhy ve vngjsi, neméa uloha opét fesSeni.
Pro moznost druhou, tzn. Ze oba body jsou bud” ve vnitini nebo ve vnéjsi
oblasti kruznice, je uloha déle feSena (obr. 4.3 a, b).

K feSeni vyuZzijeme mocnost bodu ke kruZnici.
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B
Obr. 4.3 a) body v kruZnici

Obr. 4.3 b) body vné kruznice

Kruznice k prochézi body X, Y, jeji stied S proto lezi na ose o usecky XY.

Hledana kruZnice & se dotyka kruznice [ v bod¢ T. Potom te¢na kruznice [/ v bod¢ T je
spole¢nou tecnou kruznic / a k v bodé€ T a zaroven jejich chordélou.
Zvolme nyni libovolnou kruznici k°, kterd prochdzi body X, Y a protina
kruZnici [ ve dvou bodech A, B. Pfimka XY je chordalou kruZnic k, k". Najdeme-li
potencni stfed P kruZnic k, k“a [, pak chordéla kruznic k, [ (prochazejici poten¢nim
sttedem P) je tecnou z bodu P ke kruznici /. Bod dotyku této chordély a kruZnice [ je
hledany pomocny bod 7. Stfed hledané kruznice klezi na pifimce OT (tzn. na
mnozin¢ stfedl vSech kruZnic dotykajicich se v bod¢ T kruZnice ).
V piipadé, Ze osa o useCky XY neprochdzi sttedem O kruznice /, jsou chordaly
kruZnic /, k” riznobéZzné piimky a existuje tedy jediny bod P. Z né&j se daji spustit

pravé dvé teCny (chordély kruznic k, [)
na Kkruznici [, ¢imz ziskame dva
dotykové body T, T». V piipadé, Ze osa
o usecky XY prochazi stfedem O
kruznice [, jsou chordaly kruznic [, k, k~
rovnobézné piimky kolmé na osu o
(obr. 4.3 ¢)). Neexistuje tedy potencni
stted P. Spolecnd teCna (a zdroven
chorddla) kruznic k, [ je kolmd na
sttednou téchto kruZznic a prochazi
prasecikem osy o a kruznice /. Takové
priseciky existuji prave dva (T, T>).
Uloha md vzdy dvé fesen.

4.4 Uloha bod-piimka-piimka

chik.I]

ch [k.‘, |] ch [k, |]

K

Obr.4.3 ¢

chik”.K]
X
k1
L
51
Y

Zaddni: Je dan bod X a pfimky p, g. Sestrojte kruznici k, kterd prochazi

bodem X a dotyka se piimek p, g.
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Reseni:
Rozlisime dva piipady polohy zadanych objektt:
a) Pfimky p, g jsou rovnobézné. V piipad¢, Ze bod X leZi na jedné z piimek p
nebo ¢, ziskdme Pappovu ulohu typu ,,ppp“. V piipadé, ze bod X nelezi
v roviné vymezené piimkami p, ¢, nemd dloha zadné feSeni. Pokud bod X
lezi v roviné vymezenému piimkami p, g, ma uloha dvé feSeni (obr. 4.4
a)). Ulohu vyfesime metodou mnoZin bodi dané vlastnosti. Sestrojime si
osu 0 rovinného pasu
vymezeného piimkami p, g (je to

RN
mnozina stfedd vSech kruZnic, q
které se dotykaji piimky p a X
zaroven piimky ¢). Po té si
sestrojime kruznici se stfedem 5 52
vbodé X a polomérem urCenym
vzdélenosti osy o od piimky p. 5

Obr.4.4 a)

b) Piimky p, g jsou riznobézné. Je-li bod X prasecikem piimek p, g, nema
uloha feSeni. LeZi-li bod X na jedné z ptimek, dostivdme opét Pappovu
ulohu ,,ppp“. V posledni mozZnosti, kdy bod X neleZi ani na pfimce p ani
na piimce g, méd uloha dvé feSeni (obr. 4.4 b)). KteSeni pouZijeme
metodu
geometrického
zobrazeni,
konkrétné
vyuZijeme
stejnolehlosti.
Omezime se na
thel vymezeny
ptimkami p, g,
jehoz  prvkem &
je dany bod.

Obr.4.4b)

Hleddme stied S kruznice k. Piimky p, ¢ jsou te¢ny vedené z jejich praseciku
V ke kruZnici k. Sestrojime libovolnou pomocnou kruznici k°, pro kterou plati, Ze
piimky p, ¢ jsou jejimi teCnami. Hledand kruznice k a pomocna kruznice k~ jsou
stejnolehlé. Protoze bod X lezi na kruZnici k, bude na kruZnici k&~ lezet s nim
stejnolehly bod X . Sted, vzor a obraz lezi v homotetii na jedné piimce, bod X tedy
nalezneme jako prusecik piimky VX a kruZnice k. JelikoZ jsou ve stejnolehlosti
vSechny sméry samodruzné, budou piimky SX, S°X” rovnobézné. Stfed S hledané
kruZnice k lezi na pifimce vedené bodem X rovnobézné s ptimkou S X~ a zdroven na
ose o thlu vymezeného v roviné ptimkami p, g.

Ptimka VX protne kruZznici k° ve dvou bodech X7, které urCuji dvé
stejnolehlosti. Ty prevedou kruZnici k“ na dvé kruZnice k. Uloha m4 tedy dvé feseni.
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4.5 Uloha bod-piimka-kruZnice

Zaddni: Je dan bod X, pfimka p a kruZnice [. Sestrojte kruznici k, ktera
prochdzi bodem X a dotyka se piimky p a kruznice /.

Resent:

I u této tlohy rozliSime vice situaci polohy vstupnich objekt:

a) Pokud by bod X byl spolecny bod piimky p a kruZnice /, navic piimka p
by byla se¢nou kruZnice /, nemd uloha feSeni. Pokud by pifimka p byla
te¢nou kruznice /, méla by tato uloha nekone¢né¢ mnoho feseni.

b) Pokud by bod X lezel na ptimce p a neleZel na kruZnici / nebo by leZel na
kruznici / a nelezel na pfimce p, dostdvame v obou piipadech zadani
Pappovy dlohy (typu ,,kpg“, resp. ,,pkg*).

¢) Pokud bod X neleZi ani na pfimce p ani na kruznici /, mame tfi moZnosti.
Prvni z nich je ptipad, kdy piimka p neprotind kruZnici / a kruznice [ lezi
v poloroviné opacné k polorovin¢ pX. Pfi této poloze prvki nemd dloha
feSeni. Druhou moznosti je, Ze pfimka p neprotind kruznici / a bod X lezi
uvniti kruznice /. Ani nyni nema uloha feSeni. Treti moZznosti (stted O
kruznice [ lezi v poloroviné pX) se budeme zabyvat nyni (obr. 4.5).

m /
ch
01
U1 U3
X 53 k3
L ]
Uz |
alf,..
k1 «52 X
0?2
k2
k4
p /?2 /I\F' 7T.f3 (17
Obr. 4.5

K vyteSeni této ulohy jsem pouZzila metodu odvozenou z Gergonnova feSeni.
Na obrézku vidite pifimku m, ta je kolma na pifimku p a prochézi sttedem O zadané
kruznice /. Body Y, Y, které ndm vzniknou protnutim ptimky m s kruznici /, jsou
v tomto piipadé stiedy podobnosti kruznic [, p, jestlize si ptimku p piedstavime jako
kruznici s nekoneCnym polomérem. Ponévadz bod X je také stredem podobnosti
kruZznic /, X (kruZnice s nulovym polomérem), resp. X, p, spojenim XY  a XY™~
ziskame osy podobnosti 0“a 0 ”". K t€mto osam sestrojime poly O;, O, vzhledem ke
kruznici [ (viz. kapitola 2.3). Piimka ch je chorddlou kruZnic X, / a plati pro ni, Ze je
kolmd na useCku XO a puli vzdédlenost bodu X od jeho polary vzhledem k dané
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kruznici. Chordélu ch jsme sestrojili proto, abychom nasli potencni bod P, ten leZi na
této chordale ch a zdroven na zadané piimce p. Piimky PO; a PO, nam protnou
zadanou kruZznici / v bodech U;, U, (vnéjsi body dotyku hledanych kruznic s kruznici
[) a v bodech Us, Us (vnitini body dotyku hledanych kruznic s kruznici /). Nakonec
sestrojime body dotyku hledanych kruznic s ptimkou p V;, V>, V3, V, tak, ze k bodim
U, U, sestrojime body stejnolehlé V;, V, se sttedem stejnolehlosti Y~ (a vime, Ze
musi lezet na pfimce p) a k bodim U;, Uy sestrojime body stejnolehlé V3, V, se
sttedem stejnolehlosti Y (také musi leZet na pfimce p). Nakonec sestrojime hledané
kruznice k tak, Ze je opiSeme trojuhelniku XUV.

4.6 Uloha bod-kruZnice-kruznice

Zaddni: Sestrojte kruZnici k, kterd se dotykd danych kruznic /,(O,7;),
[>(05,1;) a prochdzi danym bodem X.

ReSeni:
V této uloze uz je mnoho zpiisobil rozloZeni vstupnich objekti:

a) KruzZnice 1)(Oyr;), [(O2r2) jsou soustiedné. Vezmeme v tvahu kdy
r; < r;. Pokud by bod X lezel vné kruZnice [/, nebo uvnitt kruznice /;,
nem¢éla by uloha Zadné feSeni. Pokud by bod X lezel na jedné z kruZnic /,,
[>, ziskali bychom Pappovu tlohu ,,kkz“. A nakonec pokud by bod X lezel
v roviné ohrani¢ené kruZnicemi /;, [, méla by tloha Ctyfi feSeni (obr. 4.6
a)). Ulohu vyfesime metodou mnozin bodi dané vlastnosti. Prvni touto
mnoZinou jsou kruznice m; ", m; " (jsou to mnoZiny stfedl vSech kruznic,
které se dotykaji kruznice /; a zaroven kruznice [,), jejich stfedem je stied
0O;, resp. O,. Velikost
poloméru kruznice m;”
(r;1 + r2)/2 je a kruZnice
mj ~ je (7‘2 - F])/Z.
Druhou mnozinou bodi
dané vlastnosti  jsou
kruznice my,, m>”,
jejich stfedem je bod X
a velikost poloméru
kruznice m;” je (rz -
r)/2 a kruZnice my”" je
(r;1  + r)/2. Stredy
hledanych kruznic lezi
na praniku kruZnic m;”,
nmy “a mj N, mp ”.

b) Kruznice 1;(0y,r;), Io(0s,12) jsou nesoustiedné, ale 1, leZi uvniti- [;. Pokud
by bod X lezel uvniti kruZznice /, nebo vné kruznice /;, neméla by tloha
z4ddné teSeni. Pokud by bod X lezel na jedné z kruZznic, opét bychom
ziskaly Pappovu tlohu ,,kkg“. Pokud by bod X leZel v roviné ohranicené
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kruznicemi [;, l,, mé¢la by
uloha Ctyfi feSeni (obr. 4.6 b)).
ReSeni této  dlohy je
podrobnéji popsdno v bod¢ f)
této kapitoly.

Obr.4.6b

Kruznice 1;(Oy,r1), I5(Oa,12) maji vaitini dotyk a l; lezi uvniti- ;. Pokud by
byl bod X bodem
dotyku kruznic [;, b,
m¢éla by uloha
nekonecné mnoho
feSeni. Pokud by bod X
lezel na jedné z kruznic
l;, b, ziskaly bychom
Pappovu tlohu ,, kkg*“.
Pokud by bod X lezel
vné kruznice [;, mohli
bychom sestrojit tecnu
vedenou bodem dotyku
kruznic [;, [, a ulohu
feSit  jako  Pappovu
ulohu »Bpp“. A
nakonec pokud by bod
X lezel v roviné
vymezené  KkruZnicemi
l;, I, méla by uloha tfi
reSeni (obr. 4.6 ¢)). Na
tomto obrazku je vidét,
ze kruZnice k; ma stied S; Obr. 4.6 ¢)

na pruniku piimek O;0; a o (o je osa secny XI, mnoZina stiedii vSech
kruznic prochézejicich body X a I). Dale je tloha feSena analogicky jako
uloha v bod¢ f) této kapitoly.
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d) Kruznice 1;(0y,r1), 12(021r2) maji vnéjsi dotyk. Pokud by bod X lezel na
jedné z kruznic [;, [, ziskaly bychom Pappovu tlohu ,,kkz“. Pokud tento
bod X lezel vbodé¢ dotyku kruznic [;, [;, méla tato Pappova uloha
nekonecné¢ mnoho feSeni. Pokud by bod X leZel uvniti jedné z kruznic /,,
[, méla by uloha jedno teSeni (stfed S hledané kruZnice k by lezel na
pruniku pifimek O;0, — mnozina stfedi vSech kruznic které se dotykaji
danych kruZnic /;, [, v bodé I a osy o — osa secny X/, kde I je bod dotyku
zadanych kruznic [;, [, osa o je mnozina stfedi vSech kruznic
prochézejicich bodem X a zdroven bodem 7). Nakonec pokud by bod X
lezel vné kruznic [;, I, méla by uloha tfi feSeni (obr. 4.6 d)). Na tomto
obrazku vidime, Ze kruznice k; ma stied S; tam, kde se protind piimka
0,0, (mnoZzina stiedi vSech kruznic které se dotykaji danych kruZnic /;,
I, vbodé I) sosou o; (seCna XI, mnozina stiedu vSech Kkruznic
prochédzejicich bodem X a zaroven bodem /). Pro nalezeni této kruznice k;
bych mohla také pouzit Gergonnovu metodu, kterou vyuZivdme pfi
nalezeni k,, k3, ale je to zbyte¢né zdlouhavé. Pfeci jenom to tu troSku
popiSu. Musela bych si sestrojit osu podobnosti X/ a k této ose bych
sestrojila pol napt. vzhledem ke kruZznici /». Spojenim potencéniho bodu P
a tohoto p6lu by nam vznikla pfimka, kterd by zadanou kruZznici protinala
v bodé€ dotyku kruZnic / a k. NaSim bodem dotyku by ale nebyl Zadny jiny
nez bod I (dotykovy bod zadanych kruznic). Prinikem stfedné (kolmice
na osu podobnosti prochdzejici bodem P — v piipadé feSeném na obrazku
je to osa o; seény XI) a pifimky O;I (je totoznd s piimkou O;0,) ndm
vznikne stfed hledané kruZznice S;. Zbytek feSeni je analogicky opét
podrobnéji popsan v bodé¢ f) této kapitoly. Jde o feSeni Gergonnovo.

k1
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e) Kruznice 1;(Oy,r;), l2(O21r3) se protinaji v bodech A, B. Pokud by bod X
lezel na jedné z kruZnic [;, b,
ziskaly bychom Pappovu tlohu
,kkg*“. Pokud by tento bod X
lezel jesté¢ ke vSemu v bod¢ A
nebo v bodé¢ B, neméla by tato
Pappova tloha zadné feSeni.
Pokud by bod X lezel uvnitf
jedné z kruznic [;, [, m¢la by
uloha jedno teSeni. A nakonec
pokud by bod X lezel vné
kruznic /;, [, méla by uloha dvé
feSeni (obr. 4.6 e)). Reseni je
opét  analogické s TteSenim
z bodu f) této kapitoly. Obr. 4.6 €)

f) Kruznice 1;(0y,r1), I2(02,12) se nijak neprotinaji ani nedotykaji. Pokud by
bod X lezel uvnitf jedné ze zadanych kruZnic /;, [, neméla by uloha zidné
feSeni. Pokud by bod X leZel na jedné z kruZznic [;, [, ziskaly opét bychom
Pappovu tlohu ,,kkg“. A pokud by bod X lezel vné kruznic /;, [, méla by
uloha Ctyfi feSeni (obr. 4.6 f)).

Obr. 4.6 f)

Gergonnovo feSeni: Na obr. 4.6 f) vidime body E, I, to jsou stiedy
podobnosti (stejnolehlosti) zadanych kruznic [;, I, a zadany bod X, to je stied
podobnosti vzhledem k zadanym kruznicim. NaSim ukolem je najit pdly O,
O’ (os podobnosti) vzhledem ke kruZnici a poten¢ni bod P. Osy podobnosti
01, 02 jsou piimky prochézejici body X, E a X, I. K ose o; jsem sestrojila pol
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O’ vzhledem ke kruZnici /; a k ose 0, jsem sestrojila pdl O”” vzhledem ke
kruZznici [, (viz. kapitola 2.3). Poten¢ni bod P leZi na priniku piimek ch; a
chy, jsou to chorddly kruznic X a [;, popt. [ (kde X je kruZnice s nulovym
polomérem). Chordéla ch; prochédzi sttedem te¢ny (vedend zbodu X ke
kruznici /;) a je kolma na stfednou XO;. Analogicky je sestrojena i chordéla
chy. TakZe uz mame potencni bod P a poly O “a O . Sestrojime piimky PO~ a
PO”. PO’” nam protne kruznici /; v bodech U;, U, (body dotyku zadané
kruznice /; s hledanymi kruZnicemi k) a PO ““nam protne kruznici /> v bodech
U;, Uy (body dotyku zadané kruZnice [, s hledanymi kruznicemi k). Stfedy
hledanych kruznic leZi na stfednych s; a 52 (pfimky kolmé na ptisluSnou osu
podobnosti 0;, 0, a prochézejici potencnim bodem P) v priniku s piislusnou
piimkou vedenou bodem dotyku U; a sttedem O, zadané kruZnice.

4.7 Uloha p¥imka-p¥imka-piimka
Zaddni: Sestrojte kruZnici k, kterd se dotyka ti{ danych piimek p, g, r.

Reseni:
Podle vzajemné polohy danych pfimek vznikaji tyto situace:

a) VSechny tri primky p, q, r jsou vzdjemné rovnobézné. Pokud nastane tato
situace, uloha nema feseni.

b) Dvé primky p, q jsou rovnobéiné a tieti r je s nimi riuznobéZnd. V tomto
piipadé md tato tloha dvé teSeni (obr. 4.7 a)). Tuto situaci vyfeSime
metodou mnoZin bodi dané vlastnosti. Prvni mnoZinou bodid dané
vlastnosti je osa o0, na této ose leZi stiedy vSech kruznic, které se dotykaji
piimky p a zdroven pifimky g. Druhou mnoZinou bodi dané vlastnosti je
osa uhlu pfi vrcholu V, z obr. 4.7 a) je patrné, Ze tyto osy jsou dv¢, osa o;
(mnoZina stfedt vSech kruznic, které se dotykaji ptimky ¢ a zdroveii r) a
osa 0 (mnozina stfedi vSech kruznic, které se dotykaji piimky g a
zaroven r). Sttedy hledanych kruZnic lezi na priniku osy o’s o; a 02,
vidime, Ze jsou dva /

: m1 m2
S, S>. Kolmice m; a
m; (kolmé na piimku
p a prochézejici body
S, S jsem  si
sestrojila, abych
naSla body dotyku

hledanych kruznic k;, 9 n v T2
k;  se  zadanymi /
piimkami p, g. '

Obr.4.7 a)
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¢) Zddnd z primek p, q, r neni s Zddnou jinou rovnobéznd. Pokud by se tyto
dané piimky
protinaly v jednom
bodé¢, neméla by
uloha 7adné feSeni.
Pokud by se pfimky
protinaly ve tiech
riznych  bodech,
m¢éla by dloha Ctyfi
feSeni (obr. 4.7 b)).
Ulohu vyfeSime
analogicky
mnozinami  bodi
dané vlastnosti (osy

uhli) jako
v piedchozim bodé
b) této kapitoly. Obr. 4.7 b)

4.8 Uloha typu piimka-piimka-kruznice
Zaddni: Sestrojte kruZnici k, kterd se dotyka piimek p, g a kruznice [(O,r).

Resenti:
U takto zadané dlohy miiZeme rozlisit ndsledujici situace polohy vstupnich objekti:

a) Primky p, q jsou rovnobézné. Pokud kruzZnice [ nelezi v rovin€¢ vymezené
piimkami p, g, nemd uloha zadné feSeni. Pokud se kruZnice / dotykd jedné
z piimek p, g, ale nelezi v roviné vymezené témito pfimkami, ma dloha
pouze jedno teSeni (obr. 4.8 a)). Pokud se kruznice / dotykd jedné z
piimek p, g, ale lezi alespon z ¢4sti v roviné vymezené témito piimkami,
ma uloha tii feSeni (obr. 4.8 b)). Pokud kruznice / protind jednu z piimek
p, q ve dvou bodech, ma tloha dv¢ feSeni (obr. 4.8 a)). A nakonec pokud
kruznice |/
protind
kazdou z
piimek p,
q ve dvou
bodech,
ma uloha
Ctyfi feSeni
(obr 4.8
2)). \4
ptipadech,
kdy ma P m
uloha tii
nebo Ctyfi Obr. 4.8 a)
feSeni, jsem pouzila dilataci. To znamend, Ze jsem zadanou kruZnici /
transformovala (zmensSila o jeji polomér r do jejiho stfedu O) a zadané
piimky p, g posunula kolmo od nich pravé o polomér zadané kruZznice r,
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pficemz takto nové vzniklé piimky p”, p”, ¢, ¢”~ jsou se zadanymi
ptimkami p, g rovnobézné. Tim ndm vznikly dvé nové tlohy typu "bpp"
(v téchto ptipadech "¢ p 0" a "q”p "0O"), které jsou vyteseny v kapitole
4.4. Nakonec kruZnice (na obrdzkédch jsou zndzornény riZovou barvou)
které ndm vyjdou vyfeSenim této ulohy "bpp", transformujeme je
nazpatek o

polomér r /—\
kruznice /.

k2 k3 P
S3 q
T
Obr.4.8b
o

p
L J 53 GS L]
54 51
AN SIS S
q
9
Obr. 4.8 ¢)

b) Primky p, q jsou riiznobezné. Pokud by zadand kruZnice / méla s jednou z
piimek p, g spolecny bod méla by tuloha tii feSeni. Pokud by kruZznice /
méla s jednou z piimek p, g spolecny bod a druhou pifimku by protinala ve
dvou bodech a navic pokud by spole¢ny bod P zadanych piimek lezel vné
kruZnice /, mé€la by uloha Sest feSeni. Pokud by tim spolenym bodem byl
bod P (prusecik zadanych piimek p, g), mé€la by dloha ¢tyfi feSeni. Pokud
by kruznice / neméla s Zadnou z ptimek p, g spole¢ny bod, tiloha by méla
Ctyfi tfeSeni. Pokud by kruznice [ méla s jednou ze zadanych piimek
spolecné dva body, méla by uloha ¢tyfi feSeni. Pokud by kruZnice / méla s
kazdou ze zadanych piimek dva body dotyku a bod P by lezel vné
kruznice [, méla by dloha osm feSeni (obr. 4.8 d)). Pokud by kruZnice /
protinala zadané piimky p, g ve Ctyfech bodech a bod P by lezel uvniti
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kruznice [, méla by tuloha také osm feSeni. Pokud mate elektronickou
podobu této bakaldiské prace, mizete vSechny polohy vstupnich objektl
vyzkouset tahem za stfed O zadané kruznice [, pouzijte k tomu obr. 4.8
d)). Uloha na obr. 4.8 d) je feSena Gergonnovo metodou. TakZe aby jsme
nasli sttedy podobnosti, musime sestrojit kolmice m; (kolma na piimku p
a vedend bodem O) a m; (kolma na pifimku ¢ vedend bodem O). Tim
ziskdme stiedy podobnosti X', X, Y a Y""a osy podobnosti XY", XYY",
XY a XY K témto osam sestrojime poly Q;, Q», Oz a Q4 vzhledem
ke kruZnici /. Nasim potenénim bodem nyni bude spolecny bod P
zadanych piimek p, g (zadané piimky jsou chordaly vyslednych kruZnic).
Sestrojime pfimky PQ; a tim ndm vzniknou body dotyku U, ..., Us
kruznice [ s vyslednymi kruznicemi &y, ..., ks. Stiedy vyslednych kruznic
leZi na osach o;, 0, Ghla, které sviraji zadané piimky p, g, protoze jsou to
sttedné, které jsou kolmé na piislusné osy podobnosti vedené bodem P. A
zéaroven stredy vyslednych kruznic lezi na piimkach OUy, ..., OUs.

Qz

4.9 Uloha typu piimka-kruZnice-kruZnice

Zaddni: Jsou dany kruZnice [;(O;,r;), [o(O2r2) a ptimka p. Mame sestrojit
kruznici k(S,d) tak, aby se dotykala danych kruznic a dané piimky p.

Reseni:
Opét mohou nastat tyto moZznosti vzajemné polohy vstupnich objekti:
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a) Kruznice l;, I, jsou soustredné. Kruznice [, lezi uvniti kruznice [;, takze
ri>r2. Pokud piimka p neprotind ani jednu ze zadanych kruznic [;, b,
nemd uloha z4ddné feSeni. Pokud piimka p protind alespon jednu ze
zadanych [;, [;, ma uloha Ctyfi feSeni (obr. 4.9 a)). Pokud piimka p je
teCnou kruznice /;,
ma uloha jedno
feSeni. Pokud je
piimka p tecnou
kruznice [, ma
uloha tfi feSeni.
Uloha na obr. 4.9 a)
je feSena metodou
mnozin bodli dané
vlastnosti. Jednou
mnozinou je
kruznice k
(mnoZina stredul
vSech kruznic, které
se dotykaji kruznice
[; a zaroven
kruznice [5), ktera
puli vzdalenost bodl Obr. 4.9 a)
kruZnice /; od bodu kruZnice [, a druhou mnoZinou bodt jsou piimky p“a
p~’, které jsou rovnobézné s p a vzddlené od piimky p tak jako tieba
kruZnice k” od kruZnice [; (mnoZiny stfedi vSech kruznic, které se
dotykaji pfimky p s danym polomérem).

b) Kruznice l;, I, jsou nesoustiedné, ale 1, leZi uvniti kruZnice 1;. TakZe opét
ri>rs.
Pokud
piimka p
neprotind
ani jednu
ze
zadanych
kruZznic
Iy, L2,
uloha
nema
feSeni.
Pokud
kruZnice
Iy, L
nemaji
zadny Obr. 4.9 b)
spolecny bod, a pfimka p je te€nou kruznice /;, md dloha dvé feSeni.
Pokud kruznice /;, [ nemaji Zadny spoleény bod, a pfimka p je teCnou
kruznice l, ma uloha ctyfi feSeni. Pokud kruznice /;, [, nemaji Zadny
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d)

spolecny bod, a piimka p protina alesponi jednu z kruZnic /;, I, ma dloha
Ctyfi feSeni (obr. 4.9 b)). Opét na tomto obrazku miZete vyzkouSet
vSechny vyse uvedené piipady polohy vstupnich objektli, pokud by se v
krajnich pfipadech vyslednd kruZnice neobjevila, myslim, Ze si ji snadno
v duchu predstavite. Uloha na obr. 4.9 b) je feSena opét Gergonnovo
metodou. V tomto piipadé jsme vyuzily osy podobnosti EX’, EX™, IX a
IX”". Stfedy podobnosti E, I patii zadanym kruznicim [;, [, a stfedy
podobnosti X, X patfi zadané piimce p a kruznici l,. Pak si opét
sestrojime poly Q; k t€émto osdm, potencni bod P (prusecik piimky p,
jakozto teCny - chordédly vyslednych kruznic, s chorddlou zadanych
kruZnic /;, I, - kapitolka 2.2.4) a spojenim bodl P a Q; pak body dotyku
vyslednych kruznic k; s kruznici /,. Nakonec stredy S; vyslednych kruznic
k; lezi v pruniku stfednych s; (pfimky kolmé na ptislusnou osu podobnosti
vedené bodem P) s piimkami O,U,.

KruZnice 1, I jsou nesoustiedné, ale protinaji se ve dvou bodech. Pokud
je ptimka p te€¢na kruZnice [; (r;>r;) a kruznici /; neprotind, ma tuloha tfi
feSeni. V tom samém piipad¢, jen ale pokud piimka p bude protinat
kruznici /;, mé tdloha Ctyfi feSeni. A naposled pokud by piimka p byla
zéaroven tecnou kruznice l;, m¢la by uloha tfi feSeni. Pokud by pfimka p
protinala jen jednu ze zadanych kruznic /;, [, méla by uloha Ctyfi feSeni.
A nakonec pokud by pfimka p protinala ob¢é dvé¢ zadané kruznice [;, [,
m¢la by tloha osm feSeni (obr. 4.9 ¢)). Obr. 4.9 ¢) je vytvoieny z obr. 4.9

b) tahem za rGzné vstupni objekty (napfiiklad sttedy O;, O,, piimkou p a
podobné). To znamend, Ze tuto ulohy vyfeSime analogicky Gergonnovo
metodou.

KruZnice 1;, l,se protinaji v jednom bode. Plati r;>r;. Pokud zadané
kruZnice maji spolec¢ny jeden bod a navic pokud piimka p je tecnou k
témto kruznicim v jejich spole¢ném bod¢, ma tato uloha nekonec¢né
mnoho feSeni. Pokud tato pfimka p je tecnou kruznice /; (a neprochdzi
spolecnym bodem zadanych kruZnic), ma udloha dvé feSeni. Pokud je
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piimka p tecnou kruznice [; (a neprochdzi spolecnym bodem zadanych
kruZznic), ma tloha ctyfi feSeni. Pokud zadané kruznice maji spolecny
jeden bod a piimka p protind jen jednu z téchto kruznic, ma udloha tfi
feSeni. A pokud tato pifimka p protind obé kruZznice /;, />, ma uloha Sest
feSeni. Pokud pifimka p lezi vné zadanych kruznic /;, [; a tyto kruZnice
maji vnéjsi dotyk, ma uloha Sest feSeni (obr. 4.9 d)). Pokud pifimka p lezi
vn¢ zadanych kruznic /;, [ a tyto kruznice maji vnitini dotyk, mé dloha
dvé feSeni.

e) KruzZnice l;, l; jsou nesoustiedné a neprotinaji se v Zddném bode. Pokud
by pfimka p byla te¢nou jedné z kruznic /;, [; a druhou kruZnici by tato
piimka neprotinala, m¢la by dloha Sest feSeni (kruznice [;, [, lezi ve stejné
poloroving; pokud by ve stejné poloroviné nelezely, méla by uloha jen
dvée tesSeni). Pokud by ale druhou kruZnici protinala, méla by tdloha ¢tyfi
feSeni. Pokud by pfimka p byla teCnou obéma kruZznicim [/;, [» (obé
kruznice jsou ve stejné poloroving), méla by tloha ¢tyti feSeni. Pokud by
piimka p byla tecnou obéma kruznicim, ale kazda kruznice by lezela v
jiné poloroving, méla by tloha dvé feseni. Pokud by pfimka p protinala
alespon jednu z kruznic /;, [, méla by uloha cCtyfi feSeni. A nakonec
pokud by piimka p neprotinala Zadnou ze zadanych kruznic [;, [, (obé
kruZnice musi leZet ve stejné poloroving, jinak by uloha neméla Zadné
feSeni), méla by tloha osm feeni (obr. 4.9 e)). Uloha je feSena Opét
Gergonnovo metodou analogicky s predchozimi dlohami. J& jsem pouZzila
obr. 4.9 b), akordt jsem zménila polohu vstupnich objekti.
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Obr.49¢e)

4.10 Uloha typu kruZnice-kruZnice-kruznice

Zadani: Mame zadané tifi kruznice [;(Opr;), [2(Os71r2) a l3(0O3r;3). Nasim
ukolem bude sestrojit kruznici &, kterd se bude dotykat vSech tif zadanych kruznic.

Reseni:

V  tomto
piipadé je
uz opravdu
mnoho
moznych
variant
rozloZeni
vstupnich
objekti, a
proto ty
hlavni
radéji
nakreslim
(Obr. 4.10

a)):

Obr. 4.10 a)
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1y

2)

Takto zvolena tloha ma osm feseni (obr. 4.10 b)). Pokud by jedna z kruZnic méla
spolecny
jeden _
bod S
druhou
kruznici,
méla by
uloha
Sest
reSeni. _
Pokud by
mély dvé
kruZnice
spolecny
bod S
treti,
méla by
uloha
Ctyfi
reSeni. A
nakonec
pokud by
mély
vSechny tii Obr. 4.10 b)
spolecny dotyk navzdjem, méla by dloha dv¢ feseni.
Takto zvolend
uloha md také
osm feSeni
(obr.4.10 c)).
Pokud by ale méla
jedna z vnitinich -
kruznic spole¢ny
bod s kruZnici
vnéjsi, méla by
uloha Sest feSeni.
Pokud by obé
vnitini  kruZnice
mély kazda
spoleény dotyk s
kruznici  vnéjsi,
m¢éla by udloha tfi
feSeni. Pokud by
meély vnitini
kruznice  jeden .
spolecny bod a s
vnéjsi  kruznici -
Zadny, méla by uloha Obr. 4.10 ¢)

Sest feSeni. Pokud by mély vnitini kruZnice jeden spole¢ny bod a s vnéjsi by
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3)

4)

5)

6)

jedna z vnitfnich kruznic méla spole¢ny bod, méla by uloha ctyfi feSeni. A
nakonec pokud by vnitfni kruznice mély spole¢ny dotyk mezi sebou a kazda z
téchto kruznic mély jesté¢ spole¢ny dotyk s vnéjsi kruznici, méla by tloha dvé
feSeni.

Takto zvolené rozlozeni vstupnich objektl nemd zadné feSeni. Pokud by se ale
vnitini kruZznice dotykala kruZnice vné&jsi, méla by tloha dvé feSeni. Pokud by
m¢ély spole¢ny bod kruznice vnéjsi, méla by uloha také dvé feSeni. Pokud by se
dotykali vSechny tfi kruznice v jednom bodé, méla by tloha nekone¢né mnoho
feSeni. Pokud by se dotykali vSechny kruZnice (ne ve stejném bod¢), méla by
uloha dvé reSeni.

Tato situace také nemd Zadné tfeSeni. Pokud by se ale jedna z vnitfnich kruznic
dotykala pfislusné své vnéjsi kruznice, méla by uloha dvé feSeni. Pokud by se
vSechny tfi kruZnice dotykaly ve stejném bodé, méla by uloha nekone¢né mnoho
reSeni. Pokud by se kazdd z vnitinich kruznic dotykala své piislusné vnéjsi
kruznice (bod dotyku by byl kazdy jiny), méla by tloha dvé feseni.

V tomto piipadé ma ulohy
Ctyfi teSeni (obr. 4.10 d) -
vyuZzila jsem obr. 4.10 ¢)).
Pokud by se jedna z
vnitinich kruznic dotykala
kruznice vné&j$i, méla by
uloha ti1 feSeni. Pokud by
se obé vnitini kruZnice
dotykaly kruZnice vnéjsi,
méla by uloha dvé feSeni.

Obr. 4.10d)
Takto zvolené vstupni objekty maji Ctyfi feSeni (obr. 4.10 e) - opét jsem vyuZila
obr. 4.10 ¢)). Pokud by ta vnitini kruZznice méla spolecny bod s jednou z dvou
druhych kruznic, méla by uloha tfi feSeni. Pokud by vnitfni kruZnice méla
spolecné body dotyku s obémi kruznicemi, méla by uloha dvé feSeni. Tolik feSeni
by méla i kdyby protinala nasi naptl vnitini kruznici ve dvou bodech a i v
piipadé, Ze by méla s vnéjsi kruZnici spole¢ny jeden bod.
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Obr.4.10 e

7) KruzZnice s takovouto polohou maji ¢tyfi feSeni (obr. 4.10 f)). Pokud by se vnitini

8)

kruZnice
dotykala jedné z
protinajicich se
kruznic, méla by
uloha tfi feSeni.
Pokud by se
vnitini kruZznice
dotykala  obou
dvou
protinajicich se
kruznic, méla by
uloha dvé reSeni.

Obr. 4.10 f)

V tomto piipadé¢ ma tuloha dvé feSeni (obr. 4.10 g) - opét jsem pouzila obr 4.10
¢)). Pokud by se kruznice [; dotykala kruznice /;, méla by uloha dvé feSeni.
Pokud by se kruznice /3 dotykala kruZznice /;, mé€la by tloha dvé feSeni. A
nakonec pokud by se kruznice /; dotykala kruznice [; a zaroven kruznice /,, méla
by uloha tfi feSent.
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Obr.4.10 g)

9) S takto rozmisténymi vstupnimi objekty bude mit dloha Ctyfi feSeni (obr. 4.10
h)). Pokud by se kruznice
[, a [; dotykaly v jednom
bodé, méla by uloha dvé
feSent.

Obr.4.10h
10) Takto zadané kruznice budou mit ¢tyfi feSeni (coz si miiZete vyzkouSet tahem za

vstupni objekty u obr. 4.10 g).
11) A nakonec takto zadané kruznice budou mit dv¢ feSeni (to si mizete vyzkouSet

tahem za vstupni objekty u obr. 4.10 c)). Pokud by vnitini kruZnice méla
spolec¢ny jen jeden bod s kruZnici, kterd protina kruznici vnéjsi ve dvou bodech,

m¢éla by uloha tfi feSeni.
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4.10.1 Podrobnéjsi konstrukce desdté Apolloniovy iilohy

Na obr. 4.10 1) je zndzornén postup feSeni pro kazdou osu podobnosti zv1ast'.
Jak uz jsem napsala v kapitole 2.5 pro kazdou tuto osu podobnosti existuji
pravé dvé tfeseni.

; E23

Obr.4.101
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Zavér

Na zéavér bych chtéla potvrdit, Ze program Cabri je opravdu vyborny program.
Hodné konstrukci uvedenych v této praci si neumim piedstavit fesit pomoci kruzitka
a pravitka. Je vyhodny i v tom, Ze miiZete rizn¢ pohybovat se zadanymi objekty a
tim vyzkouset plno moZnosti rozestavéni téchto vstupnich objektli a zjistit pro rtizné
tyto piipady pocet feSeni. Myslim, Ze by tento program v dneSni dob€ nem¢l chybét
na zdkladnich a stfednich Skolach, je to velice dobrd pomicka jak pro ucitele tak pro
deéti.

Pti tfeSeni dloh v této bakaldtské prici jsem postupné odstupovala od feSeni
dilataci a vice pfistupovala k Gergonnové metod€. Z pocatku se mi totiz metoda
dilatace libila, ale pak jsem zjistila, Ze ve vétSin¢ piipadi zjednoduSim udlohu na
takovou, co se poté fesi nejlépe stejnou metodou (stejnolehlost, metoda mnozin bodi
dané vlastnosti...) jako tloha ptvodni, coZ mi pfiSlo zbyte¢né pak zadanou ulohu
zjednodusovat pomoci dilatace. Gergonnovo metodou se daji feSit vSechny
Apolloniovy metody, které maji v zaddni alesponi jednu kruZnici.
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