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Predmluva

Cile publikace, kterd lezi pred Vami, jsou v podstaté dva. Jednim z cila je
seznamit ¢tenare s teorii automatického dokazovani vét a aplikovat tuto teorii
na ptikladech. Druhym cilem je ukazat na zajimava témata elementarni geo-
metrie, se kterymi se autor setkal v pribéhu let.

Obsah této knizky tvori Sest na sobé nezavislych geometrickych pribéhi, které
jsou zaméfeny na urcitou problematiku. Kazdym z téchto problémt se autor
drive samostatné hloubéji zabyval. Nyni byl u¢inén pokus tato témata sdruzit
do jedné publikace.

Kazdy problém je nejprve feSen metodou automatického dokazovani vét, ve
druhém kroku je problém vytesen klasicky - bez pomoci pocitace (je-li to
ovSem mozné).

Snahou autora bylo, aby se ¢tenar nejen néco dozvédél o novych pocitacovych
metodach dokazovani, odvozovani a objevovani vét, ale aby se také zamyslel
nad vnitini krasou klasickych feseni a nad nékterymi novymi poznatky.

Muj dik patfi obéma recenzentim — RNDr. J. Horovi, CSc. a RNDr. M. L&-
vickovi, PhD. za peclivé precteni rukopisu a za pozndmky a doporuceni, které
prispély ke zkvalitnéni textu.

V Ceskych Budgjovicich 20. zaii 2005

Pavel Pech






Kapitola 1

Uvod

V posledni tfetiné dvacatého stoleti byly vyvinuty i¢inné metody v automatic-
kém dokazovani vét elementarni geometrie. Pomoci této teorie byly dokazany
a dokonce objeveny stovky netrividlnich vét.

V seminéfi, ktery jsem vedl v poslednich letech na Pedagogické fakulté Jiho-
Ceské univerzity, jsme pomoci teorie automatického dokazovani vét na poci-
tadi Tesili fadu problému elementarni geometrie. Studenti, ktefi tento volitelny
semindr navstévovali, byli vét§inou ve ¢tvrtém roc¢niku studia uditelstvi ma-
tematiky pro zdkladni $koly a pro skoly stfedni, tj. méli znalosti zédkladniho
kurzu geometrie. Pomoci poéitace i klasickym zptisobem jsme vysetiovali fadu
tloh — Heronovu formuli pro vypocet obsahu trojihelnika a jeji zobecnéni —
Brahmaguptovu formuli pro vypocet obsahu tétivového ¢tyfuhelnika pomoci
délek jeho stran, dale Staudtovu formuli, Wallace-Simsonovu vétu a jeji zo-
becnéni, Napoleonovu vétu a dalsi podobné problémy.

Klasickd nebo téZ syntetickd metoda dava lepsi vhled do dané geometrické
situace a tim umoznuje i lepsi porozuméni problému a vice ukazuje krasu
geometrie. Na druhé strané pomoci pocitacové algebry muizeme fesit slozité
ulohy, které jsou klasickym zptisobem obtizné resSitelné. Pomoci pocitacové
algebry lze provadét dokazovani matematickych vét (automatic theorem pro-
ving), odvozovani (automatic derivation) a objevovani (automatic discovery)
novych vét. Zatimco pod automatickym odvozovinim rozumime nalezeni tvr-
zeni, které plyne z danych predpokladii, automatické objevovani znamen4 hle-
déni dodatecnych podminek, které je nutné pridat k predpokladtm tak, aby se
tvrzeni, které obecné neni pravdivé, stalo pravdivym. Automatické odvozovani
se nékdy zahrnuje pod automatické objevovani. Lze téz provadét konstrukce,
které neni snadné sestrojit pomoci pravitka a kruzitka, atd.

Tato kniha podava struény prehled této teorie. Pokud je mi zndmo, v ¢estiné
literatura k této problematice neexistuje a tak zajemctim o hlubsi studium do-
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8 KAPITOLA 1. UVOD

porucuji vynikajici publikaci [15], viz téz [38], [L01]. Pfiklady jsou nakresleny
pomoci dynamického softwaru Cabri I plus. Tento software poskytuje moznost
overit ¢ili verifikovat danou hypotézu. Jedna se o fyzické ovéreni daného faktu,
které nelze v zaddném pripadé zaménovat s dikazem. Tento zptsob lze vyu-
7it na zédkladnich a stfednich Skolach tam, kde je pfesny dikaz prilis obtizny.
Vsechny vypoéty byly provedeny na pocitaci Intel Pentium 2.00GHz/1572MB
RAM.

Knizka mutze rovnéz slouzit vsem zajemctiim o geometrii. V nékolika kapito-
lach, které nasleduji po vykladu nezbytné teorie k automatickému dokazovani
vét, jsou feSeny znamé i méné znamé problémy - nazval jsem je piibéhy - se
snahou popsat jejich fesSeni od pocéatku do soucasnosti.

V prvnim ptibéhu ”Zobecnéni Heronova vzorce” se jednd o zobecnéni Hero-
novy a Brahmaguptovy formule pro vypocet obsahu trojihelnika a tétivového
¢tyrihelnika pomoci délek stran, na tétivovy pétithelnik. Tento problém, ktery
byl vyfesen v roce 1994 [83], je v této knize, na rozdil od [83], fesen vyhradné
pocitacovou metodou.

Ve druhém piibéhu ” Wallace-Simsonova véta” je tato véta rovinné geometrie
zobecnéna do tfirozmérného prostoru. Nejprve jsou ukdzana zndmé zobecnéni
Wallace — Simsonovy véty v roviné, z nichz zejména Guzméanovo zobecnéni
si zasluhuje pozornost. Dale jsou ukdzany dvé prostorové analogie této tlohy,
které vedou na plochy tretiho stupné s velmi zajimavymi vlastnostmi.

Riizné zobecnéni Cevovy, Menelaovy a Eulerovy véty v roviné i v prostoru
jsou predmétem kapitoly ”Pricky v mnohothelniku”. Zde je ukazéna jednak
sila pocita¢ového pristupu, ktery spoéiva v hledani novych formuli, jednak je
tu ukazana sila tradicni a mozna trochu opomijené aredlni metody.
Napoleonova véta, jeji zobecnéni Petrova véta a jejich rovinné a prostorové
analogie jsou uvedeny v kapitole ”Petr-Douglas-Neumannova véta”. Jak plyne
z nazvu, je tato véta spjata se jménem vyznamného ceského matematika,
profesora Karlovy univerzity, K. Petra, ktery vétu jako prvni v roce 1905 pu-
blikoval.

V kapitole ” Geometrické nerovnosti” je postupné zobeciiovina nerovnost mezi
stranami a thlopfickami mnohothelnika v roviné i v prostoru. Zikladem je
znama rovnost rovnobéznika (z angl. parallelogram law), kterd sehrala dutlezi-
tou roli ve tiicatych letech minulého stoleti, kdy bylo ukizano, ze Banachiv
prostor, v némz plati rovnost rovnobéznika, je prostor Hilbertiv. V této ka-
pitole je téz zkoumdana znamé Kulerova nerovnost mezi poloméry kruznice
trojuhelniku opsané a vepsané.

Sesty piibéh ”Pravidelné mnohotihelniky” je vénovan problematice pravidel-
nych mnohothelniki. Ac¢koliv by se mohlo na prvni pohled zdat, Ze vSe pod-
statné o pravidelnych mnohothelnicich je jiz zndmo, neni tomu tak. V roce



1969 navstivili zndAmého matematika dva chemici, s tim, Ze podle jejich vy-
zkumt v organické chemii vychézi, ze rovnostranny a rovnoihly pétitthelnik
v prostoru je nutné rovinny. Béhem kratké doby Van der Waerden a rada
dalsich matematikt dokézali, Ze pravidelny mnohothelnik s lichym poctem
vrcholi mé vzdy sudou dimenzi. V naSem ptibéhu je tento problém fesen po-
moci teorie automatického dokazovani a objevovani vét.

V posledni kapitole ”Riizné” jsou feSeny ¢tyfi problémy. Jednim z nich je kon-
strukc¢ni dloha, kterou je obtizné fesit klasickymi prostiedky jako jsou kruzitko
a pravitko. S pomoci pocitace jsme schopni fesit i takové tilohy, které byly diive
tabu, nebot byly povazovany za (eukleidovsky) nefesitelné. Tato problematika
by si ziejmé zaslouzila zvlastni pojednani.

U vsech tloh jsou vétsinou uvadéna i klasickd teseni. Pokud klasické teseni
chybi, je to pravdépodobné zptsobeno tim, Ze autor klasické feSeni neznal.






Kapitola 2

Automatickeée dokazovani vét

2.1 Historie

Teorie automatického dokazovani vét v sobé zahrnuje automatické dokazovani,
automatické odvozovani a automatické objevovani matematickych vét, tj. do-
kazovani, odvozovani a objevovani vét pomoci pocitace. Nejedna se tedy pouze
o dokazovani vét, jak napovida nézev. Mezinadrodné se vsak tento nazev vzil,
nebot tato teorie byla nejprve pouzita k dokazovani vét. Pokud se bude jednat
o automatické odvozovani ¢i objevovani, radéji tuto skuteénost zdtraznime.
Kdyz v roce 1987 vysla zakladni kniha ¢inského matematika S. Ch. Chou: Me-
chanical Geometry Theorem Proving [39], napsal americky matematik Larry
Woss v predmluvé k této knizce: ” Kdyz byly pocitace nejprve vymysleny, po-
tom navrZzeny a posléze realizoviany, malo lidi (pokud vibec) se domnivalo,
ze v roce 1987 budou existovat pocitacové programy schopné dokazovat véty
z ruznych oblasti matematiky. Dokonce, pokud by ¢lovék v pocatcich pocita-
cového véku vazné predpovédél, ze pocitacové programy budou piilezitostné
pouzivany na zodpovézeni otevienych otizek z matematiky, potom by se mu
dostalo nanejvys zdvotilého ismévu.” Myslim, ze tato slova velmi dobfte vysti-
huji pohled vétsiny lidi na pocitace dokonce i dnes, témér o dvacet let pozdéji.
Vysledky matematické logiky a prace A. Tarského [96] z 30. let dvacatého
stoleti predznamenaly dalsi vyvoj v teorii automatického dokazovani vét. Za-
kladni prace ¢inského matematika W. Wu [105] z roku 1978 je zaloZena na
operaci pseudodéleni a triangulaci polynomickych rovnic. Na mys$lenky Wu
navazal dalsi ¢insky matematik S. Ch. Chou. Nejznaméjsi se stala jeho kniha
[39], ve které je vyfeseno 500 piikladii z elementarni geometrie.

V sedmdesétych letech se objevuje jesté jind metoda, kterd je zalozena na
pojmu Grobnerova béaze idedlu [13]. Tuto metodu rozvinul D. Kapur [42],
ktery nasledné porovnal obé zakladni metody — metodu Wu a metodu zaloze-
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12 KAPITOLA 2. AUTOMATICKE DOKAZOVANI VET

nou na Grobnerovych bazich.
V této knize budeme pouzivat metodu, kterd vychazi z teorie Grébnerovych
bézi idedlu a teorie eliminace, viz napf. [15], [101].

2.2 Zakladni pojmy z algebry

Tato kapitola obsahuje pojmy z algebry, které jsou zakladnimi kameny v teorii
automatického dokazovani vét. Vycet pojmil z algebry neni tiplny, spise slouzi
jako voditko pro orientaci v dané teorii. Pro nase tcely je vSak tento vycet
postacujici. Pro hlubsi studium doporucujeme [15], [39].

Pismenem K budeme znaéit komutativni téleso a K[z1,...,z,] bude okruh
polynomt n neuréitych s koeficienty z télesa K. Za K budeme vétSinou uva-
zovat téleso redlnych cisel R nebo komplexnich éisel C.

Definice: Necht hy, ..., h, jsou polynomy z K[x1,...,x,]. Potom se mnoZina
bodi V(hi,..., hy), kde

V(hi,y...,hy) ={(a1,...,ap) € K";hi(a1,...,ap) =0 pro 1 <i<r} (2.1)
nazyvd algebraicka nebo téZ afinni varieta definovand pomoci hq, ..., h,.

Také fikdme, ze algebraickd varieta je nulovd mnozZina polynomu hq,...,hA,.
Polozme K = R, kde R je mnozina redlnych c¢isel a uvazujme body v roviné
R?. Potom V(z? — y) je parabola, V(2% — y,z — y) tvoii prinik paraboly
z? —y = 0) a piimky z — y = 0), tj. body [0,0],[1,1] atd. V prostoru R? je
piikladem variety V(22 + 32 + 22 — 1) kulova plocha o poloméru 1.

Dalsim dulezitym pojmem je pojem idealu.

Definice: Mnozina I C K[z1,...,zy,]| se nazgyvd idedl, jestlize spliiuje

1)0el.
2) Jestlize f,g € I, potom f+g € I.
3) Jestlize f € I a c € K[z1,...,xy,], potom cf € I.

Idedl je tedy mnozina polynomt, ktera je uzaviena vzhledem k operaci s¢itani
a nasobeni libovolnym prvkem z okruhu polynomia K{zy,...,z,]. Plati véta:

Véta: Necht hy, ..., h, jsou polynomy z K|[x1,...,xz,]. Potom mnoZina (hy,...,
hy), kde

(hiy..., hy) = {g1h1+...+grh,~; [/ T EK[QIl,...,:En]} (2.2)

je idedl. Tento idedl nazjvame ideal generovany polynomy hq, ..., h,.
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Ideal I je konecné generovany, jestlize existuji hi,...,h, € K[z1,...,z,] tak,
ze I = (hy,...,h,). Potom tikdme, ze hq,..., h, tvori bdzi idedlu I. Ideal I
miize mit mnoho bézi. Jeden typ téchto bazi ma velmi specialni vlastnosti —
takovou bazi budeme nazyvat Gribnerova bdze. O vlastnostech Grobnerovy
béaze idedlu budeme hovotit pozdéji. V nasich tivahach ji budeme vyuzivat, viz
[20].

Ideal (hq,...,h,) tedy obsahuje vSechny linedrni kombinace g1hy + ... + g hy
polynoma hyq, ..., h,, pricemz koeficienty této linedrni kombinace jsou poly-
nomy gi, ..., g z K[x1,...,x,]. Situace ndpadné piipomind vektorovy prostor,
generovany vektory hi,...,h,. Potom libovolny vektor vektorového prostoru,
ktery je generovan vektory hi,...,h,, lze vyjadfit jako linedrni kombinaci
giht + ...+ grhy, kde g1, ..., g, jsou prvky z néjakého télesa K.

Jeden z hlavnich problému algebraické geometrie vyjadiuje tzv. Ideal Member-
ship Problem, tj. problém, jak poznat, ze polynom h patii do idedlu, ktery je
generovan polynomy hi,..., h,. Tento problém byl vyfeSen v posledni tietiné
dvacéatého stoleti pomoci Grobnerovy baze idedlu, viz [13], [15].

Jak jiz bylo feceno, Grobnerova baze idedlu I je baze, kterd ma specifické
vlastnosti. Jednu z hlavnich vlastnosti Grobnerovy baze popisuje nasledujici
véta:

Véta: Necht G = {g1,...,9s} je Gribnerova bdze idedlu I C Klz1,...,xy,]
a necht h € K[z1,...,x,]. Potom h € I, privé kdyz zbytek r pii déleni poly-
nomu h polynomy z G je roven 0.

Pokud bychom vzali bazi, kterd neni Grobnerovu bazi idealu I, dostali bychom
pti déleni polynomu h € I prvky této baze rizné zbytky v zavislosti na poradi
déliteld. Pouze Grobnerova baze mé tu vlastnost, Ze pii libovolném poradi dé-
liteld dostaneme vzdy zbytek nula. Vypocet Grébnerovy baze idealu je mozny
pomoci tzv. Buchbergerova algoritmu, ktery je implementovan ve vét$iné ma-
tematickych programi, napt. v CoCoA staéi zadat GBasis(I).

Pti zkouméni, zda polynom h patii do idedlu I, tedy stac¢i vypocitat Grobne-
rovu bazi idedlu I a zjistit zbytek r pri déleni polynomu h prvky Grobnerovy
baze. Je-li zbytek r roven nule, potom h € I, je-li zbytek r rtizny od nuly, po-
tom polynom h nepatii do idedlu I. Zbytek r je ¢asto nazyvan normdlni forma.
Algoritmus pro vypocet normalni formy polynomu A vzhledem k idedlu I je
implementovan ve vét$iné matematickych programit. Napi. v programu Co-
CoA maé tento prikaz tvar NF(h,I).

Pti feseni soustavy algebraickych rovnic postupné eliminujeme proménné, viz
napt. Gaussova eliminace pro soustavy linedrnich rovnic. Pfi eliminaci pro-
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ménnych v idedlu dostaneme podle nasledujici definice tzv. eliminacni idedl:
Definice: Je din idedl I = (hy,...,hs) C K[z1,...,z,]. Potom r-ty elimi-
nacéni ideal I, je idedl

I =INK[Zri1,...,Ty).

Pro Grobnerovu bézi elimina¢niho idealu I, plati véta:

Véta: Necht I C K[x1,...,x,] je idedl a necht G je Gribnerova bdze idedlu I
vzhledem k lexikografickému uspotdadani x1 > xo > --- > xpn. Potom pro kaZdé
0<r<n je

Gr=GNK[zri1,...,Ty)

Grobnerova bdze eliminacniho idedlu I,..

Vypocet Grobnerovy béaze eliminacniho idedlu je pristupny prikazem Elim
nebo jeho analogiemi, ktery je obsazen ve vétSiné matematickych program.
Tento piikaz je casto vyuzivan pii feSeni soustavy algebraickych rovnic.

Definice: Necht V' C K" je algebraickd varieta. Potom se mnozina I(V'), kde
I(V)={h € K[z1,...,zpn];h(a1,...,a,) =0 pro vSechna (a1,...,an) € V}

(2.3)
nazyvd ideal variety V.

Snadno se ovéii, ze ideal I(V') variety V je idedl. Zavedme jesté dalsi potiebny
pojem.

Definice: Necht' I C Klz1,...,xy,] je idedl. Mnozina V (I)
V(I)={(a1,...,a,) € K";h(a,...,an) =0 pro vsechna h € I} (2.4)
se nazyvd varieta idealu 1.

Tedy, jestlize I = (hq,...,h;), potom V(I) = V(hy,...,h,). Posledni de-
finice je dusledkem Hilbertovy véty o bazi, kterd irika, ze kazdy idedl I C
K[z1,...,z,] ma koneénou mnozinu generatoru.

Podle poslednich definic a vét tedy mtzeme kazdému idedlu I prifadit varietu
V(I) idealu T
I - V(I)

a také naopak, kazdé varieté V umime piifadit ideal I(V') variety V'
Vi = I(V).

Plati véta:
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Véta: Necht I C Iy jsou idedly, potom V(I1) D V(I3). Podobné, jestlize

Vi C Va jsou variety, potom I(Vy) D I(Va). Ddle pro kaZdou varietu V plati

V({I(V)) =V

Je-li dén ideal I, potom mu umime ptitadit jeho nulovou mnozinu - varietu

V' (I). Této nulové mnoziné V (I) priradime jeji ideal I(V (I)). Otazkou je, jak

tento idedl vypada?

Odpovéd na tuto otdzku dava slavna ” Hilbertova véta o nulach”, Nullstellensatz.
Nez tuto vétu vyslovime, uvedeme definici radikalu idealu.

Definice: Necht I C K|z1,...,xy,] je idedl. Potom se mnoZina VI, kde
VI={f; f™ el pro néjaké celé m > 1},

nazyvd radikal idedlu I.

Z¥ejmé je I C VI, protoze z f € I plyne f' € I a odtud f € vI. Radikal VT
tedy obsahuje ideal I. Je zajimavé, 7e radikal /T ide4lu T je opét ideal:
Véta: Necht I je idedl v K[xy,...,2,]. Potom radikdl /T idedlu I je idedl
v K[z1,...,2Zp]

A nyni slibené Hilbertova véta:

Véta (Nullstellensatz): Necht I je idedl v K|z1,...,zy], kde K je alge-
braicky uzavriené téleso. Potom plati

(V1)) = V1. (2.5)

Nésledujici véta tika, jakym zptsobem mutzeme zjistit, zda polynom h patii
do radikélu VT idedlu 1.

Véta: Necht K je libovolné téleso a necht I = (hy,...,hy) C Klz1,...,zy].
Potom h € VT privé kdyz konstantni polynom 1 je prokem idedlu J = (hiy...,hy,
ht —1) C K[z1,...,%n,t].

2.3 Automatické dokazovani

Necht K je téleso charakteristiky 0, napf¥. téleso raciondlnich ¢isel QQ, a L
algebraicky uzaviené téleso obsahujici K, napt. téleso komplexnich ¢isel C.
Ozna¢me dale K[z1,...,z,] okruh polynomt n neuréitych x = (z1,...,z,)
s koeficienty z télesa K.

Automatické dokazovani vét se zabyva geometrickymi tvrzenimi, kterd maji
tvar H = C, kde H je mnozina predpokladt a C' je zavér.

Zakladni kroky automatického dokazovani vét jsou:



16 KAPITOLA 2. AUTOMATICKE DOKAZOVANI VET

1) Zavedeni soustavy soufadnic.

2) Algebraicka formulace problému.

3) Diikaz tvrzeni.

4) Hledani dodateénych podminek v piipadé, ze se dikaz nepodafil.

Jednotlivé kroky podrobnéji popiseme.

Podle povahy problému zavedeme soustavu soutadnic v roviné, v prostoru nebo
ve vy$$i dimenzi (kartézskou nebo afinni ¢i jinou). Vhodn4 volba soustavy sou-
fadnic je velmi dilezitd. Vzdy se snazime, aby prislusné algebraické rovnice
byly co nejjednodussi. Riizné volby soustavy soutradnic vedou na riiznou slo-
Zitost pii feseni problému.

Po zavedeni soustavy souradnic provedeme algebraickou formulaci problému.
Geometrické vlastnosti objekti prelozime do algebraickych relaci. Tato faze
je charakterizovina sestavenim mnoziny piedpokladt H, které maji tvar alge-
braickych rovnic (tj. vyjadienych ve tvaru polynomii)

hi(z1,...,2p) =0, ho(z1,...,25) =0,...,h(1,...,2,) =0
a zavéru C, ktery je vyjadien rovnici
(1., zn) =0,

kde hq,...,h.,c € K[Il,...,ﬂjn].l
Tedy vysledkem druhého kroku je algebraicky tvar tvrzeni

Vee L, hi(z)=0,...,h(z)=0 = c(z)=0. (2.6)

Algebraickd formulace problému méa na vysledek vySetfovani velky vliv. Pro-
toze pracujeme v oboru komplexnich ¢&isel, nemtizeme pouzivat nerovnice. Té-
leso komplexnich ¢isel totiz nelze usporadat. Veskeré geometrické vlastnosti
objekti je nutné vyjadifovat pomoci rovnic. To ¢asto ¢ini potize u problémii,
které jsou definoviny pomoci orientace, napf. pii uréeni vnitinich nebo vnéj-
Sich bodt utvard (napf¥. vnitini bod trojihelnika). Dochazi tak k nejednoznac-
nosti a k rfadé z toho vyplyvajicich problémi pii dokazovani.

Dale dbame, aby pitislusné algebraické rovnice byly jednoduché, tj. aby stupen
zda pii vyjadieni poméru vzdalenosti bodu tsecky od jejich krajnich bodi,
pouzijeme délici pomér nebo klasickou vzdalenost.

Velkou pozornost je také nutné vénovat presnému popisu geometrickych vlast-
nosti pii jejich prekladu do algebraickych rovnic [53]. Pfi nepfesném piekladu

'Pokud se zavér C sklada z vice rovnic ¢1 = 0,...,¢cr = 0, potom vySetiujeme kazdou
rovnici samostatné.
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vznikaji pti dikazu napf. problémy s urc¢enim dodatec¢nych podminek apod.
Tretim krokem automatického dokazovani vét je dikaz tvrzeni (2.6).

Definice: Oznacme I = (hy,...,h,). Tvrzeni (2.6) je obecné pravdivé,
jestlize varieta predpokladi H(I) je podmnoZinou variety zdvéru C, obr. 2.1,
ty.

H(I)cC. (2.7)

Obrazek 2.1: H=C & HCC

Pripomenme, Ze varieta predpokladti H je mnozZina vSech feseni soustavy rov-
nic hy =0,...,h, =0, tj.

H={zelL" hi(z)=0,...,h(x) =0}. (2.8)

Tedy H je nulovid mnozina polynomt hy =0, ..., h, = 0. V souladu s predchozi
teorii muzeme misto H psat H(I), kde I = (hy,...,h,). Varieta zavéru C je
mnozina vSech feSeni rovnice ¢ = 0, tj.

C ={z; c(z) =0}. (2.9)
Nésledujici véta dava navod, jak ukizat platnost (2.7). Plati véta:

Véta: Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

a) Tvrzeni (2.6) je obecné pravdive.

b)CE \/(hl,...,hr).

c)le(hi,...,hp,ct —1) C K[z1,...,Tp].
Staci tedy napt. ukazat, ze konstantni polynom 1 je prvkem idedlu
J = (hl,...,hr,ct— 1),

kde ¢ je pomocné proménné.
Podle ptedchézejicich vét zjistime normalni formu 1 vzhledem k idedlu J =
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(hi,...,hp,ct —1). V programu CoCoA pouzijeme piikaz NF(1,J). Pokud je
odpovéd 0, znamend to, ze 1 € J a tvrzeni (2.6) je obecné pravdivé. Pokud
odpovéd neni nula, potom tvrzeni (2.6) neni obecné pravdivé a je nutno hledat
dodate¢né podminky, viz dale.

Poznamka:

V praxi vétSinou stac¢i ukazat, ze polynom zavéru c je prvkem idedlu I =
(hi,...,hy). Normélni formu polynomu ¢ vzhledem k idedlu I vySetiime piika-
zem NF (c,I). Pokud dostaneme odpovéd 0, je tvrzeni obecné pravdivé. Pokud
nula nevyjde, potom je nutné uzit predchozi silngjsi kritérium a zjistit, zda 1
je prvkem idedlu J = I U {ct — 1}.

V kapitole ”Pravidelné mnohothelniky” uvedeme ptipad, kdy I ; VT a kdy
¢ nen{ prvkem idedlu I, ale je prvkem jeho radikalu v/T. |

Nejjednodussi zpusob, jak ukazat podstatu automatického dokazovani vét, je
demonstrace na piikladu. Budeme fesit nasledujici priklad.

Priklad:

Dokazte, Ze se vysky trojuhelnika protinagi v jediném bodé.

Nejprve zvolime vhodnou soustavu soutradnic, tj. takovou, aby vztahy, kterymi
budeme analyticky popisovat geometrickou situaci, byly co nejjednodussi, obr.
2.2. Ozna¢me A = [0,0], B = [a,0], C = [b, ] vrcholy trojihelnika ABC. Nyni

~, ' C=[b,c]
LY
V' bxtcy-ab=0~_

Obrazek 2.2: Vysky trojihelnika ABC prochézeji jednim bodem — pocitacovy
dikaz

vyjadiime rovnice vySek vg, vp, Ve :
vg:(b—a)xr+cy=0, vp:bx+cy—ab=0, ve.:x—b=0.
Predpokladejme, ze se vysky v, a v, protinaji v bodé O = [p, q], tj. Ze plati
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Oy hy:bp+cqg—ab=0,
O€v. S hy:p—b=0.

Chceme ukazat, ze plati zavér: vyska v, obsahuje bod O, tj.
O€cv,&z:(b—a)p+cqg=0.

Tedy mame dokézat nasledujici tvrzeni:
Vp,q, bp+ecq—ab=0,p—b=0 = (b—a)p+cq=0. (2.10)

V tomto velmi jednoduchém piipadé jsme schopni ukazat, ze tvrzeni (2.14) je
pravdivé, dokonce ru¢né — bez uziti pocitace. Uvédomme si totiz, ze plati

(b—ap+cg=1-(bp+cq—ab)—a-(p—0»). (2.11)

Vyjéadfili jsme polynom zavéru (b— a)p+ cq jako linedrni kombinaci polynomi
predpokladid bp + cq — ab a p — b. Z platnosti rovnic bp+cqg—ab=0, p—b=10
plyne z (2.11) platnost rovnice (b — a)p + ¢q = 0.

Ukézali jsme, ze polynom (b — a)p + c¢q nalezi idedlu I = (bp + c¢q — ab,p — b).
V programu CoCoA? napiSeme

Use R::=Q[abcpql;
I:=Ideal(bp+cq-ab,p-b);
NF((b-a)p+cq,I);

a dostaneme odpovéd 0, tj. NF((b—a)p+cq,I) =0 a tvrzeni (2.14) je obecné
pravdivé. ”Pocitacovy” diukaz je hotov. O

Zpravidla situace tak jednoduchd neni. Ve vétsiné pripadi je nutno k predpo-
kladtim pridat tzv. podminky nedegenerace.

Ve ¢tvrtém kroku automatického dokazovani vét se soustfedime na hleddni
dodatecnych podminek.

Pokud se ndm nepodaii dokézat, Ze tvrzeni (2.6) je obecné pravdivé, jesté
to neznamend, 7e toto tvrzeni neplati. Mize se stat, Ze tvrzeni neni obecné
pravdivé, protoze chybi podminky nedegenerace, které zahrnujeme mezi tzv.
dodatecné podminky. Tento krok je charakterizovan hleddnim takovych pod-
minek, za kterych tvrzeni ztraci vyznam, napt. trojihelnik je tiseckou, tsecka
je dvojice splyvajicich bodi, kruznice mé nulovy polomér atd. Tyto situace je
nutné vyloucit. Podminky nedegenerace maji tvar nerovnosti

gl(xla"'axn)#oa"'a gs(xla"'axn)#o (212)

2Software CoCoA je zdarma k dispozici na adrese http://cocoa.dima.unige.it
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a zavisi pouze na proménnych, které jsou nezavislé, tj. téch proménnych, které
nezavisi na jinych proménnych. Oznac¢me je napt. xi,...,Z, a nazveme je
nezdvislé proménné. Zbyvajici proménné zy,41,. .., T, jsSou zdvislé proménné,
protoZze zavisi na nezavislych proménnych. Pomoci nezavislych proménnych
zadavdme napi. zakladni body atvaru atd.

Podminky nedegenerace (2.12) mizeme vyhledat nasledujicim zptisobem. V ide-
alu J = I U {ct — 1} eliminujeme pomocnou proménnou ¢ a vSechny zdvisle
proménné. Ve vzniklém elimina¢nim idealu jsou obsazeny podminky degene-
race g1 = 0,...,9s = 0 (pokud existuji). Eliminaci proménnych provedeme
v CoCoA prostiednictvim pfikazu Elim. Zahrneme-li podminky (2.12) do tvr-
zeni (2.6), dostaneme

Ve € L™ hy(z) =0,...,h(2) =0,91(x) #0,...,95(x) #0 = c(x) =0.
(2.13)
Abychom dokéazali tvrzeni ve tvaru (2.13), staci ukdzat, ze konstantni polynom
1 je prvkem idedlu

I,:(hl,...,h,«,gltl—1,...,gsts—1,ct—1),

kde ty,...,ts,t jsou pomocné proménné. Zde si pov§imnéme algebraického pre-
kladu napft. nerovnice g; # 0, ktery je g1ty — 1 = 0. Pokud by totiz nastalo
g1 =0, potom 1 = 0 a nulovd mnozina idedlu I’ by byla mnoZina prazdna.

Definice: Pokud je normdlni forma 1 vzhledem k idedlu I' rovna nule, potom
Fikdme, Ze turzeni (2.6) je genericky pravdivé.

Vétsina tvrzeni je genericky pravdivych. Predpoklady o degeneraci vysSetio-
vanych obrazcii nejsou v tvrzenich vétSinou obsazena. MIcky totiz predpokla-
déme, ze trojuhelnik je trojihelnik a ne tsecka, ze tsecka je tsecka a ne dvojice
splyvajicich bodi, Ze kruznice mé nenulovy polomér apod. Takové atvary na-
zyvame generické. V pripadech, kdy atvary nejsou generické, véta ¢asto neplati
nebo nem4 vyznam.

Ukazme si pouziti podminek nedegenerace na ptikladu, kterym jsme se jiz za-
byvali. Mame dokézat, ze se vysky trojuhelnika protinaji v jediném bodé.
Oproti predchozimu piikladu nyni predpoklddejme, Ze misto vysek v, a v, se
v bodé O = [p, q] protinaji vysky v, a v,. Chceme dokazat, ze bodem O pro-
chézi i vyska v.. Tj. predpokladdme, ze z platnosti rovnic (b —a)p + cqg = 0
a bp + cq — ab = 0 plyne zavér p — b = 0. Nase tvrzeni m4 tvar

Vp,q, (b—a)p+ecq=0,bp+cq—ab=0 = p—>b=0. (2.14)

Vysetiime normélni formu polynomu zavéru p — b vzhledem k idedlu I =
((b—a)p + cq,bp + cq — ab). V CoCoA napiSeme
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Use R::=Q[abcpql;
I:=Ideal((b-a)p+cq,bp+cq-ab);
NF (p-b,I);

Odpovéd p — b znamend, ze polynom p — b neni prvkem idedlu I. PouZijeme
proto silnéjsi metodu, abychom vysetrili, zda polynom p—b je prvkem radikalu
VT idedlu I. Dostaneme

Use R::=Q[abcpqt];
I:=Ideal((b-a)p+cq,bptcqg-ab, (p-b)t-1);
NF(1,I);

odpovéd 1, kterd znamend, Ze tvrzeni neni obecné pravdivé.

Ur¢ime dodatec¢né podminky, kterymi jsou vétsinou podminky nedegenerace.
Abychom tyto podminky nalezli, pfidame k idedlu I = ((b—a)p+cq, bp+cq—ab)
negaci zavéru (p —b)t — 1 a obdrzime ideal J = ((b—a)p+cq,bp+ cq— ab, (p —
b)t —1), kde ¢ je pomocna proménnd. P¥idanim polynomu (p —b)t — 1 k idedlu
I predpokladame, Ze zavér neplati, zatimco vSechny ostatni predpoklady jsou
zachovany (podobné jako u dikazu sporem). Vlastné se timto ptame ”Co je
pri¢inou neplatnosti zavéru?” Eliminaci proménnych p,q,t v idedlu J elimi-
nujeme zdvislé proménné p,q,t v idedlu J. Vznikly elimina¢ni ideédl obsahuje
pouze zbyvajici nezdvislé proménné a, b, c. Zadame

Use R::=Q[abcpqt];
J:=Ideal ((b-a)p+cq,bp+cq-ab, (p-b)t-1);
Elim(p..t,J);

a dostaneme jedinou podminku a = 0. Geometricky to znamend, 7ze vrcholy A
a B trojuhelnika ABC splyvaji. Tento pripad vylouéime pfidanim podminky
nedegenerace at — 1 = 0 k idedlu I. Dostaneme tak idedl I’ = T U {at — 1}.
Nyni cely postup opakujeme s tim, ze misto idedlu I vySetfujeme ideal I'.

Use R::=Q[abcpqt];
I’:=Ideal((b-a)p+cq,bptcq-ab,at-1);
NF (p-b,I°);
Odpovéd 0 znamend, Ze tvrzeni je genericky pravdivé. O
Proc¢ bylo nutné vyloucit pfipad ¢ = 0, mizeme nahlédnout z rovnosti
1 1
p=b=——((b—a)p+cq) +—(bp +cq— ab),

kde je polynom p — b vyjadien jako linedrni kombinace polynomi
(b —a)p + cq a bp + c¢q — ab s jedinou vyjimkou, totiz a = 0.
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Poznamky:

1) Vidéli jsme dvé témér totoznd feSeni stejného problému. P¥i prvnim zpiu-
sobu feSeni jsme nepotiebovali vySetfovat podminky nedegenerace, zatimco
pii druhém reseni ano. Proto je nutné si uvédomit, jakou roli hraje pri reSeni
tlohy strategie feseni a volba soustavy soufadnic, viz bod 2) této poznamky.

2) Vzniklé problémy miizeme odstranit volbou souradnic vrcholi trojihelnika
A =10,0], B =[1,0],C = [b,c], kde jsme polozili ¢ = 1. Jednotku délky totiz
miizeme zvolit. Pti této volbé soustavy soutradnic vedou oba nahofe zminéné
postupy k obecné pravdivosti tvrzeni. |

Protoze se v celé knizce budeme pfi feSeni problémt setkavat s pocitacovymi
i klasickymi dikazy, uvedeme klasicky diikaz tvrzeni, ze se vysky trojihelnika
protinaji v jednom bodé.

Vrcholy A, B,C trojuhelnika vedeme rovnobézky s protéjsimi stranami BC,
AC, AB. Dostaneme novy trojuhelnik A’B'C’, v némz vysky v, vy, ve troji-
helnika, ABC tvori osy stran, obr. 2.3. Stac¢i ukazat, Ze se osy stran trojuhel-

Obrazek 2.3: Vysky trojihelnika se protinaji v jednom bodé — klasicky diikaz

nika A’B’'C’ protinaji v jednom bodé, coZ je snadné nebot z |A'O| = |B'O|
a |B'O| = |C'O| plyne |[A'O| = |C'O|. D
K dukazu tvrzeni jsme napt. mohli pouzit Cevovu vétu, viz kapitola ”Pricky
v mnohothelniku”, apod.

Klasicky dtkaz, ktery jsme pravé ukazali, mél kromé rady kladd jeden pod-
statny nedostatek — potiebovali jsme mit klicovy ndpad, ktery vede k teseni
problému. Nékdy se vSak miiZze stat, ze zadny klicovy napad nedostaneme...
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2.4 Automatické odvozovani

V dal$i ¢asti se zamérfime na automatické odvozovdni vét, které vétS§inou od-
lisujeme od automatického objevovani vét, o kterém budeme hovotit v dalsi
kapitole. Pod automatickym odvozovanim vét rozumime hledani geometric-
kych tvrzeni predepsanych vlastnosti, kterd plynou z danych predpokladi.

Piedpokladejme, ze rovnice hi(z1,...,2n) = 0,...,hp(21,...,2,) = 0 vyja-
diuji geometrické vlastnosti néjakého utvaru. Necht z1, ..., x,,, jsou nezavislé
proménné a Ly, 1, .- . , T jsou zavislé proménné. Eliminaci proménnych (zavis-
lych nebo nezavislych) dostaneme eliminaéni idedl, ktery obsahuje pouze po-
lynomy v proménnych, které jsme neeliminovali. Zpravidla eliminujeme neza-
vislé proménné z1, ..., Ty, a piipadné i nékteré zavislé proménné x,,11,. .., Tp,
m < p < n tak, abychom dostali néjaké geometrické tvrzeni, vyjadiené rov-
nosti ¢(zpti1,...,2,) = 0, které takto plyne z predpokladt hi,...,h, = 0.
Plati véta:

Véta: Necht I = (hy,...,h,) C K[z1,...,2,] a necht c € INK[zpy1,...,T5],
pro p < n. Potom plati

hi(z1,...,20) =0,...,hp(z1,...,25) =0 = c(Tpt1,...,2,) =0. (2.15)

Drikaz: Plyne okamzité z inkluze H N C' C C, kde H je varieta predpokladu
h1=0,...,h, =0 a C je varieta zavéru c = 0. O

Metodu automatického odvozovani ukidzeme na nésledujicim prikladu.

Priklad:
Je dan trojuhelnik ABC' se stranami délek a,b,c. Vyjadrete obsah p trojihel-
nika ABC' pomoci a,b, c.

Zvolme kartézskou soustavu souradnic tak, ze pro souradnice vrcholt trojihel-
nika ABC plati A =[0,0], B = [¢,0],C = [z,y], obr. 2.4. Chceme vyjadfit ob-
sah p trojihelnika ABC pomoci délek jeho stran a = |[BC|,b = |CAl,c = |AB|.
Je ziejmé, Ze:

b=|AC| & hy:z? +y%2 - b2 =0,

a=|BC| & hy:(x—c)? +y?>—a?=0,

p =obsah AABC < hs :p — %cy =0.

V okruhu polynomi K[a, b, ¢, z,y, p] uvazujme ideal I = (22 +y%—b?, (z—c)%+
y?—a?,p— %cy). Hledame takovou formuli, kterd vyjadiuje vztah mezi délkami
stran a, b, ¢ trojihelnika ABC' a jeho obsahem p. Takovy polynom nélezi do
eliminac¢niho idedlu I N Kla, b, ¢, p]. Eliminaci proménnych z,y v idedlu I

Use R::=Q[xyabcp];
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C=[x.¥]

A=[0,0] c B=[c.0] X

Obrazek 2.4:

I:=Ideal(x"2+y~"2-b"2, (x-c)"2+y~2-a"2,2p-cy);
Elim(x..y,I);

obdrzime jedinou rovnici tvaru
16p% = —a* — b* — ¢* + 2a20% + 2ac? + 2b%¢2, (2.16)
kterd mé po faktorizaci tvar
16p°> = (a+b+c)(—a+b+c)(a—b+c)(a+b—c). (2.17)
Snadno vidime, Ze posledni vztah je totéz jako

p=1/s(s—a)(s —b)(s—c), (2.18)

kde s = $(a +b+c).

Odvodili jsme zndmy Herontiv vzorec. ]

Pro srovnani uvedme "klasicky” dikaz Heronovy formule. Pro obsah trojihel-
nika oznaceného podle obr. 2.5 plati

1
p=5cv. (2.19)

Je tedy nutno vyjadiit vysku v pomoci a,b,c. Z pravouhlych trojahelnika
ADC a CDB plyne po fadé podle Pythagorovy véty

v? =0 — (c— )%, v?=d®—2°% (2.20)

7 rovnosti levych stran plyne rovnost pravych stran b — (¢ — z)? = a? — 22

a odtud 2cr = a? — b% + 2. Dosazenim za z do (2.20) dostaneme

4c¢*v? = 4a®c? — (a® — b* + )2 (2.21)
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Obréazek 2.5:

Koneéné dosazenim za v z (2.21) do (2.19) dostaneme

16p? = 4c*v? & 16p? = 4a%c® — (a® — b? + 2)? & 16p? = (2ac + a® — b +
A)(2ac — a? +b? — %) < 16p? = ((a +¢)? = b?)(b? — (a — ¢)?) & 16p? =
(a+c+b)(a+c—Db)(b+a—c)(b—a+c),

coz je vztah (2.16). O

Oba zpusoby dikazu, ”pocitacovy” i klasicky, se znacné lisi. Pokud to situace
jenom trochu dovoluje, méli bychom ve skolské matematice uvadét klasicky
sami uvidi, ze s klasickou metodou mnohdy nevystac¢i. Obé metody maji své
prednosti, ale i slaba mista.

Hlavni prednost ”klasické” metody spociva v pochopeni geometrické podstaty
problému. S ni souvisi poznani krasy geometrie a je s ni spojena téz motivace.
Naproti tomu hlavni prednosti ”pocitacové” metody je jeji sila, schopnost
dokazovat a objevovat poznatky, na které ”klasickd” metoda nestaci.

2.5 Automatické objevovani

V predchozich ¢astech jsme se zabyvali diikazem tvrzeni
Vee L, hi(z)=0,...,h(x)=0 = c(z)=0. (2.22)

Tvrzeni (2.22) muze byt obecné pravdivé nebo, po pfidani podminek nede-
generace, genericky pravdivé. Muze se vSak stat, ze ani po pfidani podminek
nedegenerace nebude tvrzeni (2.22) (genericky) pravdivé. Potom nastiva situ-
ace na obr. 2.6.

Na tuto situaci mizeme reagovat dvojim zpusobem. Aby se tvrzeni (2.22) stalo
pravdivym, muzZeme
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Obrézek 2.6: Implikace H = C' neplati, nebot H ¢ C

A) bud 7zmengsit” varietu predpokladi H nebo
B) 7zvétgit” varietu zavéru C.

V literature se obvykle vénuje prostor pouze pripadu A. V praxi se vSak vyskyt-
nou piipady, které lze vyresit postupem B, kdyZ metoda A selhdva. Nejprve
se budeme vénovat metodé A.

Zmenseni variety predpokladi H dosdhneme tak, ze k predpokladim H (hq, ...,
h.) ptiddme dodatecné predpoklady H'(h1, ..., h;), takze nyni je varieta pied-
pokladt ve tvaru priniku H N H'. Urc¢ité plati H N H' C H. Nasim cilem je
nalezeni takové mnoziny dodateénych predpokladi, aby platilo H N H' C C.
Jak dodatecné predpoklady nalézt? Budeme postupovat nasledujicim zpiso-

bem.

K idedlu I = (hy,...,h,) pFidime polynom zavéru c. Dostaneme idedl J =
Iu{c} = (h1,...,hp,c). V idedlu J budeme eliminovat zdvisle proménné
Tymt1s---,Tn. Dostaneme tak eliminacni idedl

(hiy..oyhry o) N K[z, ..., Ty

Oznacme (hY, ..., h;) polynomy, které elimina¢ni ideal obsahuje. To by mohly
byt hledané dodatec¢né podminky, které je nutno pridat k predpokladim tvr-
zeni. V tomto ptipadé obdrzime "mensi” varietu predpokladi danou idedlem
(hi,... he, b, ... kL), kterd bude s velkou pravdépodobnosti obsazena ve va-
rieté zavéru c. Ziskali jsme tvrzeni ve tvaru

VeeL", hi(z)=0,...,h(x) =0,k (2),...,h,(x) = c(z)=0. (2.23)

Nyni se cely postup automatického dokazovani vét opakuje s tim, ze misto
tvrzeni (2.22) dokazujeme tvrzeni (2.23). Podstatu automatického objevovani
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si objasnime na prikladu:

Tvrzeni 1: UvaZujme trojuhelnik ABC. Oznacme K, L, M po Tadé paty kol-
mic spusténijch z libovolného bodu P na strany BC, AC, AB trojiuhelnika
ABC. Potom jsou body K, L, M kolinedrni.

Abychom dokézali Tvrzeni 1, zvolme kartézskou soustavu soutradnic tak, ze
A= [G,O],B = [b,C],C = [070]7P = [p7Q]7K = [man]aL = [k‘,O],M = [’)”,S],
viz obr. 2.7. Predpoklady jsou nasledujici:

PL 1 AC = p—Fk=0,
KeBC<scm—bn=0,

PK 1 BC < (p—m)b+ (g —n)c =0,
MeAB < (b—a)s— (r—a)c=0,

PM 1 AB< (p—r)(b—a)+ (¢g—s)c=0.

Zavér tvrzeni je vyjadien rovnici
K, L, M jsou kolinearni < (m —k)s — (r — k)n = 0.
V CoCoA napiseme

Use R::= Q[abcpgkmnrst];

I:=Ideal(p-k,cm-bn, (p-m)b+(g-n)c, (b-a)s-(r-a)c, (b-a) (p-r)+
(g-s)c, ((m-k)s-(r-k)n)t-1);

NF(1,I);

Odpovéd je 1, tedy normdlni forma neni rovna nule a Tvrzeni 1 neni obecné
pravdivé.

Nyni budeme hledat podminky nedegenerace. V idedlu I budeme eliminovat
pomocnou proménnou t a zavislé proménné k, m,n,r,s. Dostaneme

Use R::= Q[abcpgkmnrst];

I:=Ideal(p-k,cm-bn, (p-m)b+(g-n)c, (b-a)s-(r-a)c, (b-a) (p-r)+
(g-s)c, ((m-k)s-(r-k)n)t-1);

Elim(k..t,I);

odpovéd Ideal(0), kterd nedava zd4dné podminky nedegenerace.

V dalsim kroku se pokusime nalézt dodatecné podminky, které je nutné pridat
k predpokladim tak, aby se Tvrzeni 1 stalo pravdivym.

Polynom zavéru (m — k)s — (r — k)n pridame do idedlu I a v nové vzniklém
idedlu J = I U{(m — k)s — (r — k)n} budeme eliminovat zavisle proménné
k,m,n,r,s. Tj. elimina¢ni ide4l bude obsahovat pouze polynomy s nezvislymi
proménnymi a, b, ¢, p, q. NapiSeme

Use R::= Q[abcpgkmnrs];
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J:=Ideal(p-k,cm-bn, (p-m)b+(gq-n)c, (b-a)s-(r-a)c, (b-a) (p-r)+(g-s)c,
(m-k)s-(r-k)n);
Elim(k..s,J);

a jako odpovéd dostaneme jediny polynom ve tvaru ac?(—acp + cp? + abq —
b%2q — c?q + cq?). Rovnice a = 0 nebo ¢ = 0 znamenaji, ze vrcholy trojtihelnika
splyvaji nebo lezi na jedné piimce, coz muzeme vyloucit. Zbyvajici vztah

—acp+ ep® + abg — b2q— g+ cq® =0 (2.24)

je podminka pro to, aby bod P lezel na kruZnici opsané trojihelniku ABC. To
muzeme nahlédnout z toho, Ze budeme-li uvazovat body A, B, C jako pevné
a bod P jako proménny, potom je rovnice (2.24) rovnici kruznice opsané troj-
thelniku ABC, jak snadno zjistime pfimym dosazenim.

Rovnice (2.24) by tedy mohla byt ona dodateénd podminka, kterou je nutné
pridat k predpokladim Tvrzeni 1, aby se toto tvrzeni stalo pravdivym.
Podminku (2.24) ptfidame k pifedpokladtim Tvrzeni 1. Nyni budeme vySetio-
vat nasledujici "objevené” Tvrzeni 2:

Tvrzeni 2: Uvazujme trojihelnik ABC. Oznacme K, L, M po fadé paty kol-
mic spusténgch z bodu P, ktery leZi na kruznici opsané trojuhelniku ABC, na
strany BC', AC, AB trojuhelnika ABC. Potom jsou body K, L, M kolinedrni.

Provedeme diikaz Tvrzeni 2. VySetiime normélni formu 1 vzhledem k idedlu K.
Dostaneme

Use R::= Q[abcpgkmnrst];

K:=Ideal(p-k,cm-bn, (p-m)b+(g-n)c, (b-a)s-(r-a)c, (b-a) (p-r)+(g-s)c,
ac”2(-acp+cp”2+abg-b~2q9-c~2q+cq~2), ((m-k)s-(r-k)n)t-1);

NF (1,K);

odpovéd 1. Tedy Tvrzeni 2 neni obecné pravdivé.

Nyni vySetifime podminky nedegenerace. V idedlu K budeme eliminovat po-
mocnou proménnou t a zavisle proménné p, q, k, m,n,r,s. Pozor, nyni mezi
zéavisle proménné budeme pocitat i proménné p, ¢, které vyhovuji rovnici kruz-
nice (2.24). Nékdy se takové proménné nazyvaji polozdvislé (z angl. semide-
pendent). NapiSeme

Use R::= Q[abcpgkmnrst];

K:=Ideal (p-k,cm-bn, (p-m)b+(g-n)c, (b-a)s-(r-a)c, (b-a) (p-r)+(g-s)c,
ac”2(-acp+cp”2+abg-b~2q-c~2q+cq~2), ((m-k)s-(r-k)n)t-1);
Elim(p..t,K);
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Odpovédi je jediny polynom, ktery vede na rovnici (b +c?)(a? —2ab-+b>+c?) =
0. Nejprve je nutné zjistit, co tato podminka znamena geometricky. Toto je,
zvlasté pro studenty, velmi obtizné misto. Preklad z algebry zpét do geometrie
se neprovadi snadno. Podminku upravime na tvar (b* +c?)((a — b)? + %) = 0,
odkud je vidét, Ze pro vrcholy trojihelnika je bud A = C, coZ vyjadiuje rovnost
b%2 + ¢? = 0 nebo B = C, coz je ddno rovnosti (a — b)? + ¢ = 0. Tyto piipady
degenerace je nutno vyloucit. Budeme tedy predpoklidat, ze A # C, B # C
a podminku nedegenerace (b% + c?)((a — b)? + c?)v — 1 = 0, kde v je pomocna
proménnd, pridame do idedlu K. Dostaneme

Use R::= Q[abcpgkmnrsvt];

L:=Ideal(p-k,cm-bn, (p-m)b+(g-n)c, (b-a)s-(r-a)c, (b-a) (p-r)+(g-s)c,
ac”2(-acp+cp~2+abg-b~2q-c~2q+cq~2), (b"2+c~2) ((a-b) "2+c~2)v-1,
((m-k)s-(r-k)n)t-1);

NF(1,L);

vysledek 0, ktery znamend, ze Tvrzeni 2 je genericky pravdivé. O

K Tvrzeni 2 jsme dospéli tak, 7Ze jsme k Tvrzeni 1 pridali dodatecnou pod-
minku ”bod P lezi na kruznici opsané trojihelniku ABC”. Mnozi ¢tenéfi jisté
poznali v Tvrzeni 2 zndmou Wallace-Simsonovu vétu [16], kterou jsme takto
znovuobjevili, obr. 2.7.

Nyni se vratime zpét k zacatku kapitoly ” Automatické objevovani”.
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Obrazek 2.7: Paty kolmic K, L, M spusténych z bodu P kruznice trojihelniku
opsané na strany trojihelnika ABC lezi na pfimce

Budeme se zabyvat druhou moznosti pravy tvrzeni (2.25)

VeeL", hi(z)=0,...,h(x) =0 = ¢(z)=0 (2.25)
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tak, aby se toto tvrzeni stalo pravdivym. Pouzijeme metodu B, kterd spociva
ve zvétseni variety zavéru c, na rozdil od metody A, kterd byla zaloZena na
zmenseni variety predpokladt H.

Zvétseni variety zavéru C' dosdhneme tak, ze k zavéru ¢ = 0 priddme dodatecné
moznosti, které mohou za danych predpokladi nastat. Jsou-li tyto dodatecné
moznosti vyjadiené rovnicemi c¢; = 0,...,¢, = 0, potom nové varieta zavéru
mé tvar sjednoceni C' U C’, kde C" = {c| = 0} U... U {¢, = 0}. Jisté plati
C C CUC(C'; varieta nového zavéru je tedy vétsi. Nasim cilem je nalezeni takové
mnoziny dodateénych moznosti C’, aby po jejich pridani k zavéru C platilo
H c CUC'. Jak dodatetné moznosti nalézt? Budeme postupovat nasledujicim
zpusobem.

K idedlu I = (hy,...,h,) priddime negaci ¢t — 1 polynomu zivéru ¢, kde ¢
je pomocnd proménnd. Dostaneme idedl J = I U {ct — 1} = (h1,...,hp,ct —

vvvvvv

proménné x1,...,T,. Dostaneme elimina¢ni ideal
(h1yeooyhpyct =) N K [Zmg1y .- Tnls

ve kterém budou s velkou pravdépodobnosti obsazeny hledané dodatecné moz-

nosti cf, ..., c,. Tyto polynomy piiddme k zavéru c a vytvotime soucin c- c} -

...~ ¢,- Misto (2.25) dostaneme nové tvrzeni, které ma tvar
VeeL", hi(z)=0,...,h(x)=0 = c-cj-...-cz)=0. (2.26)

Cely postup automatického dokazovani se nyni opakuje s tim, Ze misto tvrzeni
(2.25) dokazujeme tvrzeni (2.26). Podstatu automatického objevovani podle
metody B si opét objasnime na prikladu:

Tvrzeni 3:

Necht je dan tetivovy ctyriuhelnik se stranami délek a,b,c,d a uhlopFickami
délek e, f. Potom plati ac + bd = ef.

Tvrzeni 3 je zndmé ze Skolské geometrie jako Ptolemaiova véta. Pokusme se
tvrzeni dokazat.

Predpokladejme, ze ABCD je ¢tyfuhelnik se stranami a = |AB|, b = |BC|,
¢ =|CD|, d = |AD| a uhloptickami e = |BD|, f = |AC|, jehoz vrcholy lezi na
kruznici se stfedem v bodé S a polomérem 7.

Zvolme kartézskou soustavu soutfadnic tak, aby platilo A = [0,0], B = [a, 0],
C = [z,y], D = [u,v], S = [s,1], obr. 2.8. Pro pfedpoklady plati nasledujici
vztahy:

r=|AS| & h 82 +t2—r? =0,
r=|BS| & hy:(a—s)?+t2—r?=0,
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Y| D=[u, C=[x.y]

A=[0.0] a B=[a.0] X

Obrazek 2.8: Ptolemaiova véta: ac + bd = ef

r=|CS| < hs:(z—8)2+@y—1)2—-r>=0,
r=|DS| < hy:(u—8)2+(v—1)?2—-r2=0,
b=|BC| < hs:(a—z)?+y>—b> =0,
c=|CD| & hg: (u—z)%+

d=|DA| < hy :u? + 0% —d? =0,
e=|AC| & hg: 2?2 +y? —e? =
f=I|BD| & hg:(u—a)?+v>—f2=0.

Zavér z ma tvar:
z:ac+bd =ef.

Ozna¢me I = (hy,hs,...,hg). Nejprve budeme zkoumat normélni formu 1
vzhledem k idedlu J = TU{zk—1} = (hy, ha,..., hg, zk—1), kde k je pomocné
promeénné.

Use R::= Q[abcdefxyuvstrk];
J:=Ideal(s"2+t"2-r"2, (a-s) "2+t 2-r"2, (x-s) "2+(y-t) "2-r"2,
(u-s)"2+(v-t) "2-r"2, (a-x) "2+y~2-b"2, (u-x) "2+ (v-y) "2-c"2,u"2+
v°2-d"2,x"2+y"2-e"2, (u-a) "2+v"2-£"2, (ac+bd-ef) k-1) ;

NF(1,J);

Vychézi 1, tedy Tvrzeni 3 neni obecné pravdivé.
Nyni vySetiime dodateéné podminky. V idedlu J eliminujeme pomocnou pro-
ménnou k a zavislé proménné b, ¢, d, e, f,7, s, t.

Use R::= Q[abcdefstrkxyuv];
J:=Ideal(s"2+t"2-r"2, (a-s) "2+t~ 2-r"2, (x-s) "2+(y-t) "2-r"2,
(u-s)"2+(v-t) "2-r~2, (a-x) "2+y~2-b"2, (u-x) "2+ (v-y) "2-c"2,u"2+
v°2-d"2,x"2+y"2-e"2, (u-a) "2+v"2-£"2, (ac+bd-ef)k-1) ;



32 KAPITOLA 2. AUTOMATICKE DOKAZOVANI VET

Elim(b. .k,J);

Dostaneme jedinou rovnici —ayu + yu? + axv — x?v — y?v + yv? = 0, ktera

je rovnici kruznice opsané ¢tyiuhelniku ABCD, a ktera nedava zadnou pod-
minku nedegenerace.

Hledani dodateénych podminek, které je nutné pridat k predpokladim Tvr-
zeni 3 podle metody A, rovnéz nedava zadny vysledek.

Nyni pouzijeme metodu B, tj. budeme hledat dodatec¢né podminky, které je
nutné pridat k zavéru z tak, aby se tvrzeni stalo pravdivym. To znamen4, ze
v idedlu J = I U{(ac+ bd — ef)k — 1} budeme eliminovat pomocnou promén-
nou k a nezdvislé proménné z, vy, u, v, s, t,r. Dostaneme

Use R::= Q[abcdefxyuvstrk];
J:=Ideal(s"2+t"2-r"2, (a-s) "2+t"2-r"2, (x-s) "2+(y-t) "2-r"2,
(u-s) "2+ (v-t) "2-r"2, (a-x) "2+y~2-b"2, (u-x) "2+ (v-y) "2-c"2,u"2+
v°2-d"2,x"2+y"2-e"2, (u-a) "2+v"2-f"2, (ac+bd-ef) k-1) ;
Elim(x..k,J);

eliminacni idedl, ktery obsahuje 13 polynomii, z nichz jeden mé po tipravé tvar
(ac—bd—ef)(ac—bd+ef)(ac+bd+ef). To by mohla byt hledand podminka.
Priddme tedy tento polynom k zavéru ac 4+ bd — ef a tvrzeni znovu ovérime.

Use R::= Q[abcdefxyuvstrk];
K:=Ideal(s"2+t"2-r"2, (a-s) "2+t~ 2-r~2, (x-s) "2+ (y-t) "2-r"2, (u-s) "2
+(v-t)"2-r~2, (a-x) "2+y~2-b"2, (u~-x) "2+ (v-y) "2-c"2,u"2+v"2-4" 2,
x"2+y~2-e~2, (u-a) "2+v"2-£"2,

(ac+bd-ef) (ac-bd-ef) (ac-bd+ef) (ac+bd+ef)k-1) ;

NF (1,K);

Vysledek 0 znamend, Ze nové tvrzeni je obecné pravdivé. |

Dostavame nové, obecné pravdivé Tvrzeni 4:

Tvrzeni 4:

Necht je dan tétivovy ctyriuhelnik se stranami o délkach a, b, ¢, d a uhlopFickami
o délkdch e, f. Potom plati

(ac+bd —ef)(ac —bd —ef)(ac — bd + ef)(ac + bd + ef) = 0.

Jaky je geometricky vyznam piidanych moznosti? Tétivovy ctyithelnik s da-
nymi délkami stran a thlopficek miize mit kromé tvaru na obr. 2.8 jesté napft.
tvar, ktery je na obr. 3.5 vpravo. Uvedenych tvari je tedy vice. Znovuobje-
vili jsme Ptolemaiovu vétu, viz vztah (3.21) v kapitole ”Zobecnéni Heronova
vzorce”.



Kapitola 3

Zobecnéni Heronova vzorce

Kazdy student znid Heronovu formuli pro vypocet obsahu p trojihelnika o
stranach délek a, b, c

p= \/s(s—a)(s—b)(s—c), (3.1)

kde s = 1/2(a + b+ ¢). Tato formule se nazyva podle Herona z Alexandrie
(cca. 60 let pi.n.l.), ackoliv byla pravdépodobné znama jiz Archimédovi (287
- 212 pt.n.l

Brahmaguptova formule (Brahmagupta (598 - asi 665)) pro vypocet obsahu p
konvexniho tétivového ctytihelnika, ktery je dan délkami stran a,b,c,d

p=(s—a)(s = b)(s —c)(s —d), (3.2)

kde s =1/2(a + b+ c + d), je zobecnénim Heronovy formule.

Od té doby se, navzdory velkému usili matematikt celého svéta, zadna po-
dobné formule pro vypocet obsahu tétivového n-tthelnika pro n > 4 neobje-
vila. A% do roku 1994, kdy D.P.Robbins publikoval préaci [83]. Témér 1400
let formule pro vypocet obsahu tétivového pétinhelnika chybéla. Mezitim se
objevily prace, které se zabyvaly vypoc¢tem obsahu specidlnich t#id tétivovych
mnohothelniki, viz. napt. [5], [16], [87]. Hlavni pfi¢inou, pro¢ uplynula tak
dlouhé doba, je velkd slozitost takovych formuli.

V této casti najdeme vzorec pro vypocet obsahu tétivového pétitithelnika po-
uzitim pocitacovych metod, zalozenych na vysledcich pocitacové komutativni
algebry jako jsou Grobnerovy baze idedll, eliminace proménnych a na teorii
automatického dokazovani a objevovani vét. Priklady jsou demonstrovany po-
moci dynamického softwaru Cabri IT prip. Cabri II plus. Zd4 se, ze bez uziti
téchto metod bychom sotva dospéli k témto vysledktim.

Zacneme znamymi piipady trojihelnika a c¢tyfthelnika a potom budeme po-
kracovat ve vySetfovani pétithelnika [71]. Viz téz posledni vysledky [66], [95].

33
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3.1 Obsah mnohouhelnika

V této ¢asti se budeme zabyvat vypodtem obsahu rovinnych mnohothelniki.
Uzavreny n-thelnik s vrcholy Ay, As, ..., A, budeme znadit A1 As ... A,. VSech-
ny indexy uvazujeme mod n, tj. Aj;, = A; pro vSechna j = 1,2,...,n. Misto
uzavieny n-thelnik budeme pouzivat pouze slovo n-tthelnik, protoze jiny typ
nebudeme v tomto textu uvazovat. Pokud neni nutné zduraznit pocet vrcholi,
budeme jednoduse hovotit o mnohothelniku ¢i polygonu. Pod pojmem obsah
budeme vzdy rozumét orientovany obsah, tedy obsah mize byt i zdporné ¢islo.
Vypocet obsahu mnohotihelnika provedeme dvéma zakladnimi zptisoby.

Prvy zptisob, spociva ve vypocétu obsahu mnohothelnika, zname-li souradnice
vrcholit mnohothelnika v dané soustavé soutadnic. Potom obsah mnohotihel-
nika vypoéteme pomoci nasledujici formule (3.3), viz napt. [6]:

Mayi-li vrcholy n-tuhelnika v dané kartézské soustave soutadnic souradnice
A; =[xy, i« = 1,2,...,n, potom pro obsah p n-ihelnika Ay, As, ..., A,
plati

Ty

3.3
Ti+1  Yi+1 (3:3)

1
Snadno se ovéFi, ze (3.3) nezavisi na volbé soustavy souradnic.

Pomoci formule (3.3) pocitdme obsah n-tthelnika jako soucet (orientovanych)
obsahti jednotlivych trojihelniki, ze kterych se dany n-tthelnik sklada.
Druhy zptsob vypoctu obsahu mnohothelnika vyuziva véechny vzajemné vzda-
lenosti mezi vrcholy mnohothelnika. Obsah p n-tthelnika A A, ... A, miZzeme
také vyjadrit pomoci vsech (g) vzdalenosti mezi jeho vrcholy. K tomu pouzi-
jeme pomérné mélo znamy vzorec (3.4), ktery publikovali v roce 1949 Nagy a
Rédey [79]. Plati:

Oznacme d;j = |AiAj|2 ctverec vzddlenosti vrcholi A;, A;. Potom pro obsah p
n-uhelnika A1As ... Ay, plati

n
dij g1 | (3.4)

16p* =
P diy1j div1j+1

2,7=1

Vzorec (3.4) odvodime pro nékterd n jednak pomoci pocitace, jednak klasic-
kym zptisobem. Heroniiv vzorec pro vypocet obsahu trojihelnika jsme odvodili
v predchozi kapitole. Proto se budeme zabyvat méné zndmou formuli pro obsah
¢tyrihelnika.

3.1.1 Staudtova formule

Je ziejmé, 7ze délkami stran neni ¢tytuhelnik uréen. Abychom jej uréili, potie-
bujeme pridat dalsi podminku, napf. délku tihlopficky. Ale ani pét podminek
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(¢tyfi strany a thlopficka) ¢tyiihelnik jednozna¢né neurcuje. Budeme vyset-
fovat obsah ¢tyrihelnika, zname-li vSech Sest vzdalenosti mezi vrcholy.

Necht ABCD je rovinnyj c¢tyrihelnik se stranami a, b, c,d a thloprickami e, f.
Vyjadrete obsah p ctyfihelnika ABCD pomoci délek stran a,b,c,d a uhlopri-
cek e, f.

Zvolme soutadnicovy systém tak, ze pro vrcholy étyitihelnika ABCD je A =
[0,0], B = [a,0], C = [z,y], D = [u,v] a ozna¢me a = |AB|, b = |BC|,
c¢c=|CD|,d = |DA|, e=|AC|, f = |BD|, obr. 3.1. Plati néasledujici relace:

b=|BC| < hy:(x—a)?+y> -0 =0,
c=|CD| & hy: (u—z)?+ (v—y)?—c*=0,
d=|DA| < hy :u?+v? —d? =0,
e=|AC| & hy:2? +y?> — 2 =0,

f=I|BD| & hs:(u—a)+v>—f2=0.

Spustime-li z vrcholi B a C kolmice na stranu AD, rozdélime cétyithelnik
ABCD na dva pravothlé trojihelniky a jeden lichobéznik (nebo obdélnik),
jejichz soucet obsahi je roven obsahu p ¢tyrihelnika. Po kratkém vypoctu vy-
chazi

p = obsah ¢tyfahelnika ABCD < hg :p —1/2(ay + zv — uy) = 0.

Videalu I = (hy,ha, ..., hg) budeme eliminovat proménné z, y, u,v. V CoCoA

¥
C=[x.y]

A=[0,0] a B=[a.0] x

Obrézek 3.1: Odvozeni Staudtovy formule

napiSeme

Use R::= Q[xyuvpabcdef];
I:=Ideal((x-a)"2+y~2-b"2, (u-x) "2+(v-y) "2-c"2,u"2+v"2-d"2,x"2
+y~2-e72, (u-a) "2+v"2-£°2,p-1/2(ay+xv-yu) ) ;

Elim(x..v,I);
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Dostaneme ¢tyfi polynomy, z nichZ nas zajima tento
16p* = 4€’f2 — (a®> — b* + ¢ — d*)°. (3.5)

Tuto formuli, kterd je specidlnim p¥ipadem (3.4), publikoval v roce 1842 Ch.
R. Staudt [94].

Poznamky:
1) Vsimnéte si, ze kdyz v (3.5) polozime napt. d = 0 dostanete Heronovu for-
muli (2.16).

2) Vzorec (3.5) plati pfi daném oznaceni pro jakoukoliv volbu vrcholt A, B, C, D
¢tyfihelnika. Tedy i v pfipadé, Ze ¢tyfihelnik ABC D bude nekonvexni nebo
dokonce bude sdm sebe protinat. O

Misto eliminace proménnych x, y, v, v mizeme v idedlu I eliminovat proménné
T, 1y, u,v,p. Tato eliminace vede na tzv. Fulerovu ctyrbodovou relaci, viz Dorrie
[17]:

a*c? —a?b?c? + a’ct — a?V?d? + brd? — o’ d? — V2 d? + bPd* + a®b?e? — aPcPe? —
b2d262+62d262 —a2c2f2—)—b202f2 —l—a2d2f2 _b2d2f2_a262f2 _b262f2 —6262f2—
d?e’f2 +elf2+e2ft =0.

Tato relace vyjadiuje vzajemnou zavislost vSech Sesti vzdalenosti a, b, ¢, d, e, f
mezi ¢tyfmi vrcholy ¢tyiahelnika. Eulerova ¢tyrbodova relace plyne z Cayley
- Mengerova determinantu, viz Berger [5], pro objem V ¢tyfsténu s hranami
délek a,b,c,d, e, f

01 1 1 1
1 0 a2 € d&?

288V2 =11 a®> 0 B> f2 ], (3.6)
1 e ¥ 0 &

12 2 & 0
jestlize polozime V' = 0. Srovnani rovnosti V =0 z (3.6) s Eulerovu ¢tyi-

bodovou relaci ukazuje, ze oba vztahy jsou stejné az na konstantni faktor —2.
Srovnej (3.6) s Ptolemaiovou formuli (3.22).

Nyni pro srovnani uvedeme diikaz Staudtovy formule (3.5) klasickou metodou,
kterd ovsem vyzaduje "napad”.

Z pravothlych trojihelnikt AED a DEC, obr. 3.2, plyne |DE|?> = d? —
|AE|?, |DE|? = ¢ — |EC|?. Z rovnosti levych stran plyne rovnost pravych
stran

d*> — |AE|? = ¢ — |EC%. (3.7)
Z pravothlych trojihelnikit AFB a CF B analogicky plyne
a® — |AF* = b* — |FC)°. (3.8)
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Obrazek 3.2: Klasicky ditkkaz Staudtovy formule

Se¢tenim rovnic (3.7) a (3.8) dostaneme
a? —b* 4+ —d? = |AF|? — |FC|* +|EC|* — |AE|*. (3.9)

Pravou stranu v (3.9) miizeme napsat ve tvaru |AF|?—|FC|*+|EC|*—|AE|? =
|AF|* — |AE]? + |[EC|? — |FC|* = (|AF| + |AE|)(|AF| — |AE]) + (|EC| +
|FC|)(|EC| — |FC|) = +2¢|EF|, tj.

(a? —b* + ¢* — d*)? = 4¢*|EF|. (3.10)

Déle vidime, ze plati |EF| = f cos ¢. Dosazenim do (3.10) dostaneme
(a®> = 0> + & — d*)? = 4% f? cos® . (3.11)
Nyni pouzijeme zndmy vzorec pro vypocet obsahu ¢tyithelnika pomoci délek

thlopricek e, f a hlu ¢ jimi sevieného, viz napf. [4]

1
p= 2 ef sin . (3.12)

Dosazenim (3.12) do (3.11) s vyuZitim vztahu sin? ¢ = 1 — cos? ¢ dostaneme
hledanou formuli (3.5).

3.1.2 Obsah pétithelnika a Sestiihelnika

V této ¢asti ”objevime” pomoci pocitace formuli Nagy - Rédey (3.4) pron =5
an=~6.

V roviné uvazujme pétitthelnik ABCDE a ozna¢me jeho strany a thlopticky
pismeny by a = |AB|, b = |BC|, ¢ = |CD|, d = |DE|, e = |EA|, iy = |AC|,
io9 = |AD|, i3 = |BD|, ia = |BE|, i5s = |CE|. Zvolme kartézskou soustavu
soutfadnic tak aby A = [0,0], B = [a,0], C = [z,y], D = [u,v], E = [w, 2], obr.
3.3. Plati nasledujici relace:
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A=[0,0] @ B=[a,0] .

Obréazek 3.3:

b=|BC| & hy:(z—a)>+1y>—b>=0,
c=|CD| & hy: (z—u)?+(y—v)?2—-ct=0,
d=|DE| & h3: (u—w)?+ (v—2)?—d? =0,
e=|FEA|l & hy:w?+22—¢e2=0,
i1:|AC|©h5:x2+y2—i%:0,
i2:|AD|<:>h6:U2+U2—i%:0,

i3 =|BD| & h7: (u—a)?+0v2—i2 =0,

is = |BE| & hg: (w—a)?+ 22— i3 =0,

i5 = |CE| & hg : (v —w)? + (y — 2)? —i2 = 0.

p = obsah pétithelnika ABCDE < hy :p = 1/2(ay + zv — uy + uz — vw).
Eliminace proménnych z,y,u, v, w, z v idedlu I = (hy, ha, ..., h1g) vyzaduje v
CoCoA 9m 18s. Dostaneme

16p% = —(a* +0* + * + d* + ) + 2(a®0? + 022 + Pd? + d?e® + e2a?)+ (3.13)
+2(i%42 + 0202 +i2i2 + 022 + i2i2) — 2(a?i2 + b%i2 + %2 + d?i? + e%42),
coz je formule Nagy-Rédey (3.4) pro n = 5.
Obdobny vypocet provedme nyni pro Sestitthelnik. V roviné uvazujme Sestit-
helnik ABCDEF a ozna¢me jeho strany a hlopticky pismeny by a = |AB]|,
b= |BC|, ¢c=|CD|, d=|DE|, e =|EA|, i1 = |AC|, iy = |AD|, i3 = |AE]|,
i1 = |BD|, is = |BE|, i = |BF|, i7 = |CE|, is = |CF|, ig = |[DF|, obr. 3.4.
Obdobné jako v pfedchozim piipadé za 29m dostaneme v programu Singular!
(spole¢né se 121 dalsimi polynomy) formuli pro obsah Sestitithelnika

16p% = —(a* + b + c* +d* + e + 1) + 2(a?D? + b2 + ?d? + d%e? + &2 f?

'Program Singular je zdarma k dispozici na adrese http://www.singular.uni-kl.de.
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Obréazek 3.4: Obsah Sestithelnika

2 2 2.0 2.2 | 2.2 2.9 | 2.2 2.2 2.2 2.2 .22

+f a ) + 2(@124 — 130y + 1915 + 11g + 131g + 1yl7 — tlgly + 1918 + 1518 —
2.2 | 2.0 | 2.2 2:2 322 | 2.2 2.2 2.2 2.2

i1l + 1505 + i7ig) — 2(a”ig + b7i5 + c“i5 + d7ig + e“i5 + f7if), (3.14)

ktera je speciadlnim piipadem (3.4) pro n = 6.

3.2 Obsah tétivového mnohouhelnika

V této casti budeme zkoumat vlastnosti mnohotihelnikt v roviné, jejichz vr-
choly lezi na kruznici. Takové mnohotihleniky budeme nazyvat tétivove mno-
hothelniky. Vlastnosti tétivovych mnohothelniki mizeme vysSetifovat dvojim
zpusobem, podobné jako jsme vySetfovali obsah mnohothelnika. Jednim moz-
nym pristupem je zkoumani vztahti mezi souradnicemi vrcholt tétivového
mnohotuhelnika. Tuto metodu nazveme metoda soutadnic. Druhou metodou je
vyjadreni vlastnosti tétivového mnohothelnika pomoci vzdalenosti mezi jeho
vrcholy. Tuto druhou metodu nazveme distancéni metoda.

Nejprve odvodime nutnou a postacujici podminku pro to, aby vrcholy ¢tyiihel-
nika leZely na kruznici, zname-li soutadnice téchto vrcholt. Poté se soustiedime
na znamou Ptolemaiovu formuli, kterd je nutnou a postacujici podminkou pro
to, aby byl ¢tyrfihelnik tétivovy, zname-li vSechny vzdalenosti mezi jeho vr-
choly.

Dale budeme vysSetiovat obsah tétivového n-tthelnika pro n = 3,4, 5. Vyjdeme
od Heronovy formule, pres znamou Brahmaguptovu formuli pro obsah konvex-
niho ¢étyithelnika, odvodime méné zndmou analogii Brahmguptovy formule
pro obsah nekonvexniho ¢tyiuhelnika. Nakonec odvodime formuli pro obsah
tétivového pétithelnika, zname-li délky jeho péti stran. Tuto formuli, ktera
byla nalezena teprve v roce 1994 [83] odvodime obéma metodami — metodou
souradnic i distan¢ni metodou. Ukazuje se, ze bez uziti pocitace a prostredki
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moderni pocitacové algebry by feseni tohoto problému bylo velmi obtizné pro-
veditelné.

3.2.1 Ptolemaiova formule

Protoze trojihelniku lze opsat kruznici, je kazdy trojahelnik o stranach a, b, c
tétivovy. Kromé trojihelnikové nerovnosti tedy neni nutna zddné dalsi pod-
minka na strany a,b,c. Zaméime nyni svou pozornost na ptipad tétivového
¢tyrihelnika. Budeme se zabyvat nasledujici otazkou:

Jakd je nutnd a postacujici podminka pro to, aby byl ctyruhelnik ABCD téti-
vovy ?

Predpokladejme, ze ABCD je ¢tyiuhelnik se stranami a tthloptickami, jejichz
délky jsou a = |AB|,b = |BC|,c = |CD|,d = |AD|,e = |BD|,f = |AC| a
jeho# vrcholy lezi na kruznici se stfedem v bodé S a polomérem r. Ulohu nej-
prve fesme pomoci souradnicové metody.

Zvolme soustavu soufadnic tak, aby platilo A = [0,0], B = [a,0], C = [z,y],
D = [u,v], S = [s,t], obr. 2.8. Plati nasledujici vztahy:

r=|AS| < hy: 52+ 12 —r? =0,

r=|BS| & hy:(a—3s)2+t2—r?=0,
r=|CS| & hs: (r—5)+(y—1t)2—-r2=0,
r=|DS| < hy:(u—35)2+(v—1t)%2—-r2=0.

V idedlu I = (hy, hs, hs, hs) eliminujeme v8echny proménné kromé a, z,y, u,
v

Use R::= Q[axyuvstr];

I:=Ideal(s"2+t"2-r"2, (a-s)"2+t"2-r"2, (x-s) "2+ (y-t) "2-r"2,
(u-8) "2+ (v-t) "2-r"2);

Elim(s..r,I);

Dostaneme podminku a(—ayu + yu? + azv — z?v — y?v + yv?) = 0. Piedpo-
kladejme, Ze a # 0, tj. pro vrcholy ¢tyithelnika plati A # B. Potom

—ayu + yu® + azv — z%v — P + yv? =0 (3.15)

je nutna podminka pro to, aby vrcholy étyitihelnika ABCD lezely na kruznici.
Nyni dokdzeme, ze podminka (3.15) je zaroven postacujici. To dokdzeme takto.
Predpokladejme, Ze vrcholy A, B, C' lezi na kruZnici se stfedem S a polomérem
r a plati (3.15). Chceme dokézat, ze vrchol D lezi na téze kruznici. Pfitom
predpokliadame, ze a # 0, coZ jsme vyjadfili rovnici am — 1 = 0, kde m je
pomocnd proménna. Dale si uvédomime, e rovnice ((u—s)?+ (v —1t)? —r?)n—
1 =0, kde n je dalsi pomocné proménné, znamen4 negaci zavéru tvrzeni.
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Use R::= Q[axyuvstrmn];
I:=Ideal(s"2+t"2-r"2, (a-s) "2+t"2-r"2, (x-s) "2+ (y-t) "2-r"2,am-1,
—ayu+ yu"2+axv-x~2v-y 2v+yv~2, ((u-s) "2+ (v-t) "2-r"2)n-1);
NF(1,I);

Odpovéd 1 znamend, Ze tvrzeni dokdzéno neni. Zjistime pripadné dalsi pii-
pady degenerace, které bude nutné vyloucit. Eliminaci nezavisle proménnych
s,t,r,m,n v idedlu I se pokusime hledanou podminku najit. NapiSeme

Use R::=Q[axyuvstrmn];
I:=Ideal(s"2+t"2-r"2, (a-s) "2+t"2-r"2, (x-s) "2+ (y-t) "2-r~2,am-1,
—ayutyu”2+axv-x"2v-y 2v+yv~2, ((u-s) "2+(v-t) "2-r"2)n-1);
Elim(s..n,I);

Odpovéd
Ideal(y,ax - x72)

znamena, %e pii¢ina miZe byt v platnosti rovnic y = 0 nebo az — 22 = 0.
Vylouéime nejprve piipad y = 0, tj. budeme piedpokladat, ze body A, B,C
nelezi na jedné piimce, coz vyjadiime jedinou rovnici aym — 1 = 0 (spole¢né

s podminkou A # B.)

Use R::=Q[axyuvstrmn];
I:=Ideal(s"2+t"2-r"2, (a-s)"2+t"2-r"2, (x-s) "2+(y-t) "2-r"2,aym-1,
—ayu+yu”2+axv-x"2v-y " 2v+yv~2, ((u-s) "2+ (v-t) "2-r~2)n-1);
NF(1,I);

Odpovéd 0 znamend, ze podminka (3.15) je i podminkou postacujici. Objevili
jsme (a dokazali) vétu:

Necht v soustavé soutadnic plati A = [0,0], B = [a,0], C = [z,y], D = [u,v].
Nutnd a postacugici podminka pro to, aby cétyiihelnik ABCD byl tétivovy, je
platnost rovnice (3.15).

K podmince (3.15) lze dospét i touto tvahou [52]. Libovolna kruznice k& mé
v jakékoliv kartézské soustavé soufadnic rovnici Aj(z? + y?) + Asz + Azy +
Ay = 0. Body A = [z1,11], B = [z2,y2], C = [z3,y3], D = [74,y4] lezi na
kruznici k pravé kdy# je splnéna soustava Ay (z? +y?) + Asz; + Asy; + As = 0,
pro ¢ = 1,2,3,4. Jedna se o soustavu 4 homogennich rovnic o nezndmych
Ay, As, As, Ay, kterd mé netrividlni feSeni pravé kdyz je determinant soustavy
roven nule, tj.
i +y Ty
x5 Yy T2 Y
23 +ys T3 Y
ity T4y

(3.16)

—_ = = =
Il
ja)
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Pro volbu A = [0,0], B = [a,0], C = [z,y], D = [u,v], dostaneme pravé pod-
minku (3.15).

Nyni budeme hledat nutnou a postacujici podminku pro to, aby vrcholy ¢tyi-
tthelnika ABC D lezely na kruznici. Tuto podminku vyjadiime pomoci vzdé-
lenosti mezi vrcholy ¢tyithelnika.

Predpokladejme, ze ABCD je ¢tytthelnik se stranami a tihlopfickami délek
a = |AB|,b = |BC|,c = |CD|,d = |AD|,e = |BD|, f = |AC|, jehoz vrcholy
lezi na kruznici se stfedem v bodé S a polomérem r. Pfi stejném oznaceni jako
v predchozim pripadé, obr. 2.8, plati:

r=|AS| & hy: 82+t —r2 =0,

r=|BS| & hy:(a—3s)2+t2—r?=0,

r= [0S & hat (z -8+ (y— ) — 12 =0,
r=|DS| < hy:(u—35)2+(v—1)%2—-r2=0,
b=|BC| < hs:(a—z)?+y>—b> =0,
c=|CD| & he: (u—1z)?+ (v—y)2—-c?=0,
d=|DA| & hy :u? + 0% —d? =0,

e=|AC| & hg: 2?2 +y? —e? =
f=|BD| & hg:(u—a)?+v>—f2=0.

Videdlu I = (hy,hs,..., hg) eliminujeme vSechny proménné kromé a, b, ¢, d, e,
abychom zjistili délku e v zavislosti na a,b, c,d. Analogicky eliminaci vSech
proménnych kromé a, b, c,d, f zjistime délku f. Pro dané délky stran a,b,c,d
tétivového ctyitahelnika dostaneme dvée délky uhlopricek e, f, obr. 3.5.

V pripadé konvexniho tétivového ctyithelnika vychéazi

Obrazek 3.5: Tétivové ¢tyiuhelniky s tymiz délkami stran a, b, ¢, d — konvexni
a nekonvexni pripad

e?(ab + cd) = (ac+ bd)(ad +be),  f*(ad + bc) = (ac + bd)(ab+ cd), (3.17)
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v pripadé nekonvexniho étyitahelnika je
e?(—ab+cd) = (ac—bd)(ad—bc), f*(—ad+bc) = (ac—bd)(ab—cd). (3.18)

Vzijemnym vyndsobenim levych stran a pravych stran v (3.17) dostaneme v
konvexnim pripadé vztah ef = ac + bd. Analogicky v nekonvexnim piipadé
vychézi ef = ac — bd nebo ef = —ac + bd.

Ze vztaht (3.17) a (3.18) mizeme dostat jesté jiny zajimavy vztah. Vynéso-
benim levych stran pravymi a pravych stran levymi stranami dostaneme v
konvexnim piipadé?

e(ab+ cd) = f(ad + be) (3.19)

a v nekonvexnim piipadé
e(ab —cd) = f(ad —be) nebo e(ab — ed) = f(—ad + be). (3.20)

Snadno se ukaze, Ze kazdd z podminek ef = ac + bd, ef = ac — bd, ef =
—ac + bd je postacujici pro to, aby byl étyitihelnik ABC D tétivovy. Napf. pro
ef = ac + bd dostaneme

Use R::=Q[abcdefxyuvtz];

I:=Ideal((x-a)"2+y~"2-b"2, (x-u) "2+(y-v) "2-c"2,u"2+v"2-d"2,x"2+y"2
-e"2, (u-a) "2+v~2-f"2,actbd-ef ,az-1, (-yu"2+x"2v+y " 2v-yv~2+yua-
xva)t-1);

NF(1,I);

Odpovéd 0 Tiké, %e tvrzeni je pravdivé.
Ukazme obracené, ze podminky ef = ac + bd nebo ef = ac — bd nebo ef =
—ac + bd jsou nutné pro to, aby étyruhelnik ABCD byl tétivovy. Napiseme

Use R::=Q[abcdefxyuvt];
I:=Ideal((x-a)"2+y~2-b"2, (x-u) "2+(y-v) "2-c"2,u"2+v"2-d"2,x " 2+y"2
-e”2, (u-a)"2+v"2-f"2,-yu"2+x"2v+y~2v-yv"2+yua-xva, (ac+bd-ef)
(ac-bd+ef) (-ac+bd+ef)t-1);

NF(1,I);

Odpovéd 1 tvrzeni nedokazuje. VySetfeni podminek degenerace zadné pod-
minky na proménné a, z,y, u,v nedava. Eliminujeme tedy v idedlu I nezavisle
proménné z, y, u, v a pomocnou proménnou t. Dostaneme tii polynomy, z nichz
jeden ma tvar ac + bd + ef = 0. Pfidame-li tuto podminku do zdvéru tvrzeni,
dostaneme

2(3.19) je pirekvapivé nutna a postacujici podminka pro to, aby konvexni ¢tyithelnik o
stranach a,b, ¢,d a thlopfickich e, f byl tétivovy, viz [85], [76].
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Use R::= Q[abcdefxyuvt];
I:=Ideal((x-a) 2+y~"2-b"2, (u-x)"2+(v-y)"2-c"2,u"2+v"2-d"2,x"2+y"2
-e”2, (u-a)"2+v"2-f72,-yu"2+x"2v+y " 2v-yv"2+yua-xva, (ac-bd-ef)
(ac+bd-ef) (ac-bd+ef) (ac+bd+ef)t-1);
NF(1,1);
odpovéd 0. Dokazali jsme (a objevili) znamou Ptolemaiovu vétu [52]:
Ctyrihelnik o strandch délek a,b, c,d a uhloprickdch e, f je tétivovy prave kdyz
plati

(ac —bd — ef)(ac+ bd — ef)(ac —bd + ef)(ac + bd + ef) = 0. (3.21)
Podminku (3.21) 1ze vyjadrit ve tvaru

0 a2 e2 o2

@ 0 b f2
d2 f2 62 0

Porovnejte (3.22) s formuli (3.6). Plati totiz [5]:

Necht ABCD je cétyrstén, jehoZ hrany maji délky |AB| = a, |BC| = b, |CD| =
¢, |AD| =d, |AC| = e, |BD| = f. Potom pro polomér r kulové plochy cétyrsténu
opsané plati

0 a2 2 P 01 1 1 1
a2 0 B f , 1 0 a® e d?
2 o2 g 2| = a2 0 b f?|. (3.23)
222 0 1 e v 0 ¢
1 d® f2 ¢ 0

Obdobna formule plati pro trojihelnik (zde je vztah obdobny (3.23) ekvi-
valentni vzorci p = abe/(4r)) a obecné pro libovolny simplex. Dikaz (3.23)
nebudeme provadét, mize poslouzit ¢tenéri jako cviceni.

Ukazme si jesté odvozeni vztahi (3.19) a (3.20) klasickym zptsobem, bez uziti
pocitace.

Podle vzorce znamého z trigonometrie, pro obsah p tétivového ¢tyrihelnika
ABCD plati, viz obr. 2.8, p = abe/(4r) + cde/(4r), kde jsme vyjadiili obsah
p Ctyrahelnika jako soucet obsaht trojuhelniki ABC' a AC'D. Vyjadfime-
li obsah p jako soucet obsaht trojuhelniki BCD a ABD, dostaneme p =
bef /(4r) + adf /(4r). Z rovnosti pravych stran plyne vztah (3.19). Analogicky
se dokaze (3.20).
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3.2.2 Heroniv vzorec

Protoze trojahelniku lze opsat kruznici, je kazdy trojahelnik tétivovy. Obsah p
trojihelnika ABC o stranich délek a, b, ¢ se vypocéte pomoci Heronova vzorce,

16p? = —a* — b* — ¢* + 24%% + 262 + 2b°¢2, (3.24)

ktery jsme odvodili v pfedchozi kapitole. Ze vzorce (3.24) plynou néasledujici
vztahy, které budeme potiebovat pri zkoumani obsahu a poloméru kruZnice
opsané tétivovému n-uhelniku pro n > 3.

Vidime, 7e prava strana (3.24) je symetricky polynom v proménnych a?, b2, c2,
tj. pri libovolném potadi proménnych a, b, ¢ se formule (3.24) nezméni. Oznacme
elementarni symetrické funkce proménnych a?, b2, ¢? pismeny k, [, m, n, tj. plati
kE=a?+b*+c,1 = a’b® +b?c? +c%a’, m = a®b?c? a necht ¢ = 16p?, s = r2, kde
r je polomér kruznice AABC opsané. Potom podle hlavni véty o symetrickych
polynomech [51] 1ze formuli (3.24) napsat ve tvaru

k? —4l+q=0. (3.25)

Ze zndmého vzorce pro obsah p trojihelnika p = abc/(4r), (ktery si mizeme
automaticky nebo klasicky dokazat jako cviceni) je snadno vidét, ze plati

qs —m = 0. (3.26)

Tento jednoduchy vztah nadm umozinuje vyjadiit ¢ pomoci s a obrécené.
Abychom vyjadrili polomér kruznice opsané trojihelniku o stranich a,b,c,
dosadime ¢ z (3.25) do (3.26), coz dava

s(k* —4l) +m = 0. (3.27)

3.2.3 Brahmaguptova formule pro ¢tyrahelnik

Pro vypocet obsahu mnohotihelnika budeme pouzivat dvé zdkladni metody,
které jsme jiz zminili v predchozi ¢asti. Jedna se o metodu soutadnic, pii niz
je nutné zavést soustavu souradnic a vyuzit vzorce (3.3) pro obsah mnoho-
thelnika.

Druhd metoda je metoda distancéni, kterd spociva ve vyuziti Nagy—Rédey for-
mule (3.4) a Ptolemaiovych podminek. Uvidime, Ze pouziti distanéni metody
je efektivnéjsi. Budeme fesit tento problém:

V rovin€ uvazujme tetivovy ctyiihelnik ABC D, jehoZ strany maji délku a, b, ¢, d.
Vyjadrete obsah p étyfihelnika ABCD pomoci a,b,c,d.

K nalezeni formule pro obsah ABC D pouzijeme obé& metody — souradnicovou
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i distancni. Pouziti souradnicové metody je nasledujici.
Zvolme kartézskou soustavu soufadnic tak, ze A = [0,0], B = [a,0], C' = [z, y],
D = [u,v] a necht stfed S kruznice opsané ¢tyfuhelniku ABC'D mé soutfadnice
S = [s,t] s polomérem r. P¥i oznaceni jako na obr. 3.6:

Y| D=[u, C=[xy]

A=[0.0] a B=[a.0] X

Obréazek 3.6:

r=|AS| & h 82 +t2—r? =0,
r=|BS| & hy:(a—3s)2+t2—r?2=0,
r=|CS| & hs: (r—5)+(y—1)2%—-r2=0,
r=|DS| < hy:(u—35)2+(v—1)%2—-r2=0,
b=|BC| < hs:(a—z)®+y>—b* =0,
c=|CD| & hg: (u—1z)?+ (

d=|DA| < hy :u? + 0?2 —d? =

Pro obsah p plati podle (3.3)

p =obsah ABCD < hg :p =1/2(ay + zv — uy).

Eliminace proménnych z,y,u,v, s, t,7 v idedlu I = (hy, ho, ..., hg)

Use R::=Q[xyuvstrabcdp];
I:=Ideal(s"2+t"2-r"2, (a-s) "2+t"2-r"2, (x-s) "2+ (y-t) "2-r"2,
(u-s) "2+ (v-t)"2-r"2, (x-a) "2+y~2-b"2, (x-u) "2+(y-v) "2-c"2,u"2

+v~2-d"2,p-1/2(ay+xv-uy));
Elim(x..r,I);

dava jediny polynom, ktery po faktorizaci vede na dvé rovnice. Prvni rovnice

16p? = —(a* + b + * +db) +2(a®V? 4 a®c + a2d? + b2 + b2 d® + 2d?) + 8abed,
(3.28)
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dava znamou Brahmaguptovu formuli (3.2), pro vypocet obsahu p konvezniho
tétivového ¢tyruhelnika.
Druhé rovnice

16p? = —(a* +b* +ct+ db) + 2(a®b? + a%P + a?d? + b? 2 + b2 d® + 2d*) — Sabed
(3.29)

vyjadiuje obsah nekonvezrniho tétivového ctyruhelnika.

K formuli (3.29) muzeme dospét, budeme-li v (3.28) psat napf. —c misto c.

Vztah (3.29) mizeme vyjadrit také ve tvaru

16p° = (—a+b—c+d)(a—b—c+d)(a+b+c+d)(a+b—c—d), (3.30)
ktery je analogicky (3.2).

Poznamka:

Je vhodné si uvédomit, ze vSechny odvozené formule jsou nutné podminky pro
obsah p. Naptiklad pro volbua = 2,b = 1,c = 1,d = 1 dostaneme pouze jedno
(realné) Feseni (nekonvexni ¢tyitihelnik pro tyto hodnoty zfejmé neexistuje).D

Eliminaci proménnych z, y, u, v, s, t v idedlu (h1, ha, . .., h7) dostaneme po fadé
poloméry r,r' kruznice opsané konvexnimu a nekonvexnimu ¢tyithelniku se
stranami a, b, c, d :

16p2r? = (ab 4+ cd)(ac + bd)(ad + be), 16p*r’? = (ab — cd)(—ac + bd)(ad — be).
(3.31)
Zde jsme vyuzili vztahi (3.2) a (3.30).

Tedy pro dané délky a,b, ¢, d (spliujici analogii trojihelnikové nerovnosti a +
b+c>d,...,atd.) existuji nejuyse dva tétivové ctyithelniky s rizngmi obsahy
a poloméry kruznice opsané, obr. 3.5.

Druhy a efektivnéjsi zptisob vySetfovani obsahu tétivového Ctytuhelnika je
distan¢éni metoda. Abychom vyjadfili obsah p étyitihelnika ABC D, pouZijeme
Staudtovu formuli (3.5).

Uvazujeme-li tétivové étyrihelniky, potom v souladu s Ptolemaiovymi pod-
minkami plati pro konvexni ¢tyiftahelniky vztah ef = ac + bd, pro nekonvexni
pak je ef = ac — bd nebo ef = bd — ac. Pouzitim Staudtovy formule (3.5) a
naslednou eliminaci proménnych e, f v idedlu I = (16p? — 4e? f2 + (a® — b? +
c? —d*)?, (ac+bd — ef)(ac — bd — ef ) (ac — bd + ef)

Use R::=Q[abcdefp];
I:=Ideal(16p~2-4e~2f"2+(a"2-b"2+c"2-d"2) "2, (ac+bd-ef) (ac-bd-ef)
(ac-bd+ef));

Elim(e..f,I);
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dostaneme vztahy (3.28) a (3.29).

Nahradime-li a2, b2, c2,d? v obou vzorcich (3.28), (3.29) element4rnimi syme-
trickymi funkcemi k = a? + b? + ¢ + d%,1 = a?b® + a®’c® + a*d? + v’ +
b2d? 4 2d?,m = a’b’c? + a®’b’d?® + a’cd? + b?c2d? n = a’b*c*d?, dostaneme
nésledujici formuli (3.32), kterd zahrnuje obé relace (3.28), (3.29)

(k* — 41 + ¢q)? — 64n = 0, (3.32)

kde jsme oznaéili ¢ = 16p?. Viimnéte si, ze pokud je néktera ze stran a, b, c,d
¢tyfahelnika rovna nule, potom n = 0 a (3.32) se zméni na Heronovu formuli
(3.25).

K vypoc¢tu poloméru r kruznice opsané miizeme na rozdil od souradnicové
metody pouzit nasledujici zptisob. Tétivovy ¢tyitihelnik ABC D rozdélime tih-
lopfickou e = |AC| na dva trojthelniky ABC, CDA po fadé o stranich a, b, e
ac,d, e, obr. 3.5. Oba trojihelniky maji stejny polomér r kruznice opsané jako
¢tyttihelnik ABC'D. Podle (3.27) pro vypocet poloméru kruznice opsané troji-
helniku eliminujeme spole¢nou délku e v obou trojtihelnicich ABC, CDA, coZ
vede na vzorec pro vypocet poloméru r kruznice opsané ¢tyiiahelniku ABCD

[s(k? —41) +m)]> —n(8s — k)? =0, (3.33)
kde k,1,m,n jsou elementirni symetrické funkce a s = r2.
Nasledujici formule vyjadiuje vztah mezi s a ¢

(gs —m)? —k*n =0. (3.34)

Opét si vSimnéme, ze jestlize n = 0, potom se ¢tyrahelnik méni na trojihelnik
a dostavame vzorce (3.27) a (3.26).
Pripomenme jesté klasicky dikaz formuli (3.28), (3.29).
Nejprve provedeme dikaz pro konvexni piipad. Predpoklddejme, Ze je dén
konvexni tétivovy étyfihelnik ABCD o stranéach a, b, ¢, d, obr. 3.7. Uhlopiicku
|AC| vyjadiime z trojihelniki ABC a ADC podle kosinové véty dvojim zpu-
sobem |AC|? = a? + b — 2abcos B, |[AC|* = ¢ + d? — 2cd cos b. Z rovnosti
pravych stran plyne rovnost a® + b? — ¢? — d> = 2abcos 3 — 2cd cos 6, a od-
tud, vzhledem ke skutecnosti, ze v tétivovém ¢tyfahelniku plati 3+ § = 180°,
dostaneme

a® + 0% — 2 — d? = 2(ab + cd) cos . (3.35)
Dale, obsah p ¢tyitahelnika ABCD je roven souctu obsahti trojihelnika ABC a
ADC, tj. p = 1/2absin $+1/2cd sin §. Protoze 3+§ = 180°, potom sin 3 = sin §
a

p= %(ab + cd) sin . (3.36)
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Obrazek 3.7: Tétivové ¢tyiuhelniky s tymiz délkami stran a, b, ¢,d — konvexni
a nekonvexni pripad

Rovnosti (3.35) a (3.36) umocnime na druhou a dosazenim (3.35) do (3.36),
s vyuzitim vztahu sin? 8 = 1 — cos? 3, dostaneme 16p? = 4(ab + cd)? — (a® +
b2 — ¢ — d?)2. S vyuzitim vzorce pro rozdil étverci je

16p? = [2(ab+cd)+(a?+b>—c2—d?)][2(ab+cd) — (a® +b2 -2 —d?)] = [(a+b)%—
(c—d)?][~(a—b)?+(c+d)?] = (a+b+c—d)(a+b—ct+d)(a—b+ctd)(—a+btctd),
coz je formule (3.28).

Nyni dokdzeme formuli (3.29) pro obsah nekonvexniho tétivového ¢tyitihelnika,
zname-li délky stran a,b,c,d. Pro tytéz délky stran a,b,c,d je na obr. 3.7
sestrojen nekonvexni tétivovy ¢tyrihelnik, ktery jsme opét oznadili ABCD.
Obdobné jako v konvexnim piipadé vyjadiime podle kosinové véty dvojim
zpusobem délku thlopticky AC. Vzhledem k tomu, Ze tthly 3 a ¢ jsou obvodové
tthly nad stranou AC, plati rovnost 8 = 4. Odtud plyne

a’> +b? — ? — d?* = 2(ab — cd) cos . (3.37)

Orientovany obsah p étyitihelnika ABC D je roven rozdilu obsahti trojihelniki
ABK a CDK, ktery je roven rozdilu obsahi trojihelnikit ABC a CDA. V§im-
néme si, ze pri postupu po obvodu AABC podle poradi vrchol od A pres
B do C se pohybujeme proti sméru hodinovych rucicek, tedy ve sméru klad-
ném, naproti tomu pifi postupu po obvodu ACDA se pohybujeme ve sméru
zaporném. Proto obsah AABC pocitadme se znaménkem plus, zatimco obsah
ACDA uvazujeme se znaménkem minus. Vychazi

p= %(ab — ¢d) sin 3. (3.38)

Rovnosti (3.37) a (3.38) umocnime na druhou a dosazenim (3.37) do (3.38
obdobné jako v piedchozim piipadé dostaneme 16p? = 4(ab— cd)? — (a® + b% —
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c? — d?)2. S vyuzitim vzorce pro rozdil étvercii je

16p? = [2(ab—cd)+ (a® +b>—c? —d?)][2(ab—cd) — (a® +b* -2 —d?)] = [(a+b)% —
(c+d)?]|[—(a—b)%+(c—d)?] = (a+b+c+d)(a+b—c—d)(a—b+c—d)(—a+b+c—d),

coz je formule (3.29).

3.2.4 Obsah tétivového pétithelnika

Nyni jsme pripraveni k vySetfovani obsahu p tétivového pétitthelnika o stra-
nach délek a, b, c,d, e. Budeme postupovat podobnym zptisobem jako v pred-
chozich ¢astech. Nejprve k vypoctu obsahu tétivového pétitihelnika pouzijeme
souradnicovou metodu.

Zvolme kartézskou soustavu souradnic tak, aby pro soutradnice vrchola A,
B, C, D, E tétivového pétithelnika platilo A = [0,0], B = [a,0], C = [z, y],
D = [u,v], E = [w, z]. Necht soufadnice stfedu S kruznice pétithelniku opsané
jsou S = [s,t] s polomérem r. Dale oznac¢me a = |AB|, b = |BC|, ¢ = |CD|,
d = |DE|, e = |EA]|, obr. 3.8. Plati nasledujici relace:

Obrazek 3.8: Obsah tétivového pétithelnika — konvexni pripad

b=|BC| & hy:(z—a)>+1y>—b>=0,

c=|CD| & hy: (u—2)2+(w—y)?-ct=0,
d=|DE| & h3: (w—u)?+ (z —v)? —d? =0,
e=|FA| & hy:w?+22—e?=0,

r=|SA| & hy:s?+t2—r2=0,

r=|SB| & he:(s—a)®+t2—r?=0,
r=|SCl < hr:(z—8)2+y—1t)>2—-r>=0,
r=|SD| < hg:(u—3s)?+ (v—1)2—r2=0,
r=|SE| & hy: (w—5)?+(z—1)2—12=
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Podle (3.3) pro obsah p pétithelnika ABC DE plati
p =obsah ABCDE < hyy:p=1/2(ay + zv — uy + uz — vw).

V idedlu I = (hy, ho,...,hio) méame celkem 10 rovnic, ze kterych budeme eli-
minovat 9 proménnych z,y, u,v,w, z,s,t,7.

Po 9 hodindch a 5 minutéch® dostaneme v CoCoA jedinou rovnici ve tvaru
polynomu 14. stupné v p, kterd obsahuje 6672 ¢lenti. Substituce elementarnich
symetrickych funkci

E=Ya%l=>>am =Y a?b?’ct,n = Y a’b?*c2d? o = a?b*c*d%e?, kde
q = 16p?, vede na rovnici h = 0, kterd obsahuje 153 &lenti a je stale piilis
dlouhd na to ji celou napsat. Zac¢ina takto

h:q” 4 q8(Tk? — 241) 4 ¢°(21k* — 144Kk21 4 240[? 4+ 16km — 192n) + ... = 0.
Oznaéime-li K = k?> —4l 4+ q,L = kK +8m, M = K? — 64n, N = 1280, potom
eliminace proménnych k,l,m,n,o v idedlu (h, K,L,M,N) vede na formuli,
kterad obsahuje pouze 5 ¢lend. Dospéli jsme k nasledujici vété (Robbins):

Je ddn tétivovy pétithelnik o strandch a,b,c,d,e a obsahu p. Necht ¢ = 16p?
a necht K,L,M, N jsou jako nahote. Potom q vyhovuje rovnici

L2M? + M3q —16L3N —18LMNq —27TN?¢* =0 . (3.39)

Vztah (3.39) je mozno povazovat za zobecnéni Heronovy a Brahmaguptovy
formule.

Nyni odvodime formuli (3.39) pomoci distanéni metody. Budeme vychézet z
Nagy — Rédey formule (3.4) pro vypocet obsahu pétitihelnika, daného délkami
stran a,b, c,d,e a délkami thlopficek 1, 4o, i3, i4, 15. V situaci jako na obr.
3.8 aplikujeme Ptolemaiovu vétu na tétivové Ctyruhelniky ABC'D, BCDE,
CDEA, DEAB a EABC a dostaneme

i1i3 = ac+ big, ’i3i5 = bd + C’i4, i5’i2 =ce + d’il, i2i4 =da+ €i3, i4’i1 =eb+ ai5.

(3.40)
Substituce podminek (3.40) do Nagy — Rédey formule (3.13) pro pétitthelnik
dava vztah

16p” = =) a'+2) o’ + K, (3.41)

kde
K = 4(abciy + bediy + cdeiy + deais + eabis) . (3.42)

3Cas vypoctu velmi zévisi na konfiguraci poéitace. Doba vypottu je zéleZitost orientaéni,
kterda ma tomu, kdo bude chtit tyto vypocty vyzkouSet také, naznacit, jak je asi vypocet
narocny.
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Oznacime-lik = 3" a? = a?+b?+... al = Y a?b? = a?b*+a%c? +... elementarni
symetrické funkce proménnych a?,b%, c?,d?, e? a ¢ = 16p? miiZeme psat vztah
(3.41) ve tvaru

k> —4l +q =K. (3.43)

Tedy abychom vyjadiili obsah p tétivového pétitihelnika ABCDE pomoci
a, b, ¢, d, e staci, abychom pomoci a, b, ¢, d, e vyjadiili vyraz K z (3.42), protoze
ostatni ¢asti na proménnych 41, 79, 23, 14, %5 nezavisi.

K eliminaci proménnych i1, 12, i3, 14, t5 2 K budeme potiebovat, kromé Ptole-
maiovych podminek (3.40), dalsi vztahy, které plati mezi stranami a thlop¥ic-
kami tétivového pétitihelnika. Podminky (3.40) jsou totiz vzajemné zavislé,
pouze tii z nich jsou nezavislé. Relace, které budeme potiebovat jsou tytéz
jako v (3.19) a které maji nasem piipadé tvar

il(ab+6’i2) = i3(b0+ai2), 23(b6+d’L4) = i5(Cd+b’i4), i5(Cd+€i1) = i2(6d+6’i1),
(3.44)
i2(6d + aig) = i4(ea + dig), i4(ea + bi5) = il(ab + 6i5).

Eliminace proménnych 41,9, 13,4, 15 v idedlu, ktery se skldda ze soustavy po-
lynomi (3.40), (3.44) a (3.42), je nyni mozna.

Za 16m v CoCoA (nebo za 1s v programu Singular) dostaneme polynom
F\(K,a,b,c,d,e), ktery obsahuje 827 ¢lenti. Substituce elementarnich syme-
trickych funkei k,1,m,n,o do Fy dava polynom Fy(K,k,l,m,n,o0) se 37 ¢leny.
Dalsi substituce K = k* —4l +q,L = kK +8m, M = K? — 64n, N = 1280 do
F5, kterou lze provést dokonce bez uziti pocitace, dava formuli (3.39).

A7 dosud jsme vysetiovali obsah konverniho tétivového pétitthelnika. Uva-
Zujme nyni nekonvexni tétivovy pétithelnik s tymiz délkami stran a, b, c,d, e,
viz napt. obr. 3.9. Potom Ptolemaiovy podminky jsou

Obrazek 3.9: Obsah tétivového pétithelnika - nekonvexni pfipad
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1113 = ac—big, 1315 = —bd—+ci4, i510 = ce+diq, t214 = da+eis, 1411 = —eb+ais.
Podle (3.20) plati nasledujici vatahy

i1(ab — ciz) = i3(bec — aiz), i3(bc — dig) = i5(—cd + big), i5(cd + eiy) =
io(de + civ), ia(de + aiz) = is(ea + diz), is(ea — bis) = i1(—ab + eis).

Misto (3.42) dostaneme

K = —abciy — bediy + cdeiq + deais — eabis. (3.45)

Piseme-li v téchto podminkach a v (3.45) —b misto b, dostaneme stejnou sou-
stavu rovnic jako v konvexnim pripadé. Tedy eliminace proménnych 1, 19, i3, %4, i5
v (3.45) déava stejny vysledek. Podobné postupujeme v ostatnich pripadech.

Shriime hlavni kroky predchozi metody:

Algoritmus pro obsah tétivového pétithelnika:
1. Eliminujte délky i1, 2,13, 4, 95 ze soustavy (3.42), (3.40), (3.44). Dostanete
symetricky polynom Fi (K, a,b,c,d,e).

2. Vyjadiete polynom F)(K,a,b,c,d,e) pomoci elementirnich symetrickych
funkci k, 1, m,n,o. Dostanete polynom Fy(K, k,l, m,n,o).

3. Eliminujte K, k, [, m,n,o v idedlu (F», K, L, M, N). Dostanete zivéreény po-
lynom F3(q, K, L, M, N). O

Poznamky:

1) Polynom (3.39) je 7. stupné v ¢ = 16p%. To znamen4, Ze existuje nejvyse 7
tétivovych pétithelniki s danymi délkami stran a, b, ¢, d, e.

2) Cleny K, L, M v (3.39) maji geometricky vyznam. K je leva strana (3.25),
L spliuje rovnici 8¢gs — L = 0, kterd je ekvivalentni vztahu (3.34) a M je leva
strana formule (3.32).

3) Formuli (3.39) publikoval D.P. Robbins v roce 1994, [83]. Jeho objev je
zaloZen na skutecnosti, ze leva strana (3.39) ma tvar diskriminantu kubické
rovnice 23 + 2Bx? — Cqx + 2Dg? = 0. Je stale zahadou, pro¢ tomu tak je. O

3.2.5 Polomér kruZnice opsané tétivovému pétithelniku
Vypocteme polomér r kruznice opsané tétivovému pétithelniku ABCDE, je-
hoz strany maji délku a, b, ¢, d, e.

Pomoci metody soufadnic zvolime kartézsky systém souradnic tak, ze A =
[r,0], B = [z,y], C = [u,v], D = [w,z], E = [s,t], s po¢atkem O ve stiedu
kruznice opsané. Eliminace 8 proménnych z,y, u,v,w, 2, s, t, dava
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Use R::=Q[xyuvwzstabcder];
I:=Ideal((x-r)"2+y~2-a"2, (u-x) "2+(v-y) "2-b"2, (u-w) "2+ (v-2z) "2-c"2,
(s-w) "2+(t-2)"2-d"2, (s-T) "2+t"2-e"2,x"2+y"2-1°2,u"2+v"2-1"2,

W 2+4z"2-r"2,8"2+t"2-r"2);

Elim(x..t,I);

za 11m 5s jediny polynom G(s,a,b,c,d,e) 7. stupné v s = r2 s 2992 éleny.
Substituci elementirnich symetrickych funkei & = Y a2, I = Y a?b?, m =
S a?b?c?,n =3 a?b%ctd?, 0 = a’b%c2d?e? dostaneme polynom Gy (s, k, [, m, n,0),
ktery obsahuje 81 ¢lenti.

Uziti distanéni metody je nédsledujici. Rozdélme tétivovy pétithelnik ABC DE
na t¥i trojuhelniky ABC, ACD a ADE, obr. 3.8. Je zifejmé, Ze vSechny tyto
trojuhelniky maji spole¢nou kruznici opsanou. S pomoci (3.27) eliminujeme
spole¢né thlopiicky i1, %9.

Use R::=Q[abcdei[1l..5]s];
I:=Ideal(s((a"2+b"2+i[1]72)"2-4(a"2b"2+a"2i[1]"2+b"2i[1]"2))
+a”2b"2i[1]1°2,s((c"2+i[1]172+i[2]"2)"2-4(c"2i[1]"2+c"2i[2] "2+
i[1]1°2i[2]72))+c"2i[1]172i[2]"2,s((d"2+e"2+i[2]"2)"2-4(d"2e"2
+d"2i[2]"2+e"2i[2]"2))+d"2e"2i[2]"2);

Elim(i[1]..i[2],1);

Za 17s obdrzime formuli (3.46). MZeme vyslovit nasledujici vétu:
Je dan tétivovy pétithelnik, jehoZ strany mayji délku a, b, c, d,e. Potom polomer
r kruznice opsané vyhovuje rovnici

$3[(s(k? — 4l) + m)? — n(8s — k)*]* + s%0P + 50°Q + 0*> = 0, (3.46)

kde P,Q jsou polynomy v proménnyjch k,l,m,n.

Predchozi metodu pro nalezeni poloméru kruznice opsané tétivovému pétia-
helniku mizeme shrnout do nasledujicich krokii:

Algoritmus pro polomér kruznice opsané tétivovému pétitihelniku:
1. Rozdélte tétivovy pétithelnik ABCDE na tfi trojuhelniky ABC, ACD,
ADE a napiste prislusné formule podle (3.27) pro ABC,ACD, ADE.

2. Eliminujte 71,72 ze soustavy rovnic z prvého kroku. Dostanete polynom
Gi(s,a,b,c,d,e).

3. Eliminujte a, b, ¢, d, e ze soustavy, kterad se skladd z G a elementarnich sy-
metrickych funkei & = Y a?,1 = Y a?b?,m = > a?b?’c?,n = Y a?b?c2d?, 0 =
a’b?c?d?e?. Dostanete polynom Gao(s,k,1,m,n,o0). 0
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Poznamky:
1) Existuje nejvyse 7 tétivovych pétitihelnikt s riznym polomérem kruznice
opsané.

2) Polozime-li v (3.46) o = 0, dostaneme ¢tyithelnik a vzorec (3.46) prechazi
v (3.33). O

3.2.6 Obsah tétivového Sestitihelnika

Uvazujme tétivovy Sestithelnik ABCDEF se stranami a = |AB|, b = |BC|,
¢=|CD|,d=|DE|, e = |EF|, f = |FA|athlopfickami iy = |AC]|, i, = |AD|,
i3 = |AE)|, i4 = |BD|, i5 = |BE)|, ig¢ = |BF|, i = |CE|, is = |CF|, ig = |DF|,
obr. 3.10.

Plati nasledujici Ptolemaiovy podminky:

Obréazek 3.10: Obsah tétivového Sestitithelnika

i1i4 = ac + big,i4i7 = bd + Ci5,i7i9 = ce + dig,igig = df + 6i2,i3i6 = ea +
fi5, i6i1 = fb + aig, ’i2i5 =ad + i3’i4, i5’i8 = be + i6i7, ’iQig = Cf + ’ilig.
Upravou Nagy — Rédey formule (3.14) pro obsah p Sestitthelnika ABCDEF s
uzitim Ptolemaiovych podminek ziskime obdobné jako v pripadé pétitihelnika
vztah

16p° =—> a'+2) d®h’ + K, (3.47)

ktery ma stejny tvar jako (3.41), a ktery mizeme napsat zkracené ve tvaru
K —4l+q=K, (3.48)

kde K = 4(abci2 + bcdi5 + Cdeig + defiQ + efai5 + fabig + adi3i4 + b6i6i7 +
cfitio), ¢ = 16p> a k = Y. a?..., | = Y a®b?... jsou symetrické funkce v
a’, %, 2, d?, e?, 2.
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K tomu, abychom ziskali formuli pro obsah tétivového Sestitthelnika pouze
pomoci jeho stran a,b,c,d, e, f, sta¢i v K eliminovat proménné iq,1s,...,19,
protoze vSechny ostatni vyrazy v (3.48) obsahuji pouze proménné a, b, ¢, d, e, f.
Pri této eliminaci je nutné jesté pridat do prislusného idealu, kromé Ptolemai-
ovych podminek i nasledujici polynomy, které maji podobny tvar jako (3.19)

il(ab + C’i2) = i4(bC + Cl’iQ),’i4(bC + d’i5) = i7(Cd + bi5),’i7(0d + e’ig) = ig(de +
Cig),’ig(de + fZQ) = ig(ef + diQ),ig(ef + ai5) = iG(fa + ei5),i6(fa + blg) =
i1(ab + fig),i2(aiq + diz) = i5(dis + ai3),i5(bi7 + eig) = ig(big + ei7),is(cig +
fir) =ig(cir + fig).

Zde nage vySetiovani Sestitithelnika konéi. Pro slozitost tilohy neni zatim mozné
naznacenou eliminaci provést a je nutné hledat dalsi zjednoduseni.

Obdobn4 situace nastava pri vypoc¢tu poloméru kruznice opsané tétivovému
Sestitthelniku.

3.3 Zavérecné poznamky

1) Dva pravé uvedené algoritmy pro vypocet obsahu tétivového pétithelnika a
poloméru kruznice opsané tétivovému pétithelniku mohou slouzit jako navod
pro vypocet obsahu a poloméru kruZnice opsané tétivovému n-tthelniku pro
n > 6.

2) Pii uziti poc¢itacové metody se vyskytly tyto dva hlavni problémy:

a) Stale velkd ¢asovd narofnost vypocti.

b) Nalezeni vhodnych vyrazt jako K, L, M, N, které vede ke zkraceni zavérec-
ného polynomu.

3) Uvazujme tétivovy (2n + 1)-uhelnik s danymi délkami stran ag,as,...,
asn+1. Potom, jak uvadi Robbins [83], existuje nejvyse k, takovych (2n + 1)-
thelnikid s riznymi obsahy a poloméry kruznice opsané, kde

=509 () (3.49)

j=0 J
tj. k1, ko, ks, ... = 1,7, 38,187,874, ...
Pro tétivové (2n + 2)-tihelniky se stranami délek a1, as, ..., as, 1o existuje nej-

vyse 2k, takovych mnohothelniki. Tato domnénka je stile oteviena.

4) Formule, kterd spojuje obsah a polomér kruznice opsané tétivovému pétit-
helniku typu (3.26), (3.34), stale chybi. O



Kapitola 4

Wallace - Simsonova véta

V této ¢asti se budeme zabyvat vétou, kterd je pojmenovana po skotském
matematikovi R. Simsonovi (1687 - 1768), ktery se zabyval obdobnou pro-
blematikou. Ve skuteénosti ale vétu dokazal az opét skotsky matematik W.
Wallace (1768 - 1843) v roce 1797, odtud Wallace - Simsonova véta. Proto se

vvvvvv

véta, budeme psat W. - S. véta. Véta ukazuje zajimavou vlastnost bod lezi-

L)
Y
-

Obrazek 4.1: Body K, L, M lezi na jedné piimce

cich na kruznici opsané trojihelniku, obr. 4.1. Wallace - Simsonova véta zni:

Necht ABC je trojihelnik a P je bod kruznice opsané trojihelniku ABC. Po-
tom paty kolmic K, L, M spusténgch z bodu P na strany trojuhelnika ABC
lezi na jedné pFimce.

o7
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Pohybuje-li se bod P na kruZnici opsané A ABC, potom se méni i prislusné
paty kolmic z bodu P na strany trojuhelnika a dostavame tak rzné primky.
Provedme nejprve demonstraci tilohy v Cabri IT (Cabri IT plus) a verifikujme
nase tvrzeni poloZenim otézky, zda paty prislusnych kolmic K, L, M z bodu P
na strany trojuhelnika lezi v primce. Obdrzime odpovéd "ano”. Tato odpovéd
ovSem neni zalozena na logické tivaze, ale pouze na skutecnosti, ze konstrukce
je velmi presnd a na zdkladé této presnosti lezi paty kolmic K, L, M skutecné
na primce. Verifikace tedy nenahrazuje dukaz.

Nyni dokdzeme Wallace - Simsonovu vétu uzitim teorie automatického doka-
zovani veét.

Nejprve vyjadiime piedpoklady a zavér véty pomoci analytické geometrie.
Zvolme kartézskou soustavu soufadnic tak, ze plati A = [a,0], B = [b, (],
C = [0,0], P = [p,q], K = [k)l,k‘g], L = [11,0], M = [ml,mg], obr. 4.2.
Predpoklady jsou nasledujici:

c=[0.0] L A=[a.0] x

Obrézek 4.2: W. - S. véta — pocitacovy dikaz

PL 1 AC & hy:p—11 =0,

K e BC < hy:cky —bky =0,

PK 1L BC & hg:(p—k)b+ (q—ka)c=0,

M € AB < hy :ac+ bmg — ecmqp — amgy = 0,

PM 1 AB & hs:(p—m1)(b—a)+ (g —m2)c=0,
P lezi na kruznici opsané A ABC &

he : —acp + cp? + abq — b%>q — q + cq®> = 0.

Zaveér tvrzeni z ma tvar:
K, L, M lezi na jedné primce < z : [ymg + komq — kimeo — kol; = 0.

Pottebujeme zjistit, zda zavér z patii do idedlu I (presnéji do radikilu idedlu
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I), ktery je generovan polynomy hq, hs,...,hs. V CoCoA dostaneme

Use R::= Q[abcpgk[1l..2]1[1..2Im[1..2]1¢t];
I:=Ideal(p-1[1]1,ck[1]1-bk[2], (p-k[1]1)b+(g-k[2])c,ac+bm[2]-cm[1]
-am[2], (p-m[1]) (b-a)+(q-m[2])c,-acp+cp~2+abg-b~2q-c"2q+cq”2,
(1[1Im[2]+k[2Im[1]-k[1Im[2]-k[2]11[1])t-1);

NF(1,I);

Odpovéd je 1. Normélni forma je rovna 1, coz znamend, 7e nedovedeme roz-
hodnout, zda je tvrzeni pravdivé nebo nepravdivé. Pri¢ina miZe spocivat
ve skutecnosti, ze pro nékteré hodnoty a,b,c trojihelnik degeneruje a pro
tyto hodnoty tvrzeni nemusi platit. Hleddme tedy podminky degenerace. Na-
sledujici prikaz Elim, ktery eliminuje zavisle proménné p,q, k1, ko, 11, m1,mo
a pomocnou proménnou t z idedlu I = (hy, ho, hs, hg, hs, hg, 2'), kde 2’ :
(Iymg + komq — kymg — kol1)t — 1 = 0 je negace z, davd podminky nede-
generace.

Use R::= Q[abcpgk[1l..2]1[1..2Im[1..2]1¢t];
I:=Ideal(p-1[1]1,ck[1]1-bk[2], (p-k[1]1)b+(g-k[2])c,ac+bm[2]-cm[1]
-am[2], (p-m[1]) (b-a)+(q-m[2])c,-acp+cp~2+abg-b~2q-c"2q+cq”2,
(1[1Im[2]+k[2Im[1]-k[1Im[2]-k[2]11[1])t-1);

Elim(p..t,I);

Dostaneme podminku (b? + ¢?)((a — b)2 + ¢?)) = 0, kterd znamend, 7e pro
vrcholy trojihelnika plati B = C nebo A = B. Tyto pfipady vyloudime, tj.
budeme piedpokladat, e B # C a B # A. Pfidame tedy polynom (b% +
)((a — b)? + )t — 1 do ideélu I a postup opakujeme. Ozna¢me jests J =
TU{(®® +2)((a—b)?+ )t —1}.

Use R::= Q[abcpgk[1l..2]1[1..2Im[1..2]vt];
J:=Ideal(p-1[1],ck[1]-bk[2], (p-k[1])b+(gq-k[2])c,ac+bm[2]-cm[1]
-am[2], (p-m[1]) (b-a)+(q-m[2])c,-acp+cp~2+abg-b~2q-c"2q+cq”2,
(b~2+c~2) ((a-b) "2+c~2)v-1, (1 [1Im[2]+k [2Im[1] -k [1Im[2] -k [2]1[1])
t-1);

NF(1,J);

Odpovéd 0 znamend, ze Wallace - Simsonova véta je dokdzana. O

Ukazali jsme, ze podminka "bod P lezi na kruznici opsané trojuhelniku ABC”
je postacujici pro to, aby paty kolmic K, L, M lezely v primce. Nyni ukiZeme,
ze tato podminka je také podminkou nutnou.

Ptame se, zda polynom hg = —acp + cp® + abq — b*>q — g + cq? je prvkem ide-
alu (h1,ha, ..., hs, 2). Obdobné jako v pfedchozim vypoctu zjistime podminky
nedegenerace, které v tomto piipadé jsou ac # 0, tj. pro vrcholy trojihelnika
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ABC' je A # B a zaroven C nelezi na AB, coz je jisté v pfipadé obecného (ge-
nerického) trojihelnika splnéno. Do idedlu (hq, ha, . .., hs, z) pfiddme polynom
acv — 1, kde v je pomocnd proménna. V CoCoA napiSeme

Use R::= Q[abcpgk[1..2]1[1..2Im[1..2]vt];
I:=Ideal(p-1[1],ck[1]1-bk[2], (p-k[11)b+(g-k[2])c,ac+bm[2]-cm[1]
-am[2], (p-m[1]) (b-a)+(g-m[2])c,1[11m[2]+k[2Im[1]-k[1]m[2]-k[2]
1[1],acv-1, (~acp+cp~2+abg-b~29-c~2gq+cq~2)t-1);

NF(1,I);

a dostaneme NF(1,I)=0. Obracend véta plati. Zakladni W. — S. vétu tedy

miizeme zformulovat v nasledujici silnéjsi podobé:

MnoZina vsech bodu P takovych, Ze kolmé priméty bodu P na vsechny strany
trojihelnika ABC leZi v pFimce, je kruZnice trojihelniku ABC opsand.

A nyni klasicky dikaz, obr. 4.3.
Necht bod P lezi na kruznici opsané trojihelniku ABC. Ozna¢me paty kolmic

Obrazek 4.3: Klasicky diukaz W. - S. véty

spusténych z bodu P na strany BC, AC, AB po radé K, L, M. Mame doka-
zat, e body K, L, M lezi na jedné primce, tj. staci ukzat rovnost LCKL =
£BKM.

Ctyithelniky PCLK a PKBM jsou tétivové, potom podle véty o obvodo-
vych tihlech KCPL = LCKL a {BPM = £BKM. Stadi tedy ukazat, Ze
plati {CPL = £BPM. Ctyithelniky ABPC a AMPL jsou rovnéz tétivové.
Protoze soucet protéjsich thli v tétivovém ¢tyruhelniku je roven m, plyne od-
tud LCPB=7n—ACAB a ALPM =7 — ACAB a odtud £{CPB = {LPM.
Déle {CPB = ACPL+ALPBa ALPM = ALPB+ABPM. Odtud jiz plyne



4.1. ZOBECNENI W. - S. VETY PODLE GERGONNE 61

rovnost L{CPL = £{BPM. O

Kazdému bodu P kruznice opsané trojihelniku tedy muzeme podle W. - S.
véty prifadit pfimku, na niz lezi paty kolmic z bodu P na strany trojuhelnika
ABC - tzv. Wallace - Simsonovu pifimku. Tato pfimka ma fadu vlastnosti, viz
napt. [16], [56], [91].

4.1 Zobecnéni W. — S. véty podle Gergonne

V dalsi ¢asti ukdzeme zobecnéni Wallace - Simsonovu véty, které podle S.C.
Chou [39] objevil J.D. Gergonne. Budeme se zabyvat nasledujici alohou:

Predpoklddejme, Ze bod P je libovolny bod roviny A ABC. Urcete mnozinu
bodi P takovych, Ze trojuhelnik pat kolmic K, L, M, spusténych z bodu P na
strany trojuhelnika ABC, md konstanini obsah s.

Takto zformulovana tloha je zobecnénim predchozi tlohy, protoze pro nulovy
obsah A KLM je hledanou mnozinou bodti kruznice opsand A ABC. Ulohu
popiseme ve stejné kartézské soustavé souradnic jako v predchozim piikladu,
obr. 4.2. Pii stejném oznaceni zjistime, ze pro obsah s A KLM plati s =
1/2(l1m2 + komq — kimg — kgll).

P nezndme, musime ji objevit. Nejprve zkusime platnost tvrzeni, jestlize na bod
P neni kladena zadna podminka. Obdobné jako v predeslém pripadé zjistime,
ze NF(1,I)=1, tj. tvrzeni jsme nedokazali, jak se dalo ocekavat (tuto cast
vynechavame).

Déle uvazujme idedl I = (p — Iy, cky — bka, (p — k1)b + (q — k2)c,ac + bmg —
cmy — ama, (p — my)(b — a) + (¢ — ma)e,lyma + komy — kymo — kol — 25),
ktery obsahuje polynomy hq, ho, ..., hs a podminku konstantniho obsahu h; =
liyma+komi —kima — ksl —2s. V tomto idedlu eliminujeme v§echny proménné
kromé a, b, ¢, p, q, s. Dostaneme

Use R::= Q[abcpgk[1l..2]1[1..2Im[1..2]s];
I:=Ideal(p-1[1]1,ck[1]1-bk[2], (p-k[1]1)b+(g-k[2])c,ac+bm[2]-cm[1]
—am[2], (p-m[1]) (b-a)+(q-m[2])c,1[1Im[2]+k[2Im[1]-k[1Im[2] -k [2]
1[1]-2s);

Elim(k[1]..m[2],I);

jedinou rovnici, kterd mé po tpravé tvar

C(s) : ac®(p?® + ¢%) — a®c3p+ac’q(ab— b? — c2) +25(b% + c2)((a — b)? + %) = 0.
Pti bliz§im zkouméni zjistime, ze hledanou mnozinou je kruznice C(s) se stie-
dem O = [g/2, (b* — ab + ¢*)/(2¢)] a polomérem

r= /(2 + 2)((a — )2 + ) (ac + 8s)/(4ac?), (4.1)
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kterd je soustfednd s kruznici opsanou A ABC, obr. 4.4. Odvodili jsme, Ze

Obréazek 4.4: A K LM maé konstantni obsah

nutnou podminkou pro to, aby body K, L, M tvofily trojihelnik o obsahu s,
je, aby bod P lezel na kruznici C(s).

Nyni obricené. Je tato podminka i podminkou postacujici? Vyhovuje kazdy
bod P kruznice C(s) podmince, ze trojihelnik pat kolmic K, L, M m4 pevné
dany obsah s?7 Staéi zjistit, zda je polynom hy = lymg + komq — kymo —
kaly — 2s prvkem idedlu (hq,ho,..., hs). Zaroven budeme predpokladat, Ze
plati podminky nedegenerace (b2 +c?)[(a —b)? +¢c?)] #0, tj. B # C a B # A.
V CoCoA napiSeme

Use R::= Q[abcpgk[1..2]1[1..2]m[1..2]svt];

J:=Ideal (p-1[1],ck[1]1-bk[2], (p-k[1]1)b+(gq-k[2])c,ac+bm[2]-cm[1]
—am[2], (p-m[1]) (b-a)+(q-m[2])c,ac~3(p~2+q~2)-a"2c"3p+ac~2q(ab-
b"2-¢"2)+2s(b"2+c"2) ((a-b) "2+c~2), (b"2+c~2) ((a-b) "2+c"2)v-1,
(L[1Im[2]+k [21m[1] -k [1Im[2]-k[2]1[1]-2s)t-1);

NF(1,I);

Vysledek NF(1,J)=0. To znamend, Ze plati nasledujici zobecnéni Wallace -
Simsonovy véty (Gergonne):

Paty kolmic K,L,M 2z bodu P na strany trojihelnika ABC' tvoFi trojuhel-
nik konstantniho obsahu s pravé kdyZ bod P leZi na kruznici C(s), kterd je
soustiednd s kruznici opsanou trojuhelniku ABC a md polomér dany formuli

(4.1).

Poznamka:
Méjme stale na paméti, ze se jednd o orientovany obsah. Je nap¥. mozné, ze
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pro s = 2 a s = —2 existuji dvé rizné soustiedné kruznice jako hledané geome-
trickd mista bodt P, pri¢emz trojihelniky K LM resp. K'L'M' odpovidajici
hodnoté s = 2 resp. s = —2 maji stejny (neorientovany) obsah 2 avsak opacnou
orientaci. O

4.2 Guzmanovo zobecnéni W. — S. véty

Nasledujici zobecnéni Wallace - Simsonovy véty, které v sobé zahrnuje vSechny
predchozi ptipady, publikoval v roce 1999 spanélsky matematik M. de Guzméan
[33]. Podle jeho slov je jeho zobecnéni lehce dokazatelné, ale nebylo snadné jej
objevit. Jedné se o tento problém:

Je ddn libovolny bod P roviny trojiuhelnika ABC' a t¥i sméry u,v,w dané ne-
nulovymi vektory u,v,w. Bod P promitneme ve smerech u,v,w po Tadé na
strany BC, AC, AB trojihelnika ABC do bodi K, L, M. Jakd je mnoZina bodu

P, jestlize obsah s trojuhelnika K LM je konstantni?
Situaci popiSeme analyticky. Zvolme kartézskou soustavu souradnic nésle-

w

=
<

/ c=[0.0] L \A:[a,I]]

Obrazek 4.5: Guzméanovo zobecnéni W. — S. véty

dovné, obr. 4.5: A = [a,0], B = [b,¢], C = [0,0], P = [p,q], K = [ki, k2],
L =[ly,la], M = [my,ma], u= (ur,uz), v = (vi,v2), w = (w1, wz).

Ze vztahit K = P+ tju, L=P+ty5v, M = P+ t3w, K = C + s1(B - C),
L=C+s3(A—-C), M = A+ s3(B — A) dostaneme soustavu rovnic

h1 : ]{:1 :p+t1u1, hg : k‘g = q+t1u2, h3 : ll :p+t2’01, h4 : lg = q—i—thQ, h5 :
my1 = p + tgwi, he : M2 = q+ tgwe, hy : k1 = s1b, hg : ka = s1¢, hg 1 lh =
soa, hig:la =0, hi1 :mi =a+s3(b—a), hiz : mg = s3c.
Vztah

h13 128 = k‘llQ - lle + llmg - mllQ + mlk‘g - k‘lmg
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vyjadiuje podminku, ze obsah A K LM je roven konstanté s. Hleddme nutnou
podminku pro body P, aby obsah A K LM byl roven s.
Eliminaci zavisle proménnych kl, kg, ll, lg, mi,Mma, t1, t2, t3, 81,892,883 V idealu

I = (hy,ha,...,hi3) obdrzime po tpravé algebraickou rovnici druhého stupné
vp,q

C(s) =0, (4.2)
kde

C(s) = Evop?(urwe — uswy) + epglaus(viwy — vowy) — (cvr + bva)(urwe —
ugwy)] + CC]Q[(bvl(Ulu& —ugwy) — auy (viwg — vowy)] — a0202p(u1w2 — ugwy ) +
acqlcur (Viwy — vowy) + bwa (u1ve — ugvy)] + 2v2s(cuy — bug)(cwy + wa(a — b)).

Protoze se konstanta s vyskytuje pouze v poslednim ¢lenu, mizeme (4.2) psat
ve tvaru

O(s) = C(0) + s - Q, (4.3)

kde Q@ = 2vy(cu; — bug)(cwy + we(a — b)). Dokazali jsme, ze (4.2) je nutna
podminka pro to, aby se obsah K LM rovnal s.

Nyni ukdzeme, ze podminka (4.2) je rovnéz postacujici.

Podle Hilbertovy véty Nullstellensatz mame dokazat, ze polynom hi3 je prv-
kem radikalu idedlu (hq,hg,...,h12,C(s)) nebo, coz je ekvivalentni, ze 1 je
prvkem idedlu J = (hq, ho,...,hi2,C(s),h13t — 1), kde ¢ je pomocné pro-
ménnd. Vypocitdme normélni formu NF(1,J) a dostaneme NF(1,J) = 1, takze
nevime, zda podminka (4.2) je postacujici pro to, aby obsah K LM byl roven
s ¢i nikoliv.

Budeme vysetiovat podminky nedegenerace. Eliminaci vSech proménnych,
kromé kq, ko, l1,l2, m1, ma, t1, to, t3, S1, S2, S3 & pomocné proménné ¢ v idedlu
J, obdrzime podminku d : ve(cu; — bug)(cwy + we(a — b)) = 0, ktera rika, ze
alespon jeden ze sméri u, v, w je po fadé rovnobézny se stranami BC, AC, AB.
Abychom tuto situaci vyloudili, pfiddme polynom dr — 1 k idedlu J a vypoc-
teme normélni formu 1 vzhledem k idedlu J' = J U {dr — 1}, kde r je dalsi
pomocna promeénna.

Dostaneme NF(1,J') = 0, tj. podminka (4.2) je postacujici pro to, aby obsah
A KLM byl roven s.

Dospéli jsme ke vété, kterd je zobecnénim W. — S. véty (M. de Guzman) [33]:

Oznacme K, L, M pruméty bodu P na strany BC, AC, AB trojihelnika ABC v
dangjch smérech u,v,w, které po fadé nejsou rovnobézné se stranami BC, AC, AB.
Predpokldadejme, Ze neplati u || v || w. Potom mnoZina bodi P takovyjch, Ze
obsah trojuhelnika K, L, M je roven s, je kiivka C(s) dand rovnici (4.2).

Krivka C(s) mé fadu zajimavych vlastnosti. Uvedme nékteré z nich [33]:

a) C(0) prochdzi vrcholy trojiuhelnika ABC.
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Drtikaz plyne dosazenim soutradnic vrcholi A, B, C' do rovnice (4.2). Totéz lze
nahlédnout ze skutec¢nosti, ze pokud bude bod P jednim z vrcholt trojihel-
nika ABC', potom pro jakékoliv sméry u, v, w dva vrcholy trojuhelnika K, L, M
splynou s timto vrcholem a body K, L, M budou kolinearni.

b) C(s) je pro dané sméry u,v,w a dané s kuzelosecka.

7 rovnice C(s) = 0 je vidét, Ze koeficienty u kvadratickych ¢lent p?, pq, g% sou-
¢asné vymizi pravé kdyz jsou vektory u,v,w linedrné zavislé, tj. pravé kdyz
jsou v8echny tii sméry u,v,w rovnobézné, coz je pripad, ktery jsme vyloudili.

c) Pri ménicim se s tvori kuZelosecky C(s) svazek stejnolehljch stiedovijch ku-
zelosecek mebo svazek shodngch parabol se spolecnou osou.

Protoze konstanta s se vyskytuje pouze v absolutnim ¢lenu rovnice C'(s) = 0,
mé kuZelosecka C(s) pro libovolné s stejné asymptotické sméry.

d) C(0) je singularni prave kdyz jsou pravé dva ze sméri u,v,w rovnobézné.
Determinant kuzelosecky C'(0) je roven nule pravé kdyz (viws —vowy) (uqve —
ugv1) (uiwe —ugwi) = 0. Odtud nase tvrzeni. Je-li napf. u || v, potom se kuze-
losecka skladé ze dvou piimek - z pfimky AB a primky prochazejici vrcholem
C ve sméru u || v. Je-li u || v || AB, dostaneme dvé rovnobézky (které pro
s = 1/2 splynou).

e) Jestlize jsou vsechny tii smeéry u,v,w navzdjem rizné je C(0) requldrni ku-
Zelosecka.

Dtikaz plyne z predchazejiciho tvrzeni. Determinant kuzelosecky je rizny od
nuly.

f) Zvolime-li sméry u = (¢, —b),v = (0,1),w = (¢,a —b), potom je kuzelosecka
C(0) kruznice
ep?® + cq® — acp + abq — b*q — g = 0.

Dikaz plyne dosazenim do rovnice C'(0) = 0. O

Nyni si ukdzeme zptisob, jak kuZelosecku C(0) pro dané sméry u,v,w urcit
pomoci kruzitka a pravitka [33], obr. 4.6. Vrcholy A, B trojihelnika ABC ve-
deme po Fadé rovnobézky se sméry v, u. Jejich prisecik ozna¢me U. Podobné
vedeme vrcholy B, C' rovnobézky se sméry w,v a vrcholy C, A rovnobézky se
sméry u, w. jejich priseciky oznac¢ime po rfadé S, T. Body S, T, U nélezi kuzelo-
secéce C(0), jak lze snadno nahlédnout. Dostavame tak Sest bodu kuzelosecky,
které tvori Sestithelnik AUBSCT, ktery je kuzeloseCce vepsan a jehoz pro-
t6j81 strany jsou navzijem rovnobézné. Spojnice stredit dvojic protéjsich stran
Sestithelnika napt. AU a SC' lezi na praméru kuzelosecky, ktery, jak zndmo,
prochézi jejim stiedem. Vsechny tii primeéry se protinaji ve stredu kuzelosecky
(pokud stied existuje). Pokud jsou priméry navzajem rovnobézné, potom jsou
rovnobézné s osou paraboly. Znamou konstrukci sestrojime dalsi prvky kuze-
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Obréazek 4.6: Konstrukce kuzelosecky C'(0) pii danych smérech u, v, w

losecky. Dalsi body kuzelosecky lze sestrojit napt. pomoci Pascalovy véty.
Na obr. 4.7 je zobrazena hyperbola pro sméry u,v,w a s # 0. Dale je zobra-

w

e

Obrazek 4.7: KivkaC(u,v,w,0) je hyperbola

zena elipsa pro sméry u,v,w a s # 0, obr. 4.8.

Poznamky:

1) V préci [27] je zavedeno afinni a projektivni zobecnéni W. — S. véty. Po-
kud paty kolmic K, L, M lezi na afinni W. — S. ptimce bodu P vzhledem ke
stfedu Z nebo pokud paty K, L, M lezi na projektivni W. — S. pfimce bodu
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Obrazek 4.8: Pro sméry u,v,w a s # 0 dostaneme elipsu

P vzhledem ke stredu Z a ose z, potom P lezi na kuZelosecce, kterd je zavisla
na dvou parametrech, které jsou dany soufadnicemi stfedu Z. Viz téz [80].

2) Pfi daném trojihelniku ABC' je kuzelosecka (4.2) definovana pomoci sedmi
parametru ui, U, v1, V2, w1, ws a s, ale ve skutecnosti staci parametry pouze
Ctyti, kdyz polozime us = vy = wy = 1 (s vyjimkou piipadd us = 0,v =
0, we = 0). Struéné muzeme psat C(u, v, w,s). O

4.3 Zobecnéni W. — S. véty v prostoru

V této ¢asti zobecnime W. — S. vétu do prostoru. Zobecnéni provedeme dvojim
zpusobem. Nejprve rozsitime W. — S. vétu na ¢étyistén ABCD, kdyz budeme
uvazovat kolmé pruméty K, L, M, N bodu P na stény ABCD, tak Ze objem
Ctyrsténu K LM N je roven dané konstanté s.

Ve druhém piipadé nahradime étyistén prostorovym ¢tyitihelnikem ABCD,
bod P kolmo promitneme na strany ctytihelnika do bodda K, L, M, N a bu-
deme vysSettovat stejny problém.

4.3.1 Zobecnéni W.-S. véty na ¢tyistén

Budeme resit tuto alohu:

V trojrozmérném eukleidovském prostoru E? uvazujme étyistén ABCD. Necht
P je libovolny bod prostoru E? a K, L, M, N paty kolmic spusténych po fadé z
bodu P na stény BCD, ACD, ABD, ABC ¢tyisténu ABCD. Hleddme mno-
zinu bodu P tak, Ze objem ctyisténu K LM N je roven konstanté s, piseme
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vol(ABCS) = s. Mnozinu bodi P budeme vySetfovat pomoci teorie automa-
tického dokazovani a objevovani vét.

Zvolme kartézskou soustavu soutradnic tak, ze A = [0,0,0], B = [a,0,0],
C = [baCaO]a D = [daeaf]a P = [paqar]a K = [klakZak?)]a L = [llaZQal?)]a
M = [mq, me, m3], N = [nq,ne,ns]. Predpoklady jsou nasledujici:

D=[d.e.f]

A=[0,0,0] B=[a,0.0]

Obrazek 4.9: Zobecnéni Wallace - Simsonovy véty na Ctyistén

PK 1| BCD < hy:(b—a)(p—Fk1)+clg—k2) =0Ahg: (d—a)lp—Fk1)+
e(q - k‘g) + f(’l“ - k3) = 0,

K € BCD & hs : —acf —aeks+afko +acks+ cfky + beks —cdks —bfky = 0,
PL 1 ACD < hy :b(p—1I1)+c(g—1I2) = 0Ahs : d(p—11)+e(qg—l2)+ f(r—I3) =
Oa

L e ACD & hg: cfly + bels — cdlsg — bfly = 0,

PM 1 ABD & hy :a(p—m1) = 0Ahg : d(p—m1)+e(q—ma) + f(r—ms3) = 0,
M € ABD < hg : aemz —afms =0,

PNJ_ABC<:>h10:a(p—n1) =0Ah1 :b(p—n1)+c(q—n2) =0,

N € ABC < hys : acng = 0.

Zavér hiz: vol(KLMN) = s &
ki ko ks
Lo Iy 3

m1 Mo M3
ni N2 n3

his : = 6s. (4.4)

U G W G WY

Prim4 eliminace zavislych proménnych ki, ko, k3, I1, l9, I3, mq, mo, ms, nq,

ng, n3 v idedlu I = (hq, ho, ..., hia, hi3) selhdva pro vypocetni slozitost. Tedy
pouzijeme néasledujici postupnou eliminaci.
Nejprve eliminujeme my, mo, ms, n1,no,ng v idedlu (hz,..., h13), ¢imz dosta-

neme elimina¢ni idedl, ktery je generovany jedinym polynomem p;. Potom
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eliminujeme proménné ly,ly,l3 v idedlu (hy, hs, hg, p1). Dostaneme elimina¢ni
idedl s jedinym generdtorem po. A nakonec eliminujeme ki, ko, ks v idedlu
(h1,ha, h3,p2) a dostaneme jedinou podminku

F(s)=ac’f3G+s-Q, (4.5)

kde

G =bf?¢*(b—a)+ fr3(abe—acd+cd® — b*e — e+ ce?) + 2 f2p*q+cfpr(e? —
ce+ f2) +cf%q’p(a—2b) + f¢Pr(abe — acd + cd? — b*e +cf?) +cf?r’p(a —2d) +
2r2q(b® —ab+ % —2ce) +2cefpqr(b—d) +abcf? q* +r?(abce? — ac’de+ c*d?e +
acde? —2bcde? —abe? +b2e3 +acdf? —abe f2+b2e f2+c?e f2)—ac? f2pg+acf pr(ce—
e? — f2) + fqr(ac’d — 2abce — c*d? + 2bcde — b%e? + abe? + abf? — b2 f? — 2 f2)

a
Q= —6(e2+ ) ((cd—be)? + b2 f2 + 2 f2) (a®c® — 2ac?d + c*d? — 2a’ce + 2abce +
2acde — 2bcde + a’e? — 2abe? + b2e? + a?f? — 2abf? + b2 f2 + 2 f?).

Q je konstanta, kterd nezavisi na proménnych p,q,r, s.
Dokézali (a objevili) jsme vétu [72]:

Véta 1. Necht K, L, M, N jsou kolmé pruméty libovolného bodu P postupné na
steny BCD, ACD, ABD, ABC c¢tyrstenu ABCD. Jestlize ctyrstén K LM N
ma konstanini objem s, potom P leZi na plose F(s) =0 z (4.5).

Poznamky:
1) Vyraz (Q mizeme pséat ve tvaru

Q = ~6 | (B A)x (D—A) | (D~ A)x (C— A [(D-B)x(C~B)P. (4.6)

2) Vsimnéte si, ze (4.5) je nutnd podminka pro to, aby mél ¢tyistén K LM N
konstantni objem s. Pokus dokézat, ze podminka (4.5) je (v tomto obecném
tvaru) také postacujici, zatim nebyl Gspésny. Tedy nevime, zda kazdy bod P
plochy F(s) = 0 spliuje uvedené podminky. V praci [82] je vySetfovian ob-
dobny problém pro jistou t¥idu ¢tyfsténid pomoci metody Wu [106], kterd je
zaloZena na tzv. pseudodéleni. Timto zptsobem byla pro jistou tfidu ¢tyrs-
téni nalezena nutnd a postacujici podminka ve shodé s nasimi vysledky. V
dalsi ¢asti ukdzeme, Ze pro konkrétni hodnoty souiadnic a,b,c,d,e, f jsme
schopni dokazat, ze podminka (4.5) je rovnéz postacujici. O

Nyni ukézeme nékteré vlastnosti plochy F'(s) = 0 pro s rovno nule, tj. kdyz
body K, L, M, N lezi v jedné roviné. Ze vztahu (4.5) plyne F(0) =0 < G = 0.

Véta 2. Plocha G md ndasledugjici vlastnosti [72]:
a) G obsahuje hrany AB,AC,AD,BC,BD,CD Z¢tyrstenu ABCD, tj. G je
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opsand ctyisténu ABCD. b) G je kubickd plocha. ¢) G ma 4 singuldrni body
—vrcholy A, B, C, D ¢étyrsténu. d) Bod, ve kterém se protinaji tvi roviny, které
prochdzeji hranami AB,BD,DA a jsou kolmé na steny ABC, BDC, DAC
je prvkem plochy G. Podobné postupujeme pro jiné€ trojice hran ctyrsténus.
e) Piimky AB,AC,AD,BC,BD,CD jsou torzalnimi primkami kubiky G, tj.
tecnd rovina v libovolném bode této primky obsahuje celou primku. Teéné ro-
viny ve trech dvogicich protilehlijch hran se protinaji v dalsich 8 primkdch, které
lezi v jedné roviné. KaZda z téchto tri primek protind dvojice mimobézZnyjch tor-
zalnich primek. f) Existuje jednoduchd racionalni parametrizace plochy G.

Diikaz. a) Uvédomme si, Ze libovolny bod P hrany ¢ty¥sténu splyva s dvéma
patami kolmic K, L, M, N, které potom lezi v jedné roviné. Jiny zptisob spo-
¢iva v ovéfeni pfimym vypoctem.

b) Tvrzeni plyne ze skutecnosti, ze kubickd plocha obsahuje vSech Sest hran
Ctyfsténu ABCD, viz [14].

c) Pokud v8echny kubické ¢leny v rovnici G = 0 vymizi, potom plocha je
kvadrikou, coz neni mozné, protoze plocha obsahuje vSech Sest hran étyisténu
ABCD.

d) Abychom to dokézali, uvédomme si, ze v tomto piipadé vSechny paty
K,L,M,N lezi v roviné ABD.

e) Dikaz tohoto tvrzeni, viz [14] str. 567-568.

f) Necht X = A + tu je piimka, kde u = (u, v, 1). Potom tato pfimka, protoze
A je dvojnasobny bod, protind kubickou plochu G nejvyse v jednom dal$im
bodé X (u,v, 1), viz Piiklad 1. O

Poznamky:

1) Je znamo, ze kazda kubicka plocha obsahuje (v komplexnim projektivnim
prostoru) 27 piimek. V naSem piipadé mame skuteéné 6 x 4 + 3 = 27 piimek,
protoze kazda hrana je pocitana ¢tyfikrat [14], [36], [67].

2) Pii dtikazu Véty 1 mizeme postupovat také klasickou metodou tak, jak
to v roviné ucinil M. de Guzman [33]. Paty kolmic K, L, M, N tvori ¢ty¥stén
o konstantnim objemu s. Tedy K, L, M, N vyhovuji rovnici (4.4). Soufadnice
bodu K, L, M, N, které jsou priseciky kolmic z bodu P = [p,q,r] s rovinami
stén ¢tyisténu ABCD jsou linedrni v p, q,r. Tedy (4.4) je algebraickd rovnice
3. stupné v p,q,r, kterd ma obecné 20 redlnych koeficienti. Abychom tyto
koeficienty urcili, potfebujeme alespon 19 bodiu této plochy. Vime, ze kazda
hrana ¢tyrsténu ABC D obsahuje dva dvojnasobné body, coz je dohromady
446 x 2 =16 bodi. Zbyva uréit posledni 3 body. Konstrukce takovych bodu
plyne z bodu d) véty 2. O

Priklad 1. Pro specialni hodnoty a = 1,6 =0,c=1,d =0,e =0,f =1,s =0
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z rovnice (4.5) dostaneme
p’q +pg’ + p’r + ¢*r +pr’ + qr’ — pg — pr — qr =0, (4.7)

obr. 4.10.
Nejprve dokazeme, ze (4.7) je rovnéz postacujici podminka pro to, aby paty

[

Obrézek 4.10: Kubické plocha p?q + pg? + p*r + ¢*r + pr? + qr? — pq — pr —
qr = 0 jako mnozina bodd P s patami K, L, M, N v jedné roviné vzhledem ke
(specidlnimu) ¢tyfsténu

K,L,M,N lezely v jedné roviné, viz Priklad 3, kde je proveden podrobny
vypocet.

Tato plocha umozinuje jednoduse provést racionalni parametrizaci, vezmeme-li
v uvahu, ze plocha mé 4 dvojnasobné body. Polozime-li p = ur,q = vr,r =7
a dosadime do vztahu (4.7), dostaneme

B u(u + uv + v)
P = et rul 2 futo
v(u 4 uv + v)
9 = 73 2 22 (4.8)
u“v +u + uvc +v-+u+o
U+ uv+ v
R

u?v + u? +uv? +v2 +u+ o

pro realna u,v.

Piiklad 2. Volba a =2,b=1,c =3,d = 1,e = 1/V/3, f = \/8/3 s t&zistém
Ctyrsténu ABCD v pocatku, dava pro libovolné s jednoparametricky systém
ploch, které jsou asocioviany s pravidelnym ¢tyisténem ABCD, piseme x,y, z
misto p, q,r):

24622y 4 24V32% 2 4 24V3y% 2 — 8V6y® — 16V/32° + 36222 4 36v/2y (4.9)



72 KAPITOLA 4. WALLACE - SIMSONOVA VETA

+361/222 — 18y/2 — 7295 = 0.

Pro s = 0 dostaneme mnozinu bodi P takovych, ze paty kolmic K, L, M, N
lezi v jedné roviné. Tato kubickd plocha ma vrcholy A, B,C, D jako jediné
singularni body.

Pro s # 0 vSechny kubické plochy asociované s pravidelnym ¢étyisténem ABC D
neobsahuji singularni body s vyjimkou hodnoty s = —18v/2/729. Tato hodnota
vede na kubickou plochu

6622y + 6v3122 4+ 6v3y%2 — 2V61y> — 4323 + 9v22% + 9v/2y% + 9222 = 0,
(4.10)

Ctytrsténu ABCD.

Na obr. 4.11 vidime kubickou plochu (4.9) asociovanou s pravidelnym ¢tyisté-

nem ABCD pro s = 10\/5/729.

Obrazek 4.11: Kubick4 plocha asociovand s pravidelnym ¢tyfsténem jako mno-
7ina bodt P s konstantnim objemem s = 10v/2/729 &tyisténu K LM N.

4.3.2 Zobecnéni W. — S. véty na prostorovy ¢tyiihelnik

Dalsi zobecnéni W. — S. véty do prostoru E3 spoéiva v nahrazeni Gtyfsténu
ABCD prostorovym ¢tyiftahelnikem.

Oznaéme K, L, M, N paty kolmic, které jsou po radé spusténé z bodu P na
strany AB, BC, CD, DA prostorového ¢tyitihelnika ABCD. Budeme hledat
mnozinu bodt P takovych, aby paty kolmic K, L, M, N lezely v jedné roviné.
Zvolme kartézskou soustavu soufadnic tak, aby A = [0,0,0], B = [a,0,0],
C = [b,c,0], D = [d,e, f], P = [p,q,r], K = [k1,0,0], L = [l1,l2,0], M =
[my,mg, m3], N = [n1,n9,n3]. Podminky jsou nésledujici:
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PKJ_AB<:>h1:p—k1:0,LEBC’<:>h2:lg(b—a)—c(ll—a)ZO,PLJ_
BC < hsg:(p—h)(b—a)+c(g—1l2) =0,M € CD < hy : (d—b)(ma—c)—(e—
c)(my —b)=0Ahs: (e—c)mg—(mo—c)f =0Ahg: (m1—b)f —ms(d—b) =
0,PM L CD < hy:(p—my)(d—>0)+ (g —mg)(le—c)+ (r—m3)f =0,N €
DA< hg :dng —eny =0Ahg :dng — fny =0Ahio: fng —eng =0, PN L
DA < hii: (p—n1)d+ (¢ —n2)e+ (r —n3)f =0,

K, L, M,N leZi v roviné < hys : k1l2m3—lgm3n1—k1m3n2+l1m3n2—k1l2n3+
loming + kymonsg — l1meons = 0.

Postupnd eliminace (nejprve eliminujeme nq,n9,ng, potom my, msy, ms atd.)
9 proménnych kq,...,ng v idealu (hy, ha, ..., h11, h12) dava nasledujici rovnici
kubické plochy H(p,q,r) :

H = p3(d(—a + d) — (be? + bf? — 2cde)(a — b)) + pqc(—ace + ae? — af? +
2bf?) +p?ref (—ac+2ed+2ae — 2be) + pg? (*(—ad + d* + f2) + (2cde — be?) (a —
b)) +pqr2f(cd—be)(a—b) +pr?f2(—ab+b*+c?) +q3ace(—c+e) + ¢*racf (—c+
2¢) + qrlacf? + p?(cd(a’c — cd? — 2a’e + abe + b%e + c*e — ade + bde) + (e? +
2)(a?b—b® +ac? — be? — c?d — ace + bee) ) + pg(—abed + ab®cd + ac®d + a®cd? —
Ved? — 3d? + a’c’e — a’ce? — de(b® + ¢2)(a — b) + f%(a’c — abe — b?c — c3) —
(d?2 4+ e + f?)(cd — be)(a — b)) + prf((—ab+ b% + c?)(bd + ce — d* — e? — f2) +
ac(2be + ac — 2cd — 2ae)) + q*ae(c(bd + ce — d* — € — f2) + (—c+e)(ab—b* —
c®)) + gra(cf (bd + ce — d?> — €? — f?) + f(—c+2e)(ab — b* — ¢?)) + r?af?(ab —
b? — c?) —pa(cd(acd — cd?® + c?e — (be+de)(a— b)) + (€2 + f2)((b? + ¢ —ce)(a —
b) — c2d)) + (ge +rf)a(bd + ce — d?> — €? — f2)(ab — b* — c?) = 0.

Rovnice H = 0 dava nutnou podminku pro body P = [p,q,r| tak, aby paty
kolmic K, L, M, N lezely v jedné roviné. Mizeme vyslovit vétu, [72]:

Véta 3. Necht P je libovolny bod a K,L, M, N po tadé paty kolmic z bodu
P na strany AB, BC, CD, DA prostorového ctyrihelnika ABCD. Potom
body P = [p,q,r] takové, Ze paty K, L, M, N lezi v jedné roviné spliiuji rovnici
H=0.

Poznamka:

Dokéazat, ze podminka H = 0 (v tomto obecném tvaru) je také postacujici pro
to, aby paty K, L, M, N lezely v jedné roviné, se pro vypocetni slozitost zatim
nepodaiilo. V konkrétnich pripadech (jako v dalsim piikladu) byl tento dikaz
proveden. O

Priklad 3. Pro volbu ¢ = 1,b = 0,¢c = 1,d = 0,e = 0,f = 1 dostaneme
kubickou plochu

—p2q —i—pq2 —p27’ — q27’ +pr2 + qr2 +p2 —r? —p+r=0, (4.11)
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nebo po faktorizaci
(p—r)pg—q*+pr+qgr—p—r+1)=0.

Kubicka plocha se tedy rozpadé na rovinu a jednodilny hyperboloid, obr. 4.12.
Ovéreni skutecnosti, ze (4.11) je také postacujici podminka pro to, aby paty

Obrazek 4.12: Rovina a kvadrika (p —7)(pg —q> +pr +qr—p—r+1) =0
jako mnozina bodu P s patami kolmic na hranach prostorového ¢tyrihelniku,
lezicimi v jedné roviné

K,L,M,N lezely v jedné roviné je nasledujici:

Use R::=Q[abcdefpqrk[1..3]11[1..3]1m[1..3]n[1l..3]tuv];
I:=Ideal(p-k[1],1[2](b-a)-c(1[1]-a), (p-1[1]) (b-a)+c(q-1[2]),
(d-b) (m[2]-c)-(e-c) (m[1]1-b), (e-c)m[3]-(m[2]-c)f, (m[1]1-b)f-m[3]
(d-b), (p-m[1]) (d-b)+(q-m[2]) (e-c)+(r-m[3])f,dn[2]-en[1],dn[3]-
fn[1],fn[2]-en[3], (p-n[1])d+(q-n[2])e+(r-n[3])f,a-1,b,c-1,d,e,
f-1,-p~2q+pq~2-p~2r-q~2r+pr-2+qr-2+p~2-r~2-p+r, (k[1]11[2]m[3] -
1[2Im[3]In[1]-k[1Im[3]n[2]+1[1Im[3]n[2]-k[1]11[2]n[3]+1[2]m[1]
n[3]+k[11m[2]n[3]-1[11m[2]n[3])t-1);

NF(1,I);

Odpovéd NF=0 bezprostiedné nasleduje.

Poznamky:

1) V souvislosti s pravé uvedenym zobecnénim vznika otdzka: ze Sesti hran
CtyTsténu je mozno sestavit tfi prostorové ¢tyrthelniky. Jaky je vztah odpovi-
dajicich ploch vzhledem k témto tfem moZnostem, obr. 4.127

2) Pfi shora uvedeném zobecnéni neni podstatné, Ze ¢tyfi hrany tvoii prosto-
rovy Cétyrtahelnik. Mohli bychom rovnéz vysetiovat ¢tyii mimobézné piimky
a,b,c,d a ptat se na pripad, kdy paty kolmic K, L, M, N vzhledem k bodu P
lezi v jedné roviné. Nyni je zajimavé védét, zda je rozdil, pokud dané primky
generuji regulus ¢i ne.
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3) Na obr. 4.12 se pf¥islusna kubickd plocha rozklada na kvadriku a rovinu.
V jinych ptipadech napt. ¢ = 1,b = 1,¢ = 1,d = 0,e = 0, f = 1 dostaneme
nerozlozitelnou kubiku. Pro¢? |

Wallace-Simsonova véta byla v minulosti nékolikrat zobecnéna. Dvé pravé po-
psand zobecnéni W. — S. véty byla zaloZena na vysledcich v komutativni algebre
v posledni tretiné dvacitého stoleti. S timto zobecnénim je spjata rada otazek
jako napf. vypocetni slozitost, diky které jsme nebyli schopni dokézat véty
ve tvaru nutnych a postacujicich podminek. Vypocetni slozitost rovnéz brani
dalsimu zobecnéni, napi. moznost volby libovolnych sméri pti promitani bodu
P nebo zkoumani objemu ¢tyrsténu ve druhém zobecnéni.

Mozné je rovnéz projektivni rozsifeni uvedeného zobecnéni ¢i synteticky pii-
stup.
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Kapitola 5

Pricky v mnohotuhelniku

V radé iloh elementarni geometrie jsou vySetfovany vlastnosti pricek mnoho-
thelniki jako jsou vysky, téznice, osy stran, osy thli apod. Mezi nejznamé;jsi
véty, které se zabyvaji vlastnostmi pricek patii Cevova a Menelaova véta. Dalsi
vlastnosti piicek zkoumé Eulerova véta. V této kapitole se budeme zabyvat
uvedenymi vétami a jejich zobecnénim jednak v roviné, jednak v prostoru.
Vlastnosti pricek budeme zkoumat pomoci pocitace. Touto metodou nalez-
neme i nékteré dalsi - dosud neznamé vztahy. Casto se budeme snazit vlast-
nosti pricek odvodit ¢i objevit, abychom je posléze dokazali. Vétsina tloh je
dokazana i klasickym zptisobem. K tomu slouzi velmi i¢inné aredlni metoda,
ktera je zaloZena na poméru obsaht trojuhelniki.

Na néasledujicich strankach byl uc¢inén pokus shromazdit problematiku tohoto
typu do jednoho celku.

K popisu geometrickych vlastnosti objektu je mozno v nékterych pripadech po-
uzit jednodussi afinni soustavu souradnic (nékdy se téz uziva pojem linedrni
soustava soutradnic). Vétsinou se jednd o polohové tlohy, pii nichz vySetfujeme
vzajemnou polohu bodi, pfimek a rovin, vlastnosti, pii kterych se zachovava
délici pomér a dalsi vlastnosti, které z pojmu délici pomér vychazeji, napi. po-
mér délek stran, pomér obsahu trojuhelniki apod. Pfi uziti afinnich soufadnic
"usettime” v roviné jednu proménnou, v tfirozmérném prostoru dvé proménné
atd. Tuto moznost ocenime, pokud je vypocet slozity a proménnych je piilis
mnoho. Pokud je geometrickd vlastnost invariantni vici podobnosti, mtizeme
zvolit na osach afinni soustavy souradnic vhodné délky zakladnich vektortd, a
tim se "zbavit” dal$ich proménnych.

7
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5.1 Cevova véta

V této ¢asti uvedeme vétu, kterd je velmi uziteénd a jejiz dikaz neni obtizny.
Jedn4 se o Cevovu vétu (¢éti Cevovu), kterou publikoval v roce 1678 italsky
matematik Giovanni Ceva (1648-1734). Cevovu vétu budeme formulovat po-
moci délictho poméru. Proto bude vhodné nejprve délici pomér pfipomenout.
Jsou-li A, B, C t¥i body lezici na pifimce, A # B, potom délicim pomérem bodu
C # B wvzhledem k bodum A, B, nazveme takové redlné ¢islo A, pro které plati
C — A= X\C — B). Zna¢ime A = (ABC).

Cevova véta zni:

Je ddn trojihelnik ABC a tii body A, B',C' po fad¢ na strandch BC, AC,
AB nebo jejich prodlouZeni. Potom primky AA', BB',CC' prochdzeji jednim
bodem (ktery miZe byt nevlastni) privé kdyz

(ABC")- (BCA') - (CAB') = —1. (5.1)

Ozna¢me [ = (ABC") délici pomér bodu C’ vzhledem k bodéim A, B. Analo-
gicky oznacme [y = (BCA') a l3 = (CAB'). Misto l; = (ABC') mizeme psat
[1(C" = B) =C"— A, misto Iy = (BCA’') pigeme l3(A' — C) = A’ — B a misto
I3 = (CAB') piseme I3(B' — A) = B' — C. Predpokladejme, ze G = [g1, g2] je
spoleény bod piimek AA’, BB',CC'. Pokusime se vztah (5.1) nejprve "obje-
vit” (a poté dokazat).

Zvolme afinni soustavu soufadnic tak, ze A =[0,0], B = [a,0],C =[0,¢], A" =
[p,q], B =1[0,r],C" = [s,0], obr. 5.1. Z definice déliciho poméru plynou rovnice

A=[0,0] C' B=[a0 X

Obrézek 5.1: Piimky AA’, BB',CC’ se protinaji v jednom bodé

li(s—a,0) = (5,0), l2(p,g—c) = (p—a,q), l3(0,r) = (0,7 —¢). Odtud plynou
nasledujici predpoklady:

(ABC'Y =11 & hy:li(s—a) —s =0,
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(BCAI):ZQ@hQ:lQp—p-I-a:O/\ hs :la(q—¢) —q =0,
(CABI)213@h4:l3T‘—T’+C:0,
GeAA & hs:qq1 —pg2 =0

G € BB' & hg : rgy + ags —ar =0,

GeCC & hy:cgy+sgy—sc=0.

Nejprve piedpokladejme , ze piimky AA’, BB’, CC' prochézeji bodem G. Chce-
me dokazat, ze potom plati (5.1). Podminku (5.1) odvodime z danych pied-
pokladd. V ideélu I, ktery obsahuje polynomy h1, ..., A7 budeme eliminovat
v8echny proménné, kromé vstupnich nezavislych proménnych a,c a promén-
nych [y,1s,13, které oznacuji délici poméry. V idedlu I eliminujeme proménné
p,q,7,8,91,91-

Use R::=Q[acpqrsgl[1l..2]1[1..3]];
I:=Ideal(1[1](s-a)-s,1[2]p-p+a,1[2]1(q-c)-q,1[3]r-r+c,qgl1l-pgl2],
rgl1]l+agl[2]-ar,cgl1]+sg[2]-sc);

Elim(p..g[2]1,1I);

Vychézi jediny polynom ac(lyl2l3 + 1). Piedpokladejme, ze a # 0,c¢ # 0, tj.
v trojahelniku ABC je A # B, A # C a zkoumejme, zdali l1l5l3 +1 = 0 je
hledand podminka.

Use R::=Q[acpqrsgll..2]1[1..3]t];
I:=Ideal(1[1](s-a)-s,1[2]p-p+a,1[2]1(q-c)-q,1[3]r-r+c,qgl1l-pgl2],
rgl1]l+agl[2]-ar,act-1,cgl1]+sg[2]-sc);

NF(1[1]11[2]11[3]1+1,1);

Normélni forma je rovna 0 a implikace plati.

Obdobné dokdzeme opa¢nou implikaci. Pfedpoklddejme, Ze pro body A’, B', C’
plati podminka (5.1). Chceme dokézat, ze piimky AA’, BB', C'C" prochézeji
jednim bodem. Pfedpokladejme, Ze G je spoleény bod pfimek AA’', BB'. Do-
kazeme, 7ze G lezi také na piimce C'C’, tj. ze plati cg; + sga — sc = 0. Dale
predpokliadame, na zakladé predchozi implikace, Ze ac # 0.

Use R::=Q[acpqrsgll..2]1[1..3]t];
I:=Ideal(1[1](s-a)-s,1[2]p-p+a,1[2]1(q-c)-q,1[3]r-r+c,qgl1]-pgl2],
rgl1]+ag[2]-ar,act-1,1[1]11[2]1[3]+1);

NF(cgl[1]l+sgl[2]-sc,I);

Vyjde NF=0. Tvrzeni Cevovy véty je timto dokdzano (a objeveno).

Poznamky:

1) Podminka (5.1) se ¢asto uvadi té7 ve tvaru
lAC'| |BAl GBI
IC"B|||ACll [|B"A|

1, (5.2)
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kde ||[AC'|| znali orientovanou vzddlenost bodi A, C" atd. Orientovand vzda-
lenost || XY|| bodi XY nebo téZ orientovand délka tsecky XY je (neoriento-
vana) vzdilenost | XY'|, opatfend znaménkem + nebo minus —. Prohlasime-li
na piimce XY smér (orientaci) od X do Y za kladng, potom je || XY || = | XY
a |YX| = —|XY]. V kazdém ptipadé plati | XY|| = —||Y X||. Je-li napf. Z
vnitini bod tsecky XY, potom je pomér || XZ||/||ZY || kladny, lezi-li bod Z
vné tsecky XY potom je pomér | X Z||/||ZY || zaporny.

2) Vyjadreni (5.1) pomoci déliciho poméru je pro ditkaz pomoci poéitace vhod-
néjsi. V analytickém zapisu délictho poméru se totiz vyskytuji pouze polynomy
1. stupné, na rozdil od vzdalenosti, kde se vyskytuji odmocniny a soucty dru-
hych mocnin.

3) Vztahy (5.1) a (5.2) jsou ekvivalentni nebot

[ACT]|

_ _IBAY]
lc'B|I”

lacy’

_leB|
1574

(ABC') = (BCA") = (CAB') =

O

Casto se setkdvame se situaci, kdy potiebujeme rozhodnout, zda né&jaké tii
pricky v trojihelniku prochézeji spole¢nym bodem. Cevova véta je prostied-
kem, ktery umoznuje rychlé reseni. Sta¢i pouze ukézat, ze pro délici poméry
l1,12,13 plati vztah (5.1) nebo (5.2). Uvedeme nékolik piiklad:

Mvey

a) Téznice trojihelnika maji spolec¢né tézisté, nebot délici pomér stedu strany
je roven —1. Tedy ll = lg = l3 =—-1la 111213 =—1.

b) Osy uhlu trojihelnika se protinaji v jednom bodé — ve stfedu kruznice ve-
psané, nebot osa thlu déli protdjsi stranu trojihelnika ve stejném poméru jako
je pomér prilehlych stran. Tedy I; = —a/b,ly = —b/c,l3 = —c/a, kde a,b,c
jsou délky stran AABC. Odtud opét l1lol3 = —1.

c) Skutecnost, ze se vysky trojihelnika protinaji v jednom bodé, lze nahléd-

nout podle Cevovy véty takto, obr. 5.2. Trojihelniky ACA’ a BCB' jsou

. CB BB . . |Ac cc'|  |BA! AA!
podobné, proto ||A’C’|| = ‘\AA'||' Obdobné plati \|B’A‘| = “BB,", |‘C,B|‘ = ||CC,||.
Odtud

JAC'| B [CB| _ ICB'll IAC ||BAY _
ICBl " [AC| B4l T [&C] 54| 7B
_ BB llec'| jAA _
A4 BB 6]

1.

Nyni ukdzeme klasicky dikaz Cevovy véty. Misto podminky (5.1) budeme
uvazovat podminku (5.2). Vétu dokdzeme pomoci tzv. aredini metody [31], ve
které se pouzivaji poméry obsahi trojihelniki. Vyuzijeme zndmé skutecnosti,
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Obrazek 5.2: Vysky trojihelnika prochézeji tymz bodem

7e maji-li dva trojuhelniky spolecnou zakladnu, potom pomér jejich obsaht
je roven poméru odpovidajich vysek, obr. 5.3. Pomér (neorientovanych) délek

Obrézek 5.3: Areilni metoda

|AC|/|CB| je roven poméru obsahi trojihelnikii C'C"A a C'C" B, kde C’',C"
jsou dva libovolné body primky, kterad prochazi bodem C. Pomér obsaht troj-
thelnikia C'C" A, C'C" B je totiz roven poméru jejich vysek na spole¢nou za-
kladnu C'C" a ten je roven poméru délek |AC|/|CB].

Takto mizeme dokonce vyjadfit i délici pomér (ABC') nebo pomér orientova-
nych délek ||AC||/||CB||, musime ovSem misto obsahu pouzit tzv. orientovany
obsah. Orientovany obsah trojihelnika ABC je kladny, postupujeme-li po ob-
vodu trojuhelnika od vrcholu A do B a C proti sméru hodinovych rucicek,
tj. ve sméru kladném. Postupujeme-li od A do B a C ve sméru hodinovych
rucicek, orientovany obsah trojihelnika ABC bude zaporny.

Pomér orientovanych obsahti trojuhelniki C'C" A a C'C"B na obrazku 5.3
vlevo je roven délicimu poméru (ABC). Obsah AC'C" A je totiz kladny, pro-
toZe se pii pohybu po obvodu trojihelnika z C' do C" a dale do A pohybujeme
proti sméru hodinovych ruci¢ek. Naproti tomu orientovany obsah trojuhelnika
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C'C"B je zipornyg, nebot pii pohybu z C’ do C” a do B se pohybujeme
ve sméru hodinovych ruc¢i¢ek. Vysledny pomér obsahti trojtihelnikii C'C" A,
C'C"B je tedy zaporné Cislo, coz je v souladu s délicim pomérem (ABC),
protoze bod C je uwvnitr isecky AB. Na obr. 5.3 vpravo maji oba trojihelniky
C'C"A, C'C"B kladny obsah a tedy i pomér obsahii trojuhelniki C'C" A,
C'C"B je kladny, coz je v souladu s polohou bodu C, ktery je wné tsecky
AB a délici pomér (ABC) je kladny. Obsah trojthelnika ABC budeme znagit
|ABC|, zatimco orientovany obsah [|[ABC/|.

Vratme se nyni ke klasickému dikazu Cevovy véty. Nejprve predpokladejme,
ze se piimky AA', BB', CC’ protinaji v bodé G. V nasem piipadé podle are-
4lni metody plati, obr. 5.1:

IACT] _ [[CAG]]
IC'Bll IBCG’

kde ||AC'C|| znagi orientovany obsah trojihelnika AC'C, atd. Obdobné se
ukaze, ze plati

IBAY _ |ABG|  [ICB|| _ |BCGI
el cAa] IB"All [|ABG]

Tedy

JAC|l IBA'| |CB'l _[[CAG| ||ABG| |IBCG||

- =1.
IC"BI|[[A"Cl [|B'All - IBCG| ICAG] [|ABG]

Ukézali jsme, Ze (5.2) je podminka nutna.

Nyni ukdzeme, Ze podminka (5.2) je i postacujici, tj. Ze z platnosti (5.2)
plyne, 7e se piimky AA’, BB', CC' protinaji v jednom bodg. Diikaz provedeme
sporem. Predpokladejme, Ze plati (5.2) a déile predpokladejme, ze se p¥imky
AA', BB',CC' v jednom bodé neprotinaji. Necht AA’, BB’ se protinaji v bodé
G. Bodem G vedeme piimku C'G, kterd protind stranu AB v bodé C" # C'.
Podle prvni, dok4dzané ¢asti véty, aplikované na p¥imky AA’, BB', CC" plati

lAc"| |BA ICB

= 1.
B lACll 1B All

Porovnani s predpokladem (5.2) dava

1AC”] _ [ACT]
Bl ¢8|

Odtud C" = C" a to je spor. O
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Poznamka:

Cevovu vétu jsme dokdzali pro pripad, kdy spoleény bod G piimek AA’, BB’,
CC’ je vlastnim bodem. V pi¥ipadé, 7e jsou piimky AA’', BB',CC' navzijem
rovnobézné bychom postupovali obdobnym zptisobem. O

5.1.1 Zobecnéni Cevovy véty

Zabyvejme se zobecnénim Cevovy véty na rovinny pétitihelnik [32].

Necht ABCDE je rovinng pétiihelnik a necht M je libovolng bod roviny pétii-
helnika. Oznacme po tadé My, Mo, M3, My, My priseciky primek AM, BM,CM,

DM,EM se stranami CD,DE,EA, AB, BC nebo jejich prodlouZenim. Jakij
vztah plati mezi délicimi poméry (CDM,), (DEMs), (EAMs), (ABM,), (BCM;5)?

Zvolme afinni soustavu soufadnic tak, ze A = [0,0], B = [1,0], C = [z,y],
D = [U,U], E = [07 1]7 M, = [klakZ]a M, = [11712]7 M; = [OamZ]a M, = [711,0],
My = [o01,09], M = [p,q], obr. 5.4. Uvazované délici poméry oznacime d; =

Obrazek 5.4: Cevova véta pro pétithelnik

(CDMy),dy = (DEM>),ds = (EAM3),dy = (ABM,),ds = (BCMs3). Plati
nasledujici vztahy:

My € CD < hy : kiy 4+ 2v + kou — yu — kv — kox = 0,My € DE < hy :
llv+u—l1—lgu:0,M5EBC@hg:y+02x—01y—02:0,d4:(ABM4)(:>
h4:d4(n1—1)—n1:0,d5:(BC'M5)<:>h5:d5(01—x)—01+1:0/\h6:
d5(02—y)—02 = 0,d1 = (CDMl) -~ h7 : dl(kl—u)—k1+I = 0/\h8 :
dl(kQ—U)—k2+y = 0,dy = (DEMQ) S hg doly — 11 +u = 0A hy :
d2(l2—1)—l2+1):0,d3:(EAM3)<:>h11:d3m2—m2+1:0,MEAM1<:>
hig : kig —kop =0, M € BMy < hi3 : lo+1l1g—lsep —q=0,M € CM3 &
hia : py + mox —mop —qzx = 0,LM € DMy < his : pv +n1q — nv — uq =
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0,M € EMs5 < hig: p+ 01 — 01 — o2p = 0.

Videalu I = (hy,ha, ..., hig) postupné eliminujeme v8echny proménné kromé
di,do,...,ds. Tj. nejprve eliminujeme proménné ki, ko,l1,l; ze vSech vyrazi,
které tyto proménné obsahuji. K ziskanému elimina¢nimu idedlu pfidame po-
lynomy, které obsahuji proménné my, mo, ni,no, 01,09 a tyto proménné elimi-
nujeme. Nakonec eliminujeme zbylé proménné x,y, u, v, p, q. Dostaneme pod-
minku

(CDM,) - (DEMs) - (EAM3) - (ABMy) - (BCMz) = —1.  (5.3)

Pfi ovéfovani, zda nalezend podminka (5.3) vyhovuje zadéni, narazime na
ptipad p + ¢ = 1, tj. body B, E, M lezi v ptimce, My = E a délici pomér
DEM, neni definovan. Tento pripad je nutno vyloudit.

Use R::=Q[xyuvpgk[1..2]1[1..2Im[1..2]In[1..2]0[1..2]1d[1..5]tr];
I:=Ideal (k[1]y+xv+k[2]u-yu-k[1]v-k[2]x,1[1]v+u-1[1]1-1[2]u,
dl1] (k[1]1-u)-k[1]+x,d[1] (k[2]-v)-k[2]+y,1[2]+1[11q9-1[2]p—-q,
d[211[1]1-1[1]+u,d[2] (A [2]1-1)-1[2]+v,k[1]1g-k[2]p,y+o[2]x-o[1]y
-o[2],d[4] (n[1]1-1)-n[1]1,d[5](o[11-x)-0[1]1+1,d[5](o[2]-y)-o[2],
d[31m[2]-m[2]+1,py+m[2] x-m[2]p-gx,pv+n[1]lgq-n[1]v-uqg,p+o[1]1g-
o[1]-o[2]p, (p+tq-1)r-1,(d[1]1d[2]1d[3]1d[4]1d[5] + 1)t-1);

NF(1,I);

Odpovéd 0 dokazuje nésledujici zobecnéni Cevovy véty [32]:

Necht ABCDE je rovinng pétiihelnik a necht M je libovolny bod roviny péti-
thelnika. Necht My, My, M3, My, My jsou po Tadé priseciky primek AM, BM,
CM,DM,EM se stranami CD,DE,EA, AB, BC. Potom plati

(ABMy) - (BCMs) - (CDM;) - (DEMs) - (EAM;) = —1.  (5.4)

Poznamka:
Podminka (5.4) je ekvivalentni podmince

[AMu|| |BMs|| [ICMy|| |[DMs|  [[EMs||
|MyB| ||MsC|| || M D] | ME| |M3A|

1. (5.5)

O

Je zfejmé, ze véta obricend k pravé vyslovené vété pro pétithelnik na rozdil
od Cevovy véty pro trojuhelnik, neplati. Analogii vyslovime v ponékud slabsi
formé, viz [32]:

Prochazeji-li ¢tyri pricky AMy, BMsy, C M3, DMy pétiihelnika ABCDE bodem
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M a plati-li (5.8), potom prochdzi timto bodem i piicka EMs.

Dikaz pomoci pocitace je obdobny dikazu Cevovy véty pro trojuhelnik. Pti
stejném znaceni stac¢i ukazat, ze polynom hig : p + 01 — 01 — 09p je prvkem
idedlu J = (hy,ho,...,h15). Za predpokladu, ze y # 0, tj. vrcholy A, B,C
nejsou kolinedrni, vyjde N F'(hyg,J) = 0.

Klasicky ditkaz Cevovy véty pro pétitthelnik provedeme pomoci aredlni me-
tody. Predpokladejme, ze My, Ms, M3, M4, M5 jsou po tadé priiseciky pii-
mek AM, BM,CM, DM, EM se stranami CD, DE, EA, AB, BC pétithelnika
ABCDE, obr. 5.5. Plati

Obrazek 5.5: Cevova véta pro pétithelnik - klasicky dikaz

|AM|| _ |[DAM| |BMs|| _ |EBM| |[CMy| _ [ACM]
13,3 ~ |BDM|" |M501| ~ [CEM| |MiD|| ~ [DAM|’

|DMy|| _ |BDM| |EM;|| _ [CEM|
I3E|| = |EBM| |[MA] ~ [ACM]|

Tedy dostaneme

[AMy|| |BMs|| [CMy|| IDMaf| [|[EMs]|
|MyB| ||M5C| || M D] | ME| |M3A|

|DAM|| |EBM| |ACM|| |BDM| [CEM] _
|BDM]|| |CEM]| | DAM| |[EBM|| [ACM|

coz je podminka (5.5). Véta je dokdzana.

L,

Poznamka:
Pravé dokazana véta je specidlnim pripadem véty, kterou publikovali v roce
1995 B. Griinbaum a G.C. Shephard v [32]. O
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5.2 Menelaova véta

Menelaova véta (Menelaos, 1. stol. n.l.) je zndmou vétou elementarni geometrie
v roviné. Jeji znéni je nasledujici:
Necht A', B',C" jsou po radé t¥i body na strandch BC,CA, AB trojihelnika
ABC. Potom body A', B',C" lezi na jedné piimce priveé kdyZ plati

(ABC") - (BCA")- (CAB') = 1. (5.6)

K tomu, abychom vétu dokézali, zvolme afinni systém soufadnic takto: A =
[0,0], B = [a,0],C = [0,b], A" = [p,q], B" = [0,7],C" = [s,0], obr. 5.6. Déle

Obréazek 5.6: Menelaova véta

ozna¢me l; = (ABC") délici pomér bodu C’ vzhledem k bodim A, B a ana-
logicky Iy = (BCA') a l3 = (CAB'). Odtud dostaneme podminky hy : I1(s —
a)—s=0, ho:lop—p+a=0, hg:la(q—b) —q=0, hy:lsr —r+b=0.
Ukézeme, Ze (5.6) je podminka nutni. Body A’, B, C’ jsou kolinedrni pravé
kdyz plati hs : pr +qs — rs = 0. Zavér tvrzeni ma tvar c : l1lol3 — 1 = 0. Pred-
pokladejme jesté, ze ab # 0. Normalni forma polynomu ¢ vzhledem k idedlu
T = (hi,ho, hs, ha, hs)

Use R ::= Q[abrspqll[l..3]1t];
I:=Ideal(1[1](s-a)-s,1[2]p-p+a,1[2](g-b)-q,1[3]r-r+b,abt-1,
pr+gs-rs);

NF(1[1]11[2]1[3]-1,1);

je rovna nule, tedy (5.6) je podminka nutnid. Obdobné se ukaze, ze (5.6) je i
podminka postacujici. Menelaova véta je dokazana.
O
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Poznamka:
Podminka (5.6) se uvadi téz ve tvaru

[ACT] IBAY ICB]| _

=_1. 5.7
\'B [AC] B (5:7)

kde || XY|| znali orientovanou vzddlenost bodi XY. O

Ukazme si nyni klasicky dtikaz, ktery provedeme pomoci aredlni metody, obr.
5.7. Predpokladejme, Ze piimka p protind strany trojihelnika AB, BC,CA po
fadé v bodech C’, A', B'. Ukéazeme, 7ze potom plati (5.7). Uvazované poméry z

Obrazek 5.7: Dikaz Menelaovy véty pomoci aredlni metody
(5.7) vyjaddiime pomoci pomért obsaht trojihelnikti B'C'A, B'C'B a B'C'C.
V&imnéte si, ze vSechny tii trojuhelniky maji spole¢nou stranu B'C’. Plati

[ACT] _ lIC"B'A|
lc'Bll -~ |IB'C'B|’

kde ||AC'B'|| zna&i orientovany obsah trojihelnika AC’' B’ atd. Podobné plati

IBAYl _ |B'C’'B| |ICB'|| _ |IB'C'C|
lacl— lleBal IB'All — |C'B' Al

Odtud

[ACT IBA'| B _ [[C"B'A|l |B'C'B| |B'C'Cl _

= = 1.
"Bl lACll [|B" Al [IB'C'B| [|C"B'C| [|C"B'A]

Obracené lze pomoci dikazu sporem, obdobné jako u Cevovy véty, dokizat,
7e z platnosti (5.7) plyne, ze body A’, B',C" jsou kolineéarni.
O
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Poznamka:

1) Vsimnéte si, ze pouzijeme-li ve vzorcich (5.2) a (5.7) misto orientovanych
délek délky neorientované, potom nutnid podminka pro obé véty, Cevovu i
Menelaovu, zni stejné, totiz

|AC'| |BA'| |CB'|
|C'B| |A'C| |B'A|

1. (5.8)

Podminka (5.8) je postacujici pro to, aby se pfimky AA’, BB', CC’ protinaly
v jednom bodé nebo aby body A’, B',C' lezely na jedné piimce. K tomu,
abychom obé véty odlisili potfebujeme jemnéjsi vyjadieni nez (5.8). Proto jsme
pouzili vyjadieni pomoci délictho poméru nebo orientovanych délek. Zatimco
délici pomér urcuje polohu bodu na primce jednoznac¢né, vyjadieni pomoci
poméru vzdalenosti jednoznaéné neni. Plati totiz |[(ABC")| = %.
2) Pomoci Cevovy a Menelaovy véty lze dokazat napt. Pappovu, Desarguesovu
¢i Pascalovu vétu, které jsou zdkladnimi vétami projektivni geometrie, viz [5].
D

5.2.1 Zobecnéni Menelaovy véty

Zobecnéni Menelaovy véty provedeme dvojim zptusobem. Nejprve si ukidzeme
jeji zobecnéni pro rovinny ¢tytihelnik. Ve druhé ¢asti této kapitoly Menelaovu
vétu zobecnime na prostorovy ¢tyiihelnik. Budeme resit nésledujici problém:

Je dan rovinnyg étyiihelnik ABCD a na jeho strandch AB, BC,CD, DA nebo
na jejich prodlouZeni po 1ade body K, L, M, N. Predpokladejme, Ze body K, L,
M, N jsou kolinedrni. Urcete jakou podminku spliugji délici poméry (ABK),
(BCL), (CDM), (DAN).

Ozna¢me p; = (ABK), po = (BCL), p3 = (CDM), ps = (DAN) a zavedme
afinni soustavu souradnic tak, aby A = [0,0], B = [a,0],C = [b,¢c|, D = [0,d],
K = [k1,0], L[l1,12], M = [my1, ma], N = [0,n2], obr. 5.8. Situaci miZeme ana-
lyticky popsat nasledujicim zpisobem:

L e BC < hy:lictlaa—ac—Ilsb=0,M € CD < hs : mic+bd—mid—msb =
0,p1 = (ABK) -~ h3 Zpl(k‘l — a) — kl = 0,p2 = (BCL) = h,4 :pg(ll — b) —
li1 +a =0A hs :pQ(lg—C)—lg =0,p3 = (CDM) < hg i psmy —mp +b=
OAh7 :p3(mg —d) —mg+c=0,py = (DAN) & hg : pyng —ne +d =0,
K,L,M,N jsou kolinedrni < hg : kils 4+ lymo — lomy — kyms = 0 A hyg
kllg + llng - klng =0.

Eliminaci vSech proménnych kromé a, b, ¢, d, p1, p2, p3, ps videdlu I = (hq, ha, . ..

hio) dostaneme podminku ac(p1papsps — 1) = 0. Predpokladejme, Ze ac # 0,
tj. A # B a A, B, C nejsou kolinearni. Potom
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 A=[0,0] K B=[a,0] X

:

Obrazek 5.8: Menelaova véta pro ¢tyitihelnik

Use R::=Q[abcdk[1..2]1[1..2]m[1..2]n[1..2]p[1..4]1¢t];
I:=Ideal(1[1]c+1[2]a-ac-1[2]b,m[1]c+bd-m[1]1d-m[2]b,p[1] (k[1]-a)
-k[1],p[2] (1[1]1-b)-1[1]+a,p[2] (1 [2]-c)-1[2],p[31m[1]-m[1]+b,p[3]
(m[2]-d)-m[2]+c,p[41n[2]-n[2]+d,k[111[2]+1[11m[2]-1[2]m[1] -k [1]
m[2] ,k[111[2]+1[11n[2]-k[1In[2] ,ac(p[1]lp[2]p[3]p[4]1-1)t-1);
NF(1,I);

normélni forma polynomu pipopsps — 1 je rovna nule. Dokazali (a znovuobje-
vili) jsme néasledujici zobecnéni Menelaovy véty pro ¢tyithelnik v roving [32]:
Je dan rovinnyg étyiihelnik ABCD a na jeho strandch AB, BC,CD, DA nebo
na jejich prodlouZeni po radé body K, L, M, N. Predpokladejme, Ze body K, L,
M, N jsou kolinedrni. Potom plati

(ABK) - (BCL) - (CDM) - (DAN) = 1. (5.9)

Také rovnost (5.9) dokazeme klasickym zptisobem pomoci aredlni metody. Za-
roven naznacime zpusob jak dokazat analogii Menelaovy véty pro libovolny
n-thelnik. Pritom si uvédomime ”silu” aredlni metody.

Budeme predpokladat, ze primka p protina strany AB, BC,CD, D A ¢tyiahel-
nika po fadé v bodech K, L, M, N, obr. 5.9. DokaZzeme, ze potom plati

JAK| |BL| M| |DN] _
|KB| L] |MD| |VA]

1. (5.10)

Plati vztahy

IAK] _ _[IKLA| IBL|| _ _|IKLB]
KB |KLB|"  [ILC|  [KLC|’
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Obrézek 5.9: Menelaova véta pro ¢tyruhelnik

IcM| _ [[KLC| IDN]| _ |KLD||
|MDI|  ||[KLD| INA|l  [[KLA]|
Odtud dostaneme
JAK| IBLI llcM| |DN| _ |KLA| |KLB| |KLC| |KLD|

= =1.
IKB| [[LC| [MD| (INA|  [IKLB|| [[KLC| |KLD| [KLA|
Poznamka:
Vztah (5.9) je specidlnim pfipadem véty, kterou publikovali B. Griinbaum a
G.C. Shephard v roce 1995, viz [32]. 0

5.2.2 Zobecnéni Menelaovy véty v prostoru

V dalsi ¢asti Menelaovu vétu zobecnime do prostoru. Zobecnéni provedeme
pro prostorovy ¢tyruhelnik. Budeme hledat podminku pro to, aby ¢tyfi body
na stranich prostorového cétyruhelnika ABCD lezely v jedné roviné.

Je ddn prostorovy cétyiihelnik ABCD a na jeho strandch AB,BC,CD, DA
nebo na jejich prodlouzeni po Fadé body K,L,M,N. Najdéte nutnou a posta-
¢ujici podminku pro délici poméry (ABK),(BCL),(CDM),(DAN) tak, aby
body K,L,M,N lezZely v jedné rovine.

Zvolme linearni soustavu soufadnic tak aby A = [0,0,0], B = [b,0,0], C =
[0,0,0], D = [0,0,d], K = [kl,0,0], L = [ll,lg,()], M = [O,mg,mg], N =
[0,n2,0], , obr. 5.10. Délici poméry ozna¢me p; = (ABK), p» = (BCL),
ps = (CDM), ps = (DAN). Plati nasledujici vztahy:

LEBC@C(ll—b)-Fle:O,

M € CD < ¢(m3 —d) +dmy =0,
plz(ABK)ﬁpl(kl—b)—kl :0,
pgz(BCL)<=>p2[1—11+b:0/\p2(12—6)—12:0,
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Obrazek 5.10: Menelaova véta v prostoru

p3 = (CDM) < p3mo — Mo + ¢ = 0/\p3(mg —d) —mgz =0,
pa = (DAN) & pang —n3 +d =0,
K,L,M,N v jedné roviné < kiloms + kymaonsg — k1lang — lymeng = 0.

V programu CoCoA

Use R::=Q[bcdk[1..3]1[1..3Im[1..3]In[1..3]p[1..4]1];
I:=Ideal(c(1[1]1-b)+b1[2],c(m[3]-d)+dm[2],p[1] (k[1]1-b)-k[1],
pl[211[11-1[1]1+b,p[2]1 (1 [2]1-¢c)-1[2],p[3Im[2]-m[2] +c,p[3] (m[3]1-d)
-m[3],p[4]1n[3]-n[3]+d,k[1]11[2]m[3]+k[1]Im[2]n[3]-k[1]11[2]n[3]-
1[1Im[2In[3]);

Elim(k[1]..n[3],I);

dostaneme rovnici bed(pypopsps — 1) = 0. Za predpokladu, ze bed # 0 dosta-
vame jedinou podminku
p1p2p3ps = L. (5.11)

Rovnost (5.11) je tedy nutnd podminka pro to, aby body K, L, M, N lezely v
jedné roviné.

Ovéfime, zda (5.11) je i podminka postacujici.

Use R::=Q[bcdk[1..3]11[1..3Im[1..3]n[1..3]p[1..4]1¢t];

I:=Ideal(c(1[1]1-b)+b1[2],c(m[3]-d)+dm[2],p[1] (k[1]-b)-k[1],
pl[211[1]1-1[1]1+b,p[2]1 (1 [2]-c)-1[2],p[3Im[2]-m[2]+c,p[3] (m[3]
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-d)-m[3],p[4In[3]-n[3]+d,bcdt-1,p[11p[2]1p[3]1p[4] - 1);
NF(k[1]11[2]m[3]+k[11m[2]n[3]-k[1]11[2]In[3]-1[11m[2]n([3],I);

Odpovéd 0, tj. podminka (5.11) je postacujici. Dokézali jsme vétu:

Je dan prostorovy ctyruhelnik ABCD a na jeho strandich AB,BC,CD,DA
po tade body K,L,M,N. Body K,L, M, N lezi v jedn€ roviné prave kdyz plati
rovnost

(ABK) - (BCL)-(CDM) - (DAN) = 1. (5.12)

Poznamka:

1) Pfi dikazu predchozi véty pomoci pocitace jsme mohli v afinni soustavé
soutfadnic zadat vrcholy prostorového ¢tyitihelnika ABC D takto: A = (0,0, 0],
B = [1,0,0], C = [0,1,0], D = [0,0,1] misto A = [0,0,0], B = [b,0,0],
C =10,¢,0], D =[0,0,d].

2) Vyrazy typu pipapsps, které se vyskytuji v Cevové a Menelaové vété, se
nazyvaji cyklické souciny, viz [32]. 0

5.3 Eulerova véta

Nésledujici véta je zobecnénim zndmé vlastnosti téznic trojihelnika. Jestlize
AA", BB',CC' jsou téznice v trojihelniku ABC potom, |GA'|/|AA’| = |GB'|/|BB'|
= |GC'||CC'| = 1/3, tedy plati rovnost

|GA’| |GB'| |GC|

=1 5.13
|AA'|  |BB'| |CC"| ’ (5.13)

Ve

MV

v (5.13) orientované délky, potom véta plati pro vSechny body roviny troja-
helnika, pro které je vztah definovan.

Dokazeme vétu, kterou publikoval L. Euler v roce 1812 v [22], kterd vSak byla
prijata k publikaci jiz v roce 1780, jak uvadi G.C. Shephard [90].

Eulerova véta zni:

Necht G je libovolny bod v roviné trojuhelnika ABC a necht pfimky AG, BG,CG
protinaji po radé strany BC,C A, AB nebo jejich prodlouZeni v bodech A’, B',C',

potom plati
IGA'| | IIGB]  IGC| _

+ + =
Al |BB| e

Véta skuteéné pochézi od L. Eulera, viz [22], [30], na rozdil od [8], kde je
uveden jako autor J.D. Gergonne v roce 1818.

1. (5.14)
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Obrazek 5.11: Eulerova véta

Protoze tvrzeni m4 tvar souctu, nazyvaji se vyrazy (5.13),(5.14) cyklicke soucty,
viz [32]. Protoze budeme vySetfovat poméry délek tisecek, je opét vhodné uziti
afinni soustavy soutadnic, obr. 5.11. Nejprve Eulerovu vétu dokazeme pomoci
pocitace.

9 GA oy P , , , ||lGA’
Oznaéme k1 = H 1 A’H' Potom mizeme podil orientovanych vzdalenosti H 1 A’H

vyjadrit jako délici pomér ky = (GAA') a psat k(A" — A) = A" — G. Analo-
gicky ky = 1550 = (GBB") a kao(B' = B) = B' = G, ks = [l2] = (GCC) a
k3(C"—C)=C"—-Q@a.

Pfi volbé afinni soustavy souradnic jako na obr. 5.11 ozna¢me A = [0,0], B =
[2,0],C = [0,y], A" = [p,q], B' = [0,7],C" = [5,0],G = [g1, g2]-

Plati ki1(p,q) = (p — 91,9 — 92), ko(—=,7) = (—g1,7 — g2), ka(s,—y) =
(s — g1, —g2). Predpoklady jsou

hi : kip—p+g1 =0, ho : kig—q+g2 =0, hg : —kaz + g1 = 0, hy :
kor —r4+go =0, hs : k3s —s+ g1 = 0, hg : —ksy + go = 0. Déale plati:
A e BC& hy:py+qr—xy=0.

Chceme dokézat, 7e plati c: ki + ko + k3 = 1.

Pokusime se formuli (5.14) objevit. V idedlu I = (hq,ho,...,h7) eliminujeme
proménné b,q,7,8,91,92-

Use R::=Q[xypqrsgll..2]k[1..3]];
I:=Ideal(k[1]p-p+gl[1],k[1]1q-q+g[2],-k[2]x+g[1],k[2]r-r+g[2],
k[3]s-s+g[1],-k[3]y+g[2],py+xq-xy);

Elim(p..gl[2],I);
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Vyjde jediny polynom zy(ki 4+ ko + k3 — 1). Budeme predpokladat, ze zy # 0,
tj. A # B, A # C. Potom

Use R::=Q[xypqrsgll..2]1k[1..3]t];
I:=Ideal(k[1]p-p+gl[1],k[1]1q-q+g[2],-k[2]x+g[1],k[2]r-r+g[2],
k[3]s-s+g[1],-k[3]y+g[2] ,xyt-1,py+xq-xy);
NF(k[1]+k[2]+k[3]-1,1);

je normélni forma polynomu ki + ko + k3 — 1 rovna nule. Ukazali jsme, Ze vztah
(5.14) plati. Eulerova véta je dokdzana. 0

Poznamka:
Vzorec (5.14) je ekvivalentni vztahu

1AG] | BGI | llcall _
A4t BB o

2. (5.15)

Toto plyne z
1AG| | IBG| | lleG| _

A4 BB eet
[AA"| = |GA"| | BB —[lGB'| | CC]| = lGC|
| AA"] I1BB'| iferedi

|GA | IGB Gl
At BB - lec

V [8] je uvedeno, 7e vztah (5.15) publikoval v roce 1818 J.D. Gergonne.

=3 (

)=2.

Nésledujici vztah publikoval L. Euler v roce 1780, viz [22], [89]:

Je dan trojuhelnik ABC' a libovolny bod G roviny trojuhelnika, ktery nelezi na
strandch trojihelnika ABC. Potom plati:

1AG] lBGl  CG]l 1AGI | IBGI | lICG]

: : = + + + 2. (5.16
\GA e e ~ eaT T es T e (5.16)

Zde opét || XY|| znamend orientovanou vzdalenost. Existuje fada vztah pro
sou¢in poméri vzdalenosti typu, ktery je na levé strané (5.16). Rovnéz existuji
vzorce pro soucet poméri vzdalenosti. Vzorec (5.16) je jednim z méla, ktery
dava do vzajemného vztahu soucet i soucin, viz [32]. Pokusime se vzorec (5.16)
objevit.

Vidime, Ze se opét jednd o poméry vzdalenosti bodti na piimce, tedy jde o
problém afinni geometrie a miZzeme proto volit afinni soustavu souradnic. Pti
stejném oznaceni jako v predchozim prikladu plati vztahy: k1 (p —g1,9—g2) =
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(91,92), k2(=g1,92 —7) = (91 — %,92), ks(s — g1,—92) = (91,92 — y). Déle
predpokliadame, %e body A, B, C lezi v piimce, tj. sy—sgo —yg1 = 0. Eliminace
proménnych p,q, 7, s, g1, g2 dava

Use R::=Q[xypqrsgll..2]k[1..3]];

I:=Ideal(k[1] (p-g[11)-gl[1]1,k[1](a-g[2])-g[2],-k[2]1g[1]-g[1]+x,
k[2] (gl2]-r)-g[2],k[3] (s-g[11)-gl[1],-k[3]1g[2]-g[2]+y,py+xq-xy);
Elim(p..gl[2],I);

jediny polynom zy (k1 koks —ki1 —ko—ks—2). Odtud p¥i volbé 2y # 0 dostaneme

Use R::=Q[xypqrsgll..2]1k[1..3]1t];

J:=Ideal(k[1] (p-gl[1])-g[1],k[1](g-g[2])-g[2],-k[2]g[1]-g[1]+x,
k[2] (g[2]-r)-g[2],k[3] (s-g[1])-g[1],-k[31g[2]-g[2]+y,xyt-1,
Py+xXq-xy);

NF(k[1]1k[2]1k[3]-k[1]-k[2]-k[3]-2,J);

Vysledek 0 znamena, Ze plati (5.16).

Ukézeme si nyni dikaz vztahu (5.16) aredlni metodou [39], [32], obr. 5.11.
Oznadme orientované obsahy trojuhelniki ABG, BCG,CAG po tadé p =
|ABG||,q = ||BCG||,r = ||CAG]||, obr. 5.12. Plati

Obrézek 5.12: Eulerova véta - klasicky dikaz

IAG| _ |AAL = [GA'| _ [AX] | _pta+r | _ptr oo
IGA| IGA IGA q q
Analogicky
BG caG
IBGI _ptq [0G] _atr 518)

Gl v TNGC p
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Tedy
[AG IBGI NCGI _p+r p+qg g+ _
IGA| |GB'|| GC| q r p
_ r +12q + r’p + p’r + p*q + ¢*p + 2pqr _
pgr
+7r + +r AG BG CG
_ptr phe atr 4G IBGL CGI
q r p |cA| - lGB| G
Véta je dokdzana. |

Pomoci vztahi (5.17) a (5.18) snadno dokdzeme (5.14) klasickym zpusobem.
Plati totiz

IGAN ¢ GB _ _ r  GC_ p
[AA| p+q+r BB pt+q+r’|CC ptq+r

a odtud
IGA" | IGB'| | IGC _ «q ro._r
|AA| BB |CC| p+q+r ptgtr pHqtr

5.3.1 Prostorova analogie Eulerovy véty

Budeme se vénovat analogii Eulerova vztahu v prostoru. Dokdzeme nasledujici
vétu:

Je dan ctyrstéen ABCD a libovolny bod O. Oznacme pruseciky primek AO, BO,
CO, DO s rovinami BCD, ACD, ABD, ABC po tadé A’,B',C', D'. Potom
plati

j0A"| [[oB'||  oc’|| oD _

A4 BB cct - ipD

Drtikaz provedeme pomoci pocitace. Protoze je vztah (5.19) afinni invariant, s

vyhodou pouzijeme afinni soustavu souradnic. Zvolme afinni soustavu sourad-

nic tak, ze A =10,0,0], B = [z,0,0], C =10,y,0], D =[0,0, 2], obr. 5.13.
Déle ozna¢me O = [o01,09,03], A'la1, as,a3], B" = [0,by,b3],C" = [c1,0,c3],

D' =[dy,ds,0].

Plati vztahy

k(A —A) = A~ O, ky(B'—B) = (B'—0),k3(C'—C) = C'— O, ky(D' — D) =

D’ — O, ze kterych plynou predpoklady

1. (5.19)

hi : kiar — a1 +01 = 0,ho : kias — as + 0o = 0,kia3 — a3 + o3 = 0,hg :
kQ(—J?)-i-Ol =0, hy : kobo—bo+09 = 0, hs : kobg—bs+o03 = 0, hg : kgci—c1401 =
0,h7 : k3(—y) 4+ 09 =0,hg : kgcg —c3 +03 =0,hg : kgdy —diy +01 = 0,hqp :
kado — dy + 09 = 0, k4(—Z) 4+ 03 =0.
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C=[0.%.0]

"B=[x.0.0]

Obrazek 5.13: Eulerova véta v prostoru

Déale A’ € BCD & hqy : zzas + ryas + yza, — xyz = 0.

Pokusime se tvrzeni (5.19) ”objevit”. V idedlu I = (hy,ho,...,h11) eliminu-
jeme proménné ai,az,as, b?a b31 C1,C3, dla d?a 01,02, 03

Use R::=Q[xyzall..3]1b[1..3]c[1..3]1d[1..3]o[1..3]1k[1..4]1];
I:=Ideal(k[1]al1]l-a[1]+o[1],k[1]al2]-a[2]+0[2],k[1]a[3]-a[3]
+0[3],k[2] (-x)+o[1],k[2]b[2]-b[2]+0[2],k[2]1b[3]-b[3]+0[3],
k[3]c[1]-c[1]1+0[1],k[3] (-y)+0[2] ,k[3]c[3]-c[3]+0[3],k[4]d[1]
-d[1]+0o[1],k[4]1d[2]-d[2]+0[2],k[4] (-z)+0[3],xza[2]+xya[3]+
yzalll-xyz) ;

Elim(al[1]..0[3]1,I);

a vyjde zyz(ky + ko + k3 + kg — 1) = 0. Predpokladame-li, Ze zyz # 0, tj. body
A, B, C, D jsou vzajemné rizné, snadno ovérime, Ze vztah (5.19) plati.
Nyni ukdzeme analogii vztahu (5.16) v prostoru.
Piedpokladejme, 7e je dan ¢tyistén ABCD a libovolny bod O. Necht A’, B,
C’', D' jsou po fadé pruseéiky piimek AO, BO,CO, DO s rovinami BCD,
ACD, ABD, ABC. Ozna¢me

1AO]] IBO|| 1CO| 1DO]|

by = Ky = ks = Ky = . (5.20)
[exy loB'|| joc|| joD’|

Urcete jaky vztah plati pro poméry k1, ko, k3, k4.

Na zékladé rovnosti k1 (A" — O) = O — A, ky(B' — 0) = O — B, k3(C' — O) =
O — C, k(D' — 0) = O — D plati
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ki(a1 —o1) = o1, ki(az—02) = 02, ki (a3 —03) = 03, ka(b1 —01) = 01—z, ka(ba —
02) = 02, ka(b3 — 03) = 03,k3(c1 — o01) = 01,k3(c2 — 02) = 02 —y,k3(c3 —03) =
03, ka(d1 — 01) = 01, ka(da — 02) = 02, k4(d3 — 03) = 03 — 2.

Z podminek A € BCD, B € ACD, C € ABD, D € ABC po fadé plynou
rovnosti xzas + zyas + yza; — zyz = 0,b; = 0,c2 = 0,d3 = 0. Vychézi

Use R::=Q[xyzall..3]1b[1..3]c[1..3]1d[1..3]o[1..3]1k[1..4]1];
I:=Ideal(k[1](al1]l-o[1])-o[1],k[1](a[2]-0[2])-0[2],k[1](a[3]-0[3]1)
-o[3],k[2] (-o[1]1)-o[1]+x,k[2] (b[2]-0[2])-0[2],k[2] (b[3]1-0[3]1)-0[3],
k[3] (c[11-0[11)-0[1],k[3]1(-0[2])-0[2]+y,k[3](c[3]-0[3])-0[3],k[4]
(d[11-0[11)-0[1],k[4]1(d[2]-0[2])-0[2],k[4](-0[3])-0[3]+z,
xza[2]+xyal[3]+yzalll-xyz);

Elim(a[1]..0[3]1,I);

jediny vztah

ki1koksks = (k1ko +ki1ks + koks +kika + koka + kska) +2(k1 + ko + ks + k) + 3.

(5.21)
Snadno se ukaze, ze za piedpokladu zyz # 0, tj. vrcholy A, B, C, D ¢tyrsténu
jsou vzajemné ruzné, je polynom ze vztahu (5.21) prvkem idedlu I. Dokazali
jsme vétu:

Predpoklddejme, Ze je ddan ctyistén ABCD a libovolnyj bod O. Necht A’, B', C',

D’ jsou po Fadé priseciky primek AO,BO,CO, DO s rovinami BCD, ACD,

ABD, ABC. Oznacme

_ 40| _BO| , _ |icO]
o™ ~JoB"™ ~ oc'’

Potom pro ki, ko, ks, ks plati rovnost (5.21).

iy = 1291 (5.22)

k1 :
oD’

5.4 Routhova véta

Nésledujici vétu, ktera je zobecnénim Cevovy véty, uverejnil v roce 1896 ang-
licky matematik E.J. Routh, viz. [84], [46]:

Je ddn trojihelnik ABC a tii body A’, B',C" po vadé na strandch BC, AC, AB
nebo jejich prodlouzeni. Oznaéme Iy = (BCA'),ly = (CAB') al3 = (ABC')
délici pomery bodi A', B',C'. Potom jsou pFimky AA', BB', CC' stranami troj-
thelnika GHI, obr. 5.14, pro ktery je pomeér obsahii trojihelniki GHI o ABC
roven c¢islu

IGHI| _ (lilols + 1)
IABC|| (hlz =l +1)(lols — l2 + 1) (I3l — I3 + 1)

(5.23)
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x

Obréazek 5.14: Routhova véta

Je zndmo nékolik dikazl této véty. Pokusime se vzorec (5.23), obdobné jako v
pripadé Cevovy véty, objevit. Jelikoz se jedna o problematiku afinni geometrie
(délici pomér, pomér obsahii trojihelnik), budeme pracovat v afinni soustavé
soufadnic. Misto [y = (BC A’) miizeme psat [ (A’ —C) = A’ — B. Analogicky je
lo(B'—A) = B'—C,l3(C"— B) = C' — A. Ozna¢me A = [0,0], B = [z,0],C =
[0, y], A = [p, q], B' = [0, ’)”], C' = [8, 0], G = [gl, 92], H = [hl, hg], I = [il, iQ],
obr. 5.14.

Plati ll(paq - y) = (p - $7Q)7 lQ(O,T) = (0,7“ - y)a 13(8 - 17?0) = (370)7 t].
hi:li(qg—y)—q=0, ho : lhp—p+x =0, hg : lsar—r+y, hy : l3(s—2)—s5=0.
Déle plati: G € AA' & hs : qg1 —pga =0, G € BB' < hg : rg1 + 192 — 27 = 0,
H e BB' & hy : rthy +zhy —ar =0, H € CC' & hg : yhy + shy — sy = 0,
I € AA & hg : qiy —pis =0, 1 € CC" & hyg : yi1 + sio — sy = 0. V afinni
soustavé souradnic mizeme volit z = y = 1. Pro pomér f obsaht trojihelnik
GHI a ABC plati hi1 : f = g1hs + hiis + g2i1 — hai1 — g1i2 — gohq.

Eliminace proménnych z,y,p,q,7,5,91,92,h1,ha,i1,i2 v idedlu I = (hq,ho,
...y h11) dava

Use R::=Q[xypqrsgll..21h[1..2]i[1..2]1[1..3]f];
I:=Ideal(1[1](g-y)-q,1[1]1p-p+x,1[2]r-r+y,1[3] (s-x)-s,qg[1]-pgl2],
rg[1]+xg[2]-xr,rh[1]+xh[2]-xr,yh[1]+sh[2]-sy,qi[1]-pi[2],
yil1l+si[2]-sy,x-1,y-1,f-g[11h[2]-h[1]1i[2]-g[2]i[1]+h[2]i[1]+
glili[2]+g[2]1h([1]);

Elim(x..i[2],I);

jedinou rovnici

—f(laoly —lo + 1) (Iyls — I3 + 1) (I1ly — Iy + 1) + (I1lal3 + 1) = 0,
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coz je vztah (5.23). Ovéfeni, ze (5.23) je nutnd podminka, je snadné a nebu-

deme jej provadét. |
Oznacime-li I} = HZ,ACHJQ = Hgi”,lg = %, potom je (5.23) ekvivalentni
vztahu )

|IABC|| (Inly + 1y + D) (lols + 1o + 1) (I3l + 13+ 1) '
Staéi totiz v (5.23) psat —l1, —ls, —l3 misto I1,ls, 3, nebot (BCA') = —HﬁACH
atd.

Nyni uvedeme klasicky dikaz Routhovy véty. Pridrzime se zptisobu, ktery

Obrazek 5.15: Routhova véta - klasicky diikaz

uverejnili J. S. Kline a D. J. Velleman [46]:

Routhovu vétu budeme dokazovat ve tvaru (5.24). Vedme napt. bodem G
rovnobézky se stranami trojihelnika ABC, obr. 5.15. Plati

1961 _ 1BA _,
|GR] ~ AR

odkud |GK || = ||JG||/l1. Z podobnosti trojihelnikt LJG a GPM dostivame

|PM| _ MG _ |CB _
176l ~ IGEl T 5Al

a odtud [|[PM| =12 ||JG].
Dale plati

IBC|| = [|BP|| + [|[PM|[ + [MC| = |JG| + [[PM| + |GK| =
TGN +lo - | TG + ¢ - TG,
tedy

la

el n
IBC|  hlg+0+1

(5.25)
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Trojihelniky LJG a ABC jsou podobné s koeficientem podobnosti (5.25). Ve
stejném pomeéru jsou i délky vysSek na strany LJ a AB. Odtud plyne, Ze obsah
trojuhelnika ABG ku obsahu trojihelnika ABC' je roven (5.25). Mizeme tedy
pséat

IABG| _ I

|ABC|| Iy +1 +1°

Analogicky pro obsahy trojtihelniki BCH a C'AI vychazi

IBCHI _ & fcAn| _ b
|IABC| lols + 1o+ 1 |ABC]| I3l +13+1°

Odtud plyne

lGHI| _ h b _ ls _
|ABC| L+l +1 bls+l+1 Ish+I3+1

(Ilal3 — 1)2
(o + 11 + 1) (lals + o + D (lsly + 15 + 1)
coz je vztah (5.24). Tim je diikaz véty proveden. O

Poznamky:

1) Specidlnim piipadem Routhovy véty je véta Cevova. Polozime-li totiz v
(5.23) I1l5l3 = —1, je obsah trojuhelnika GHI roven nule, a pfimky AA', BB’,
CC' prochazeji tymz bodem.

2) Jestlize body A', B', C" déli strany AABC' ve stejném poméru, potom /1 =
lo =13 =1 a vzorec (5.23) m4 tvar

|GHI|| _ (1+1)3

= . 5.26
|ABC|  1?+1 (5-26)
O
Rozdélime-1i strany trojihelnika na t¥i stejné dily, potom [y = lo =13 = —1/2

a z (5.26) plyne, ze obsah trojihelnika GHI je roven 1/7 obsahu trojthelnika
ABC, obr. 5.16.

Ukazeme elegantni ditkaz tohoto tvrzeni, které uvadi R.B. Nelsen v publikaci
Proofs Without Words II [62]. Dikaz uvedeme téz beze slov, obr. 5.17:



102 KAPITOLA 5. PRICKY V MNOHOUHELNIKU

Obrazek 5.16: Routhova véta pro hodnoty Iy =1y =3 = —1/2

Obrazek 5.17: Routhova véta pro hodnoty Iy =y =13 = —1/2



Kapitola 6

Petr-Douglas-Neumannova
véta

Petr-Douglas-Neumannova véta (PDN véta) ma bohatou historii [56], [57],
[68], [70], [73], [28]. Jeji jméno je tizce spjato se jménem Ceského matematika
Karla Petra, ktery vétu jako prvni publikoval v roce 1905, viz [75]. Snad v
dusledku skutecnosti, ze prace [75] byla napsana cesky (ackoliv o dva roky
pozdéji vysla némeckd verze), byli za objevitele této véty dlouho povazovani
J. Douglas [18] a B.H. Neumann [63], ktefi své prace nezavisle publikovali ve
40. letech minulého stoleti. Nazev Petrova véta je uveden téz v [59]. Pojme-
novani Petr-Douglas-Neumannova véta uvedl v roce 1996 H. Martini v praci
[57].

Existuje mnoho piikladi elementarni geometrie v roviné, které maji souvislost
s PDN vétou, aniz si to mnohdy uvédomime. Vycet piikladi souvisejicich s
PDN vétou by jisté vydal na samostatnou publikaci.

V této kapitole uvedeme zikladni priklady PDN véty od trojihelnika ke ¢tyt-
thelniku a pétithelniku. Hodné prostoru budeme vénovat nejznaméjsimu spe-
cidlnimu pripadu PDN véty, kterym je Napoleonova véta.

Pti feseni uvedené problematiky budeme postupovat stejné jako v ostatnich
kapitolach. Nejprve problém vytesime (dokdzeme, odvodime ¢i objevime) po-
moci pocitace a poté problém dokézeme klasickym zptisobem. V zavéru kapi-
toly budeme fesit téz prostorovou verzi PDN véty.

6.1 Napoleonova véta
V této kapitole se budeme zabyvat vétou, kterd se nazyva Napoleonova véta.

Véta byva pripisoviana Napoleonovi [24], [88], ackoliv existuji pochybnosti o
tom, zda znamy vojeviidce mél dostatek védomosti k tomu, aby vétu dokazal.
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Napoleonova véta zni, obr. 6.1:

Nad stranami libovolného trojuhelnika sestrojme rovnostranné trojihelniky (vse-
chny vné nebo dovniti). Potom stiedy téchto rovnostrannych trojihelniki tvori
rovnostranny trojuhelnik.

Vétu se nejprve pokusime ”objevit” pomoci pocitace. Nad stranami troja-

Obréazek 6.1: Napoleonova véta - trojihelnik A’B'C’ je rovnostranny

helnika ABC' sestrojime podobné rovnoramenné trojuhelniky ABC', BCA',
C AB'. Budeme hledat takové rovnoramenné trojihelniky, jejichZ vrcholy tvori
rovnostranny trojihelnik, obr. 6.2.

Zvolme soustavu soufadnic tak aby A = [0,0], B = [a,0], C = [b,¢], A" =
[k1,ks], B' = [l1,13], C' = [m1, ms]. Sestrojme nad stranami trojihelnika ABC
napt. vné libovolné podobné rovnoramenné trojtihelniky ABC’, BCA', CAB’,
obr. 6.2. Problém této tlohy spocivé ve vyjadieni pojmu ”vné” pouze pomoci
algebraickych rovnic. Diikazové metody, které uzivame, se opiraji o Hilbertovu
vétu Nullstellensatz, kterd plati v algebraicky uzavieném télese, napt. oboru
komplexnich éisel. Komplexni ¢éisla vsak, jak zndmo, nelze usporadat, proto
nemiizeme pro vyjadieni poloroviny pouzit nerovnosti. Pouzijeme nésledujici
zpusob, ktery pouzil D. Wang [101].

Vrchol A’ je koncovym bodem vektoru, jehoz pocatecéni bod je ve stiedu strany
BC, ma délku v| BC| a tyz smér jako vektor CB otoceny o tihel 90° v kladném
smyslu. Tedy pro soufadnice k1, ko bodu A’ plati (k1 — (a + b)/2,ky — ¢/2) =
v(c,a—b). Analogické vztahy plati pro ostatni vrcholy. Pro soufadnice vrcholi
A', B',C" dostavame néasledujici podminky:



6.1. NAPOLEONOVA VETA 105

h1:2ki —a—b—2vec=0,
ho : 2ky — ¢ — 2va + 2vb = 0,
hg : 2l1 — b+ 2vc = 0,

hy : 2l —c—2vb =0,
hs:2m; —a =0,

hg : ma + va = 0.

Hleddme takové redlné v, pro které bude trojiuhelnik A’B’C’ rovnostranny.
Pozadujeme splnéni podminek |A'B’| = |A'C'| a |A'B'| = |B'C’|, tj.

¥ C=[b.c]
B'=[11.,12
\\\ Tree S
: IN=[k1,k2]
‘\ -~
L /’
L -
L -
N
. - B=[a,0] x
A=[010] Vo
[
C'=[m1,m2]

Obrazek 6.2: Napoleonova véta - diitkaz pomoci pocitace

by (k1 —11)% + (ko —19)? — (m1 — k1)? + (mg — k2)? =0,
hg : (kl — 11)2 + (kg — 12)2 — (m1 — 11)2 + (mg — 12)2 =0.

Nejprve pozadujme platnost rovnosti |A’B’| = |A'C’|. Videdlu I = (hq, ho, .

e
h7) provedeme eliminaci zavisle proménnych ky, ko, 11,19, m1,mo

Use R::=Q[k[1..2]1[1..2Im[1..2]abcv];
I:=Ideal(2k[1]-a-b-2vc,2k[2]-c-2va+2vb,21[1]-b+2vc,21[2]-c-2vb,
2m[1]-a,m[2]+va, (k[1]1-1[1]) "2+ (k[2]-1[2])"2-(m[1]-k[1])"2-(m[2]
-k[2])72);

Elim(k[1]..m[2],I);

Vysledny eliminac¢ni ideal dava jedinou podminku
(120% — 1)(a® — 0> — %) =0,
ze které plyne:

a) a? = b% + 2, tedy trojthelnik ABC je rovnoramenny, |AB| = |AC| a v je
libovolné,
nebo
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b) v = V/3/6 nebo v = —/3/6 a trojtihelnik ABC je libovolny.

Pokud je trojuhelnik ABC' rovnoramenny, véta ziejmé plati pro kazdé v. Nas
viak vice zajimaji hodnoty v = v/3/6 a v = —v/3/6. Pro tyto hodnoty a
libovolny trojihelnik ABC' tvrzeni ovérime. Mame

Use R::=Q[k[1..2]1[1..2Im[1..2]abcv];

J:=Ideal (2k[1]-a-b-2vc,2k[2]-c-2va+2vb,21[1]-b+2vc,21[2]-c-2vb,
2m[1]-a,m[2]+va,12v"2-1);
NF((k[1]-1[1]1)"2+(k[2]-1[2])"2-(m[1]1-1[1])"2-(m[2]-1[2])"2,J);

Vysledek 0 znamend, %e pro hodnoty v = +/3/6 nebo v = —+/3/6 plati
|A'B'| = |A'C"].

Analogicky dokaZeme, e pro tyté7 hodnoty v = v/3/6 nebo v = —/3/6 plati
|A'B'| = |B'C'|. Tedy |A’B'| = |B'C'| = |A'C"|.

Pro v = /3/6 tak ziskAme wvnéjsi Napoleontiv trojihelnik A'B'C', pro v =
—/3/6 dostavame vnitini Napoleoniiv trojihelnik A" B"C", obr. 6.3. Hodnotdm

B _ C=[b.q

Obrazek 6.3: Vnéjsi a vnitini Napoleontv trojihelnik

v = V/3/6 resp. v = —/3/6 odpovidaji rovnoramenné trojtihelniky s tihlem
27 /3 pii hlavnim vrcholu, sestrojené nad stranami trojihelnika ABC vné resp.
dovnitt¥. Napoleonovu vétu jsme timto dokazali (a objevili). O

Ukazeme zajimavou vlastnost Napoleonovych trojihelniki:

Soucet (orientovangch) obsahi Napoleonovijch trojihelniki A'B'C" a A" B"C"
je roven obsahu trojuhelnika ABC'.

Oznaéme A" = [nq,n9], B” = [01,02],C" = [p1,p2]. Obdobné jako pro body
A', B',C' se ukéze, ze pro A", B",C" plati vztahy

2n1 —a—b+2vec =0,
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2n9 — ¢ + 2va — 2vb = 0,
201 — b —2ve =0,

209 — ¢+ 2vb =0,

2p1 —a=0,

p2 —va = 0.

Ozna¢me orientované obsahy trojihelniktc ABC, A’B'C’', A"B"C" po fadé
f,9,h. Pro obsah f plati 2f — ac = 0, pro obsahy g, h je

1 kl kg 1 1 ny n9 1

g=3 ll l2 1 s h=— 01 09 1
2 2

my me 1 pop2 1

V ideélu I provedeme eliminaci vSech proménnych kromé f, g, h. Vychéazi

Use R::=Q[k[1..2]1[1..2Im[1..2]n[1..2]0[1..2]p[1..2]abcvighl];
I:=Ideal(2k[1]-a-b-2vc,2k[2]-c-2va+2vb,21[1]-b+2vc,21[2]-c-2vDb,
2m[1]-a,m[2]+va,2n[1]-a-b+2vc,2n[2] -c+2va-2vb,20[1]-b-2vc,20[2]
-c+2vb,2p[1]l-a,p[2]-va,12v"2-1,2f-ac,2g-(k[111[2]+1[1]m[2]+m[1]
k[2]-m[111[2]-k[1Im[2]-k[2]1[1]) ,2h-(n[1]o[2]+0o[1]1p[2]+p[1In[2]
-p[1lo[2]-n[1]lp[2]-n[2]0[1]1));

Elim(k[1]..v,I);

jediny vztah f = g 4+ h. Snadno ovéiime, ze NF(£f-g-h,I)=0. Tvrzeni je doka-
Zano. |

Dale dokazeme, 7e:

Trojihelnik ABC a Napoleonovy trojuhelniky A'B'C" a A" B"C" maji spoleéné
teziste.

Napoleonovym trojihelnikim pro libovolné v, a ne pouze pro hodnoty v =
+1/3/6. Pro spoletné t&7isté plati rovnost 1/3(A’ +B'+C') = 1/3(A" + B" +
C"). Dokazeme, ze plati A+ B' + C' = A” + B" + C". To vyjadtuji rovnice
ki+lhi+mi—ni—or—p1=0aky+1ly+mg—ngs—o09—pe=0. V CoCoA
zadame

Use R::=Q[k[1..2]1[1..2]m[1..2]n[1..2]0[1..2]p[1..2]abcvt];
I:=Ideal (2k[1]-a-b-2vc,2k[2]-c-2va+2vb,21 [1]-b+2vc,21 [2]-c-2vb,
2m[1]-a,m[2]+va,2n[1]-a-b+2vc,2n[2]-c+2va-2vb,20[1]-b-2vc,20[2]
-c+2vb,2p[1]l-a,p[2]-va);

NF(k[1]1+1[1]+m[1]-n[1]-0[1]-p[1],1);

a dostaneme odpovéd 0. Analogicky se ukaze, 7e
NF(k[2]+1[2]+m[2]-n[2]-0[2]-p[2],I)=0. O
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Jesté ukazeme dalsi vlastnost, obr. 6.4:

Jsou-li K, L, M wvrcholy rovnostrannich trojihelniki sestrojenych nad stranamsi
trojihelnika ABC, potom:

1) Primky AK,BL,CM se protinaji v jednom bodé.

2) Plati
|AK| = |BL| = |CM]. (6.1)

Ad 1) Skutecnost, ze se primky AK, BL,CM protinaji v bodé F, dokdzeme
pozdéji.
Ad 2) Pii dikazu rovnosti |AK| = |BL| = |C M| budeme postupovat obdob-

L.

Obrazek 6.4: P¥imky AK, BL,CM se protinaji v bodé F a plati: [AK| =
|BL| = |CM|.

nym zpusobem jako u Napoleonovy véty. Plati:

|AK| = |BL| & ki + k3 = (I, —a)® + 13,

|BL| = |CM| < (I; —a)? +12 = (m1 — b)? + (ma — ¢).

Budeme hledat pro jakou hodnotu v plati |AK| = |BL| a zaroven |BL| =
|C M |. Nejprve vySetiime pripad |AK| = |BL|. V ideélu I eliminujeme viechny
proménné kromé a, b, ¢, v. Dostaneme

Use R::=Q[k[1..2]1[1..2Im[1..2]abcv];
I:=Ideal(2k[1]-a-b-2vc,2k[2]-c-2va+2vb,21[1]-b+2vc,21[2]-c-2vb,
2m[1]-a,m[2]+va,k[1]"2+k[2]"2-(1[1]-a)"2-1[2]"2);
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Elim(k[1]..m[2],I);

polynom (4v? — 3)a(a — 2b), odkud plyne

a) a —2b =0, tj. |BC| = |AC| a rovnost |AK| = |BL| plati pro libovolnou
hodnotu v,

nebo

b) 40> —3 =0, tj. v = v/3/2 nebo v = —/3/2 a libovolny trojthelnik ABC
(pfipad a = 0 vylouc¢ime).

Pro hodnotu v = v/3/2 dostdvame rovnostranné trojthelniky BCK a ACL
sestrojené vné trojthelnika ABC, pro v = —/3/2 dostaneme trojthelniky
BCK a ACL, sestrojené dovnitf. Ty by mély byt feSenim tilohy. Ovéirime,
zda tomu tak skutecné je.

Use R ::=Q[k[1..2]1[1..2]m[1..2]abcvt];

I:=Ideal (2k[1]-a-b-2vc,2k[2]-c-2va+2vb, 21 [1]-b+2vc,21 [2]-c-2vb,
2m[1]-a,m[2]+va,4v"2-3,a(a-2b)t-1);
NF(k[1]"2+k[2]"2-(1[1]-a)"2-1[2]"2,1);

Odpovéd 0 znamend, 7e plati |AK| = | BL|. Analogickym zptsobem dokazeme,
ze plati také |BL| = |CM|. O
Nyni dokdzeme Napoleonovu vétu klasickym zpiisobem. Dtikazti Napoleonovy
véty je celd fada. My pouzijeme dikaz, ktery vyuziva kosinové véty [92], viz
obr. 6.3. Dtikaz provedeme pro vnéjsi Napoleontiv trojihelnik.

Ozna¢me a = |BC|,b = |CA],¢c = |AB| a na trojihelnik AB'C’" pouzijme
kosinovou vétu. Pro velikost strany B'C" vychézi

|B'C'|? = |AB'|> + |AC'|?> — 2|AB'||AC’| cos(a + 60°).

Protoze je |AB'| = b/V/3,|AC"| = ¢/V/3, a cos(a + 60°) = §cosa + @ sin a,
dosazenim do predchoziho vztahu dostavame

v 2 2be 1 3
! 12__ et vy
|B'C'|* = 3 + 3 3 (2cosa+ 5 sin ).

Dale, protoze a? = b? + ¢ — 2bc cos o, plati

20 2 2beV3
|BIC,|2:%+E+%+ C\/_sina.

Kone¢né, s pouzitim vztahu S = 1/2bcsin « pro obsah S trojihelnika ABC
dostavame
a’ +b? + ¢? N 2

B'C'? = ~_8S. 6.2
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Protoze délka strany B'C’ je vyjadiena formuli (6.2), kterd je symetrickd v
a,b,c, je ziejmé, ze totéz vyjde pro zbyvajici dveé strany C'A" a A'B’. Tedy
trojuhelnik A’B’C’ je rovnostranny a Napoleonova véta je dokazana. 0

Pii dikazu Napoleonovy véty pro vnitini Napoleontv trojihelnik A”B”C"
vyjde analogicky k (6.2) formule

a®> + 0>+ 2
6 V3
ktera se od (6.2) lisi pouze znaménkem.

Ozna¢ime-li ', " po fadé obsahy Napoleonovych trojuhelnikia A’B'C" a A" B"C"
potom ze vztahi (6.2) a (6.3) plyne

|B"C"? = S, (6.3)

S—8"=4.

Opét tak dostdvame vlastnost, Ze soucet orientovanych obsahii trojihelnikt
A'B'C’, A" B"C" je roven obsahu piivodniho trojtihelnika ABC' (zde jsme vzali
obsah S” s opaénym znaménkem, protoze AA”B"C" je opaéné orientovéan).

Pro délku strany trojihelnika A’ B'C’ plati (6.2). Protoze AAB'C' je podobny
AACM s koeficientem podobnosti v/3, obr. 6.1, potom |CM| = /3|B'C’| a =
(6.2) plyne, zZe

|AK| = |BL| = |CM],

coZ je vztah (6.1).

Poznamka:
Protoze je vzdy |B"C"|? > 0, dostaneme z formule (6.3) analogii izoperimet-
rické nerovnosti pro trojihelnik

a? +b? + 2 —4V38 >0, (6.4)

s rovnosti pouze pro rovnostranny trojthelnik, viz [11]. O

Diikaz Napoleonovy véty plyne i z této tivahy, kterou publikoval J.F. Rigby
[81]. V situaci na obr. 6.5 tvoii stfedy malych rovnostrannych trojihelniki
sestrojenych nad stranami tmavych trojihelniki pravidelnou trojihelnikovou
sit, kterd pokryva celou rovinu. Stfedy ostatnich rovnostrannych trojihelniki
tvori stiedy této trojihelnikové sité. Dostavame tak novou, jemnéjsi pravidel-
nou trojihelnikovou sit. Odtud jiZ plyne nasSe tvrzeni.

Je zajimavé, ze Napoleonova véta plati i v pripadé, kdyz vrcholy trojihelnika
ABC lezi na jedné ptimce, obr. 6.6. Potom jsou Napoleonovy trojihelniky
A'B'C" a A”B"C" shodné a soucet jejich orientovanych obsahii je roven nule.
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Obrazek 6.5: Napoleonova véta - mozaika

Obrazek 6.6: Trojuhelnik A’B'C’ je rovnostranny

Déle dokazeme vétu, kterd je ptipisovana L. Kiepertovi [45], [57], protoZe ji
pouzil pii FeSeni tlohy: sestrojte trojihelnik ABC, znéte-li vrcholy A', B', C’
vnéjsich Napoleonovych trojihelniki. J.F. Rigby v préci [81] zmifuje, Ze na-
sledujici vétu mél zndmy holandsky grafik M.C. Escher uvedenou ve svych
poznamkach:

Nad stranami trojihelnika ABC sestrojte podobné rovnoramenné trojihelniky
ABC', BCA', CAB' (vsechny vné nebo dovniti) s libovolnym tdhlem pii hlav-
nim vrcholu. Potom se piimky AA', BB',CC' protinaji v jediném bodé S.

Ve zvolené kartézské soustavé plati A = [0,0],B = [a,0],C = [b,c],A" =
[k1,ko], B = [l1,12],C" = [m1,mq], obr. 6.7. Budeme postupovat obdobnym
zpusobem jako pii ditkazu Napoleonovy véty. Vrchol A’ je koncovym bodem
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vektoru, jehoz poc¢ateénim bodem je stied strany BC a jehoz (orientovana)
délka je v| BC|, kde v je neznadmé ¢islo. Tento vektor ma stejny smér jako vektor
B—C otoceny o tthel 90° v kladném smyslu, t.j. plati (k1 — (a+b)/2, ke —c/2) =
v(c,a — b). Analogicky postupujeme u vrcholii B" a C’.

P¥imka AA" m4 rovnici k1y — kez = 0, p¥imka BB': (Iy —a)y — (z — a)ly = 0,
piimka CC": (b —m1)(y — ma) — (x — m1)(c — mg) = 0. Pfedpokliddejme, Ze
S = [s1, 82] je spole¢ny bod piimek AA" a BB'. Chceme dokézat, ze S lezi
také na piimce C'C’. Mame

Use R::=Q[k[1..2]1[1..2Im[1..2]s[1..2]abcv];
I:=Ideal(2k[1]-a-b-2vc,2k[2]-c-2va+2vb,21[1]-b+2vc,21[2]-c-2vb,
2m[1]-a,m[2]+va,k[1]1s[2]-k[2]s[1],(1[1]-a)s[2]-(s[1]-a)1[2]);
NF((b-m[1]) (s[2]-m[2])-(s[1]1-m[1]) (c-m[2]) ,I);

C=Ib.c|

-

A=[0,0] | >~ _p i \ng”/ B=[a,0] x

Obrézek 6.7: Piimky AA’, BB',CC’ se protinaji v S

Odpovéd 0 znamend, Ze se piimky AA’', BB',CC' protinaji v bodé S. O

Nésleduje klasicky dukaz hotejsiho tvrzeni, ktery publikoval O. Bottema [10].
Tento diikaz je kratky a elegantni a myslime si, Ze je na misté jej reprodukovat.
Dikaz je zaloZen na aredlni metodé [31], [101], kterou zndme z kapitoly o
prickach v mnohotihelnicich. Podle obr. 6.7 plati

|AC"|/|C"B| = obsah AACC’/obsah ABCC' =
= |AC||AC'|sin(A + ¢)/|BC||BC'|sin(B + @) =
= |AC|sin(A + ¢)/|BC|sin(B + @)
a podobné

|BA"|/|A"C| = |AB|sin(B + ¢)/|AC| sin(C + ),
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ICB"|/|B" A| = |BC|sin(C + ¢)/|AB|sin(A + ).

Dospivame k rovnosti
|AC/I| |BAII| |CBII| B

|C”B| |A”C| |B”A| -

ze které plyne naSe tvrzeni z Cevovy véty. O

Predchozi véta mé Siroké pouziti. Pro rizné hodnoty thlu ¢ dostdvame ritzné
podobné rovnoramenné trojihelniky, kterym piislusi rizné body S.

Napt. pro ¢ = 0° tvoii vrcholy rovnoramennych trojihelniki stiedy stran
trojuhelnika.

Pro hodnotu ¢ = 60° dostaneme rovnostranné trojihelniky ABC’, BCA',
CAB', sestrojené vné trojuhelnika ABC, obr. 6.8. Spojnice jejich vrchold
A',B',C" po tadé s vrcholy A, B,C se podle véty protinaji v jediném bodg,
ktery jsme oznacili F. Tento bod se nazyva Fermativ bod (nékdy téz Torric-
celiho), ktery mé ze vSech bodi roviny trojthelnika ABC (v pfipadé, Ze jeho
thly jsou mensi nez 120°) nejmensi soucet vzdalenosti od vrcholi A, B, C.
Tento nejmensi soucet vzdalenosti |FA| + |FB| + |FC| je roven vzdalenosti
|AA'|, ktera je stejnd jako |BB'| a |CC'|, coz jsme dokazali v predchozim pii-
kladu. Bod F' je rovnéz izogondlni bod trojuhelnika ABC - tj. takovy bod,
z néhoz vidime strany trojihelnika pod stejnymi tthly 120°. O

W

Obrézek 6.8: Piimky AA', BB',CC' se protinaji ve Fermatové bodé

6.1.1 Kiepertova hyperbola

V piedchozi ¢4sti jsme dokazali, Ze piimky AA’, BB', CC’ maji spole¢ny bod S,
ktery se ovéem méni, podle toho, jak se méni podobné rovnoramenné trojihel-
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niky ABC', BCA’, C AB’ sestrojené nad stranami trojiuhelnika ABC. UkaZme
jakou mnozinu tvori body S, pfi ménici se hodnoté v.

Pri oznaceni jako v poslednim prikladu eliminujeme v idedlu I proménné k1,
ko, l1, I3, mq1, mo, v. Eliminac¢ni idedl bude v tomto piipadé obsahovat pouze

polynomy v proménnych a, b, ¢, s1, s3. Dostaneme

Use R::=Q[k[1..2]1[1..2Im[1..2]vs[1..2]abc];
I:=Ideal(2k[1]-a-b-2vc,2k[2]-c-2va+2vb,21[1]-b+2vc,21[2]-c-2vb,

om[1]-a,m[2]+va,k[1]s[2]-k[2]s[1], (1[1]-a)s[2]-(s[1]1-a)1[2]);
Elim(k[1]..v,I);

jediny polynom, ktery dava rovnici kuzelosecky (kde piseme [z, y| misto [s1, s2])

z2c(a—2b)+2zy(a® —ab+b*— ) +y2c(2b—a) +zac(2b—a) +ya(c® —ab—b%) = 0,
(6.5)

kterd se nazyva Kiepertova hyperbola, [45], [57], obr. 6.9. Bod S tedy lezi na

Obrazek 6.9: Bod S lezi na Kiepertové hyperbole

hyperbole (6.5). Vyplni body S celou hyperbolu nebo jen jeji ¢ast? Pro li-
bovolny bod S = [z,y], spliiujici (6.5) vypocitdime hodnotu v. Po kratkém
vypoctu zjistime, ze pro hodnoty z = b, y = (a — b)b/c, které odpovidaji
pruseciku vysek trojihelnika, hodnota v neexistuje. Hledanou mnozinou bodi
je tedy hyperbola (6.5) bez priseciku vysek trojthelnika ABC. 0

Kiepertova hyperbola (6.5) ma mnoho zajimavych vlastnosti, které mizeme
ziskat z rovnice (6.5). Je to rovnoosa hyperbola, prochézejici vrcholy troji-
helnika ABC'. (Které rovnoramenné trojuhelniky davaji vrcholy trojihelnika



6.1. NAPOLEONOVA VETA 115

ABC'?) Obsahuje také dalsi ”vyznamné” body trojihelnika ABC' jako t&zisté,
prusecik vysek, vnéjsi a vnitini Fermattv (Torricelliho) bod. Kiepertova hyper-
bola je také tzce spjata s Wallaceovou-Simsonovou primkou, Feuerbachovou
kruznici apod., viz [57].

6.1.2 Finneyova véta

Existuje fada tloh, které jsou svizdny s PDN vétou. Jednou z nich je véta,
kterou publikoval R.L. Finney [23]:

Necht A’, B' jsou stiedy ctverci sestrojengich po tadé nad stranami BC, AC
trojuhelnika ABC' (oba vné nebo dovniti) a necht P je stied strany AB. Potom
A'B'P je pravotuhly trojihelnik, pro ktery plati A'P 1 B'P a |A'P| = |B'P).

Vétu "objevime” a poté dokizeme.

X

Obréazek 6.10: Finneyova véta - A’ B’'P je pravouhly rovnoramenny trojtihelnik

Zvolme soustavu soufadnic tak, 7e A = [0,0],B = [a,0],C = [b,c|. Déle
oznatme A" = [k1,ks],B" = [l1,l3],P = [p,0], obr. 6.10. Misto pravoth-
lych rovnoramennych trojihelniki sestrojime nad stranami AC, BC' jako z&-
kladnami trojihelnika ABC' libovolné podobné rovnoramenné trojihelniky
ACB',CBA’. Bod B’ je koncovy bod vektoru, jehoZ pocatek je ve stiedu
strany AC, ktery mé stejny smér jako vektor AC otoceny o 90° v kladném
smyslu, o délce v|AC|. Pro souradnice l1,ly bodu B’ plati (I —b/2,13 — ¢/2) =
v(—¢,b). Obdobné definujeme bod A’, pro ktery (k1 — (a +b)/2,ky — ¢/2) =
v(c,a — b). Hledame takové realné ¢islo v, pro které bude platit

APl BP& (k1 —p)(l1 —p) + kalo =0
a zaroven
|A'P| = |B'P| & (ki —p)? + k3 = (I, —p)*> +13.

Nejprve zkoumejme, kdy je splnéna podminka A'P 1 B’P. Eliminaci promén-
nych ki, kg, l1,1l2,p
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Use R::=Q[k[1..2]1[1..2]pabcv];
I:=Ideal(2k[1]-a-b-2vc,2k[2]-c-2va+2vb,21[1]-b+2vc,21[2]-c-2vDb,
2p-a, (k[11-p) (1 [1]1-p)+k[2]11[2]);

Elim(k[1]..p,I);

dostaneme rovnici (2v + 1)(2v — 1)(ab — b*> — %) = 0, kterd dava podminky
v = 1/2 nebo v = —1/2 nebo podminku ab — b? — ¢ = 0, kterd znamens, ze
AC L BC, tj. trojihelnik ABC' je pravouhly.

Nyni zkoumejme druhou podminku |A’P| = |B’P|. Nahradime-li (k; —p)(l; —
p) +kaly v idedlu I polynomem (ky —p)2 +k2 — (I —p)? —13, dostaneme rovnici
(20 + 1)(2v — 1)a(a — 2b) = 0, kterd dava hodnoty v = 1/2 nebo v = —1/2
nebo |AC| = |BC| nebo a = 0, kdy trojihelnik ABC' degeneruje. Posledni
podminku vylou¢ime tim, ze budeme piedpoklidat a # 0, tj. A # B. Mohou
nastat dvé moznosti:

a) pro pravouhly rovnoramenny trojihelnik ABC, pro ktery |AC| = |BC|, AC L
BC mé trojuhelnik A’B’'P vidy pozadované vlastnosti, nezdvisle na v,

b) pro libovolny trojihelnik ABC prichazeji v ivahu pouze hodnoty v = 1/2
nebo v = —1/2.

Tuto skutec¢nost nyni ovérime.

Use R::=Q[k[1..2]1[1..2]pabcv];
I:=Ideal(2k[1]-a-b-2vc,2k[2]-c-2va+2vb,21[1]-b+2vc,21[2]-c-2vDb,
2p-a,2v-1);

NF((k[1]-p)~2+k[2]"2-(1[1]-p)"2-1[2]"2,1);

Odpovéd NF=0.

Analogicky dostaneme NF((k[1]-p) (1[1]1-p)+k[2]1[2],I)=0.
Finneyova véta je dokazana. |

Klasicky dikaz Finneyovy véty plyne z diikkazu Thébaultovy véty, kterou uva-
dime v nésledujici ¢asti.

Poznamka:
Pro v = 1/2 sestrojime ¢tverce vné trojihelnika ABC a pro v = —1/2 dovnitf.
D

6.2 PDN véta pro ¢tyrihelnik

V této ¢asti uvedeme nékolik specidlnich piikladi PDN véty pro ¢tyrahelnik.
Nejprve bude vySetfovana PDN véta pro rovnobéznik, kterd je spiSe znama
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jako Thébaultova véta. V dalsi ¢asti se budeme zabyvat vétou, kterou publi-
koval M.H. van Aubel. V zivéru uvedeme obecné znéni PDN véty pro Gtyi-
thelnik.

6.2.1 Thébaultova véta
Nésledujici vétu publikoval v roce 1937 V. Thébault [97], obr. 6.11:

Nad stranami rovnobéznika sestrojme ctverce (véechny vné nebo dovniti). Po-

vroov

tom stredy ctverci tvori ctverec.

Dtkaz (a objeveni) pomoci pocitace plyne z ditkkazu Finneyovy véty v pred-

Obrézek 6.11: Thébaultova véta - body A’, B', C', D’ tvoii ¢tverec

chozi ¢asti. Finneyova véta je ekvivalentni Thébaultové vété. Toto je ziejmé,
doplnime-li na obr. 6.10 trojihelnik ABC na rovnobéinik ABCD.

Klasicky lze Thébaultovu vétu dokézat nasledujicim zptisobem (vnéjsi piipad),
obr. 6.11.

Trojthelniky A'B’'B a C'B'C jsou shodné, nebot |B'B| = |B'C|, |BA'| = |CC'|
a |£B'BA'| = |£B'CC’|. V oto¢eni o tihel 90° se stfedem v bodé B’ se
zobrazi trojuhelnik A’B'B do trojtihelniku C'B'C. Odtud |A'B'| = |C'B/|
a A'B" 1L C'B'. Obdobné pro ostatni strany. Obdobny dtikaz se provede,
sestrojime-li ¢tverce dovnitr. O

Dukaz Thébaultovy véty mizeme nahlédnout i z této ivahy [74]. Na obrazku
6.12 miZeme sledovat konfiguraci z obr. 6.11, kterou jsme vyuzili k vytvo-
feni mozaiky. Stredy malych ¢tverci, sestrojenych nad stranami rovnobézniki,
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Obrazek 6.12: PDN véta - mozaika

tvori ¢tvercovou sit, kterd pokryvé celou rovinu. Stiedy velkych ¢tvercl tvori
tud plyne nase tvrzeni.

Pfipomefime, 7e tato véta je jednak specidlnim ptipadem Petrovy véty [75],
jejiz znéni uvedeme pozdéji, jednak specidlnim pripadem tzv. Barlottiho véty
3] pron=4:

Nad stranami afinné-reqularniho n-uhelnika sestrojme pravidelné n-uhelniky
(vSechny vné nebo vsechny dovniti). Potom stiedy téchto pravidelngjch n-ihelniki
tvori pravidelny n-uhelnik.

Afinné pravidelnym n-tthelnikem rozumime afinni obraz pravidelného n-thelnika
(¢ zjednodusené feceno - jeho rovnobézny primét.) Tedy afinnim obrazem
pravidelného (rovnostranného) trojihelnika je libovolny trojihelnik, zatimco
afinnim obrazem ctverce je rovnobéznik. Jedné se o specidlni piipady shora
uvedené véty. Na obr. 6.13 je zobrazen pripad Barlottiho véty pro n = 6.

6.2.2 Van Aubelova véta

Déle uvedeme nékolik specialnich pripadi PDN véty, které jsou zajimavé samy
o sobé. Jednou z nich je nésledujici véta, kterou uvetejnil v roce 1878 M.H.
van Aubel [1], obr. 6.14:

Nad stranami ctyriuhelnika ABC D sestrojte rovnoramenné pravouhlé trojuhel-
niky. Jejich vrcholy tvori ctyrihelnik A'B'C'D’, pro ktery plati

A'C' L B'D', |A'C'|=|B'D. (6.6)

Vlastnost (6.6) dokdZeme pomoci pocitace. Nad stranami ¢tyitihelnika se-
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Obrézek 6.13: Barlottiho véta - body A', B',C’, D', E', F' tvoii pravidelny Ses-
titthelnik

strojime rovnoramenné pravothlé trojihelniky ABA', BCB', CDD’', DAD'.
Zvolme soustavu soufadnic tak, aby A = [0,0],B = [z,0],C = [y,2],D =
[w,t]. Necht déle A" = [g1,h1], B" = [a1,b1],C" = [e1,d1],D" = [e1, f1]. Bod
B’ je koncovym bodem vektoru, jehoZ pocateéni bod je ve stiedu strany BC,
ktery jsme dostali oto¢enim vektoru C'B o 90° v kladném smyslu, o velikosti
1/2|BC|, t.j. (a1 — (z+vy)/2,b1 — 2/2) = 1/2(z,z — y). Analogicky definujeme
ostatni vrcholy. Plati

2g1—x =0,2h14+2 =0,201—2—y—2= 0,201 —2—2+y = 0,2c; —y—w—t+2z =
0,2d1 —z—t—y+w:0,261 —w+t:0,2f1 —t—w=0.

Nejprve se ptame, zda plati

|A'C'"| = |B'D'| & (c1 — g1)* 4 (d1 — h1)? = (e1 — a1)? — (f1 — b1)*

V CoCoA zadame

Use R::=Q[a[l..2]b[1..2]c[1..2]d[1..2]e[1..2]f[1..2]g[1..2]
h[1..2]xyzwt];
I:=Ideal(2g[1]-x,2n[1]+x,2a[1]-x-y-z,2b[1]-z-x+y,2c[1]-y-w-t+z,
2d[1]-z-t-y+w,2e[1]-w+t,2f [1]-t-w);
NF((c[1]-g[1]1)"2+(d[1]1-n[1])"2-(e[1]-a[1])~2-(£[1]-b[1])"2,1I);
Odpovéd NF=0 znamend, ze |A'C’'| = |B'D’|.

Nyni zkoumejme, zda plati podminka

A'C" L B'D & (c1 — g1)(e1 —a1) + (di — ha)(f1 — b1).
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Obréazek 6.14: Van Aubelova véta - A'C' L B'D', |A'C'| = |B'D’|

Zadame

Use R::=Q[al1..2]1b[1..2]c[1..2]d[1..2]e[1..2]f[1..2]g[1..2]
h[1..2]xyzwt];
I:=Ideal(2g[1]-x,2h[1]+x,2a[1]-x-y-z,2b[1]-z-x+y,2c[1]-y-w-t+z,
2d[1]-z-t-y+w,2e[1]-w+t,2f [1]-t-w);

NF((c[1]-g[1]1) (e[1]1-al11)+(d[1]1-h[11) (£ [1]1-b[1]),I);

a dostaneme odpovéd NF=0, tedy vlastnost (6.6) skute¢né plati. Véta je doka-
zana. |

Provedme jesté klasicky dikaz Van Aubelovy véty. Vyjdeme z Finneyovy véty,
aplikované na trojihelniky ABC a AC'D. Podle této véty plati, z7e A’PB',C'PD’
jsou pravotihlé rovnoramenné trojihelniky, kde P je stied tthlop¥icky AC, obr.
6.15 Trojthelniky A'PC" a B'PD' jsou ziejmé shodné (podle véty sus). P¥i
otoceni se stfedem v bodé P o 90° se zobrazi AA'PC’' do AB'PD’. Odtud
|A'C'| = |B'D'| a A'/C" L B'D". O
Uvedeme vétu, kterd souvisi s pfedchozi vétou a kterd je téz pripisovana M.H.
van Aubelovi [56], [25], obr. 6.16.

Nad stranami trojihelnika ABC' sestrojte pravoihlé rovnoramenné trojihel-

niky ABC', BCA', CAB'. Potom A'B' 1. CC'" o |A'B'| =|CC"|.
Reseni plyne ihned z Van Aubelovy véty, polozime-li C' = D.

Nyni navizeme na Van Aubelovu vétu a budeme uvazovat specilni ¢tytuhel-
nik, jehoz thlopricky jsou na sebe kolmé a maji stejnou délku.
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Obrézek 6.15: Van Aubelova véta - klasicky diikaz

Uvazugme étyiihelnik A'B'C'D', jehoZ dihlopricky jsou na sebe kolmé a maji
stejnou délku, tj. A'C' L B'D', |A'C'| = |B'D'|. Oznacéme A",B",C", D" po
radé stiedy stran A’B',B'C',C'D',D'A’. Potom A"B"C"D" je ¢tverec.

Diikaz je zfejmy a nebudeme jej provadét, obr. 6.17. O

Obé posledni véty mizeme shrnout do nasledujici PDN véty pro étyiihelnik,
obr. 6.17:

Nad stranami ctyrahelnika ABCD sestrojme rovnoramenné pravouhlé troji-
helniky. Jejich vrcholy tvoi ctyrihelnik A'B'C'D’. Potom stredy stran A", B”,
C", D" étyrihelnika A'B'C'D’ tvofi étverec.

Vsimnéte si, ze k tomu, abychom z libovolného ¢étyitahelnika ABCD dostali

Ctverec, potiebujeme dvé operace. V prvnim kroku jsme obdrzeli ¢tyithelnik
A'B'C'D’" a ve druhém kroku étverec A” B"C"D".

Ukazme déle, ze Ctyftahelniky A’'B'C'D" a ABCD z PDN véty (a tedy také
A"B"C"D") maji stejné tézisté T. Staci ukdzat, ze napit. A+ B+ C+ D =
A'+B'+C'+ D' tj. x+y+w = g1 +ai+ci+ey a z+t = hi+by+di+ f1, protoze,
jak zndmo, pro tézisté ¢tyiuhelnika ABCD plati T = 1/4(A + B + C + D).
Zadame

Use R::=Q[a[l..2]b[1..2]c[1..2]d[1..2]e[1..2]f[1..2]g[1..2]
h[1..2]xyzwt];
I:=Ideal(2g[1]-x,2n[1]+x,2a[1]-x-y-z,2b[1]-z-x+y,2c[1]-y-w-t+z,
2d[1]-z-t-y+w,2e[1]-w+t,2f [1]-t-w);

NF (x+y+w-gl[1]-a[1]l-c[1]-e[1],I);
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Obrazek 6.16: A'B' 1L CC" a |A'B'| = |CC'|

a vyjde NF=0. Stejné se ukize, Ze plati z +t = h; + by +d1 + f1. ]

Dalsi specidlni priklad PDN véty pro ¢tyithelnik pochazi od dvojice autoru
H. Hadwiger a P. Finsler [34], obr 6.18:

Jsou ddny dva ctverce ABCD a A'B'C'D' se spoleéngm vrcholem C = C'.
Potom stiedy X,Y étverci ABCD, A'B'C'D’ a stredy U,V tsecek BB', CC'
tvori ctverec.

Hadwiger-Finslerova véta plyne z PDN véty pouzité na (degenerovany) étyi-
tthelnik ACA'C". O

K tomu, abychom v procesu "regularizace” obdrzeli z libovolného ¢tyithelnika
¢tverec, miizeme postupovat také zptisobem, kdy potadi obou operaci proho-
dime:

Je ddn rovinny cétyrihelnik ABCD. Sestrojme stiedy stran A', B',C', D’ ¢tyr-
thelnika ABC D, které tvori rovnobéznik. Dale sestrojme nad stranami rovno-
béznika A'B'C'D' rovnoramenné pravoihlé trojuhelniky. Potom jejich vrcholy
A", B",C", D" tvori ¢tverec

Dukaz této véty je snadny a prenechdvame jej ¢tenafi (druhd ¢ast véty obsa-
huje vétu Thébaultovu.)
Nyni zformulujeme PDN vétu pro ¢tyithelnik v obecném tvaru:

Nad stranami ctyrihelnika ABC D sestrojme rovnoramenné trojuhelniky s dhlem
i+ 2m/4 pFi hlavnim vrcholu, kde i € {1,2,3}. Vrcholy rovnoramenngjch troj-
thelniki tvori ctyruhelnik A'B'C'D'. Nad stranami ctyriuhelnika A'B'C'D’
sestrojme rovnoramenné trojihelniky s dhlem j - 2m/4 pFi hlavnim vrcholu,
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Y

N

Obréazek 6.17: PDN véta - A”B"C"D" je ¢tverec

kde j € {1,2,3},5 # i. Potom wvrcholy rovnoramennych trojihelniki tvori
pravidelny cétyrihelnik A" B"C"D". Sestrojime-li nad stranami cétyrihelnika
A"B"C"D" rovnoramenné trojihelniky s tuhlem k - 2w /4 pi¥i hlavnim vrcholu,
kde k € {1,2,3},k # 1i,j, dostaneme bod — spolecné tézZisté ctyiuhelniki
ABCD, A'B'C'D', A"B"C"D".

Poznamky:

1) Konstrukce rovnoramennych trojihelnikt s ihlem 4 - 27/4 pfi hlavnim vr-
cholu, kde i € {1,2,3}, nad stranami ¢tyitihelnika pripousti i ihly vétsi nez
180°. Napfi. pii konstrukci rovnoramenného trojihelnika ABA’ nad stranou
AB pro thel 90° je vrchol A" vné étyfihelnika ABC D, protoze orientovany
thel, ktery sviraji vektory B — A’, A — A’ je 90°, zatimco pro hodnotu 270° je
vrchol A’ uvnit¥, nebot orientovany thel vektortt B — A’, A — A’ je 270°.

2) Podle PDN véty pro ¢tyfuhelnik sestrojime postupné nad stranami ¢tyfihel-
nika rovnoramenné trojihelniky s thly, které vybirdme z mnoziny 90°,180° a
270°. Podle poradi ihli dostavame rizné typy vét. Proces vSak pro jakoukoliv

Ve

3) Znéni PDN véty pro libovolny n-tihelnik je obdobné jako pravé vyslovend
PDN véta pro ¢tyftahelnik [75]. V obecném piipadé provedeme na dany ro-
vinny n-tithelnik n — 1 operaci, pfi¢emz tihly vybirdme z mnoziny i - 27 /n, kde
i € {1,2,...,n — 1}. Pfi libovolném potadi ahli se po n — 1 krocich vzdy
je k-pravidelny, kde k - 27/n je posledni hodnota z mnoziny {1 - 27/n,2 -
2 /n,...,(n—1) -2 /n}. O
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Obrazek 6.18: Hadwiger-Finslerova véta: Body X, U, Y,V tvoii ¢tverec

6.3 PDN veéta v prostoru

PDN vétu zobecnime na n-tthelniky v prostoru. Prostorové zobecnéni PDN
véty ukdzeme na prikladu pétitihelnika.

6.3.1 Douglastv pétiahelnik

V roce 1960 publikoval J. Douglas vétu [18], kterd je prostorovym zobecné-
nim PDN véty. Podle této véty umime, zhruba tfeceno, priradit libovolnému
prostorovému pétitthelniku rovinny, afinné pravidelny pétithelnik. Vétu doka-
zeme uzitim teorie automatického dokazovani a objevovani vét. Douglasova
véta zni:

Je dan prostorovy pétiihelnik ABCDE. Oznaéme po fadé My, My, M3, My,
My stredy stran, leZicich proti vrcholum A, B,C, D, E. Sestrojme poloprimku
AM, a nanesme na ni z bodu M wné tsecky AM, vzddlenost 1/v/5|AM,).
Ziskany bod oznacme Ay. Podobné na polopFimku BM> naneseme z bodu
My vné vzddlenost 1/\/5|BMy|, ziskdme By, atd. af dostaneme pétivhelnik
A1BC1D1E,. Potom je pétithelnik A1B1C1D1E1 rovinng a afinné pravi-
delny. Budeme-li nandset stejné wvzddlenosti dovniti, dostaneme jiny pétiu-
helnik A B{C{ D} E. Tento pétiihelnik je opét rovinny a afinné pravidelny.

Vétu "objevime” (a nasledné dokdzeme) pomoci pocitace, obr. 6.19. Protoze
se jedna o problém afinni geometrie v prostoru (vyskytuji se zde pouze po-
méry vzdalenosti) zvolime afinni soustavu souradnic tak aby A =[0,0,0], B =
[z,0,0],C =[0,y,0],D =[0,0,z2], E = [u,v,w].

Pro stredy stran zfejmé plati M; = [0,y/2,2/2], My = [u/2,v/2,(z + w)/2],
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Obrazek 6.19: Douglasiiv pétithelnik Ay, By, C1, D1, F4

Ms = [u/2,v/2,w/2], My = [2/2,0,0], Ms = [z/2,y/2,0]. Na polopfimku
AM; naneseme z bodu M; vné délku k|AM;|, kde k je zatim nezndmé realné
¢islo a dostaneme bod A;. Takto ziskdme body Ay, B1,C1, D1, E1. Oznacime-
li A1 = [al,ag,ag], Bl = [bl,bg,bg], C = [01,02,03], D1 = [dl,dQ,dg], E1 =
[e1, €2, e3] potom

A1 — M1 = k‘(Ml — A), B1 — M2 = k‘(Mg — B), Cl — M3 = k‘(Mg — C),
Dy — My, =k(My— D), By — M5 =k(M; — E).

Hledame takové k, aby body A1, By, C1, D1, E1 byly v jedné roviné. Tato pod-
minka je jisté splnéna budeme-li pozadovat, aby ¢tverice bodt Ay, By, Cy, Dy
a Ay, By, C1, Eq lezely v jedné roviné, tj. aby platilo

ar ay a3z 1 a; ax az 1
broby by L 0 a zaroven bioby by L 0 (6.7)
¢ ¢ c3 1 cp ¢ c3 1
d1 d2 d3 1 €1 €y €3 1

Nejprve hleddme k takové, aby body A;, By, C1, Dy byly v jedné roviné. Eli-
minujeme vSechny proménné kromé z,vy, z, u, v, w, k a dostaneme

Use R::=Q[xyzuvwal[l..3]b[1..3]c[1..3]1d[1..3]e[l..3]1k];
I:=Ideal(al[2]-y/2-ky/2,al[3]-z/2-kz/2,b[1]-u/2-k(u/2-x) ,b[2]-v/2
-kv/2,b[3]-(z+w) /2-k(z+w) /2,c[1]-u/2-ku/2,c[2]-v/2-k(v/2-y) ,c[3]
-w/2-kw/2,d[1]1-x/2-kx/2,d[3]+kz,e[1]-x/2-k(x/2-u) ,e [2]-y/2-k(y/2
-v),e[3]+kw,-b[1]1c[2]1d[3]-d[11b[2]c[31+b[3]1c[2]d[1]1+d[3]1b[2]c[1]
+d[1]al2]c[3]-al3]c[2]d[1]1-d[3]a[2]c[1]-d[1]a[2]b[3]+a[3]1b[2]d[1]
+d[3]al2]b[1]1+b[1]c[2]al3]+c[1]a[2]1b[3]-al3]1b[2]c[1]1-c[3]al[2]1b[1]);
Elim(a[1]..e[3]1,I);
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jedinou podminku
2(5k? — 1)(3zyk — yuk — zvk + zy — yu — 2v) = 0.
Analogicky pro étvefici Ay, By, Cq, Eq vyjde
z(5k? — 1)(yzk — zvk + 2ywk + yz — zv) = 0.

Vidime, Ze obé podminky (82) (bOdy Al,Bl, Cl,Dl a Al,Bl, Cl,El lezi v
jedné roving) jsou splnény pro k = 1/+/5 nebo k = —1/+/5. Platnost podminek
k =1/v/5 nebo k = —1/+/5 ovéfime.

Use R::=Q[xyzuvwall..3]1b[1..3]1c[1..3]1d[1..3]ell..3]1kt];
I:=Ideal(al[2]-y/2-ky/2,al[3]1-z/2-kz/2,b[1]1-u/2-k(u/2-x),b[2]-v/2
-kv/2,b[3]-(z+w) /2-k(z+w) /2,c[1]-u/2-ku/2,c[2]-v/2-k(v/2-y) ,c[3]
-w/2-kw/2,d[1]-x/2-kx/2,d[3]+kz,e[1]-x/2-k(x/2-u) ,e[2]-y/2-k(y/2
-v),e[3]+kw,5k"2-1, (-b[1]1c[2]1d[3]1-d[11b[2]c[3]+b[3]c[2]d[1]1+d[3]
b[2]c[1]1+d[1]a[2]c[3]-a[3]c[2]d[1]-d[3]a[2]c[1]-d[1]a[2]b[3]+a[3]
b[2]d[1]1+d[3]al[2]b[1]+b[1]c[2]al3]+c[1]a[2]b[3]-al3]1b[2]c[1]-c[3]
af2]b[1])t-1);

NF(1,I);

Odpovéd NF=0 znamend, ze pro obé hodnoty k = 41/v/5 dostaneme rovinny
pétithelnik. Pro k& = 1/v/5 dostaneme konvezni afinné pravidelny pétitihelnik
Ay, B1,C1, Dy, Ey, zatimco pro hodnotu k = —1/v/5 dostaneme nekonvezni
hvézdicovy afinné pravidelny pétithelnik A, B}, C{, D}, E{, obr. 6.19. O

Poznamky:
1) Oba afinné pravidelné pétinhelniky A, By, C1, D1, Ey a A}, B}, C1, D},

Mvey

je téz tézistém puvodniho pétitthelnika ABCDE, jak se d4 snadno ukazat.

2) Douglasovu vétu pro prostorovy pétitihelnik lze zobecnit na libovolny pro-
storovy n-uhelnik [86], [70], [73]. O



Kapitola 7

(Geometrické nerovnosti

V nasledujici ¢asti podame nékteré geometrické nerovnosti objevené a doka-
zané pomoci pocitace. Je nutné si ovsem uvédomit, Ze pracujeme v algebraicky
uzavieném télese, v nasem pripadé v télese komplexnich ¢isel, které, jak znamo,
nelze usporadat. Nemtzeme tedy napt. pouzivat znaky > nebo <.

Nejprve budeme vySetifovat tzv. rovnost rovnobéznika. Poté tuto rovnost zo-
becnime na nerovnost mezi stranami a thlopiickami mnohothelnika. Dalsi
nerovnosti, kterou se budeme zabyvat je Eulerova nerovnost.

Kromé dikaz pomoci pocitace ukazeme i klasicka reseni.

7.1 Nerovnost mezi tihloprickami n-tuhelnika

Nejznaméjsi geometrickou nerovnosti je bezesporu trojihelnikova nerovnost,
kterd rika, ze soucet dvou stran trojuhelnika je vétsi nez strana tieti. My
se budeme zabyvat nerovnosti, kterd plati mezi stranami a thloptickami n-
thelnika. Pro zjednoduseni budeme v této ¢asti pouzivat slovo thlopricka i
pro stranu n-tthelnika. Nejprve budeme zkoumat ¢tyithelnik. Zaéneme vyset-
fovanim rovnosti mezi stranami a thloprickami, které plati pro rtzné typy
Ctyrihelniki.

7.1.1 Rovnobéznikové pravidlo

V této casti se budeme nejprve zabyvat rovnosti, kterda plati mezi souctem
¢tvercii stran a sou¢tem cétverci thlopriéek rovnobéznika. Tuto rovnost bu-
deme nazyvat rovnobéznikové pravidlo jako analogii k anglickému parallelo-
gram law [26]:

Je ddan rovnobéznik se stranami délek a,b a thloprickami o délkach e, f. Potom

127
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plati
2(a® + %) = &* + 2 (7.1)

Pokusme se vztah (7.1) dokdzat. Ozna¢me vrcholy rovnobéznika pismeny A,
B, C, D a jeho strany a thlopficky a = |AB| = |CD|,b = |BC| = |DA|,e =
|AC|, f = |BD)| a zvolme soustavu souradnic tak aby A = [0,0], B = [a,0],C =
[z,y], D = [z — a,y], obr. 7.1. Potom plati

(z—a)+y? =0 u? +0v2=d* 22 + 4% = €2, (v — 2a)% + % = f2

¥
D=[X—a,‘_y"] C:[x’y]

A=[0,0] a B=[a,0]

Obréazek 7.1: Rovnobéznikové pravidlo: 2(a? + b?) = €2 + f?

Zavér tvrzeni méa tvar

2(a® + %) = e* + f2.
Podminky zaddme a dostaneme

Use R::=Q[axybeft];

I:=Ideal((x-a) " "2+y~"2-b"2,x"2+y"2-e"2, (x-2a) "2+y~2-f"2,
(2(a~2+b"~2)-(e"2+f"2))t-1);

NF(1,I);

odpovéd 0, coZ znamend, 7e rovnobéznikové pravidlo je dokizano. O
) b

Klasicky dikaz rovnosti (7.1) miZe byt napt. tento:
Podle kosinové véty plati v trojihelniku ABC, obr. 7.1

e? = a? + b%> — 2abcos .
Analogicky v trojiuhelniku ABD plati

% =a® +b* — 2abcos(m — ).
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Se¢tenim obou rovnosti dostaneme (7.1).

Poznamka:

Rovnobéznikové pravidlo (7.1) bylo zndmo v trochu jiném tvaru jiz starym
Rektim. Stalo se vSak velmi zndmym od roku 1935, kdy Jordan a von Neumann
ukazali, ze Banachiiv prostor, v némz plati (7.1), je prostor Hilbertiv. O

Relace (7.1) je nutnou podminkou pro to, aby ABCD byl rovnobéznik. Je
(7.1) téz podminkou postacujici? Dokazeme nésledujici tvrzeni [26]:

Je dan ctyruhelnik ABCD o strandch délek a,b,c,d a dhloprickach o délkdch
e, f. Potom ABCD je rovnobéznik pravée kdyz plati

a2+ +c+d =+ f2 (7.2)

Jednu ¢ast tvrzeni jsme jiz dokazali. Pfedpokladejme nyni, ze plati (7.2) a bu-
deme zkoumat vSechny ¢tytihelniky, pro které plati (7.2). Ukazeme, ze ABC' D
je rovnobéznik.
Ozna¢me o = |AB|,b = |BC|,c = |CD|,d = |DA|,e = |AC|,f = |BD]| a
zvolme soustavu soufadnic tak aby A = [0,0], B = [a,0],C = [z,y], D = [u,v],
obr. 7.2. Plati:

Y
C=[x.y]
D=[uv] C
d b
e f
A=[0,0] a B=[a.0] x

Obrazek 7.2: a> +b* + & + d?> = €® + f2 & je ABCD rovnobéznik

|IBC|=bs hy:(z—a)®+1y° =07

|ICD|=c& hy: (x—u)?+ (y—v)? =2,

|DA| = d < hs : u? +v? = d?,

|AC| = e & hy : 2% 4+ 9% = €2,

|BD| = f < hs : (u—a)?+v? = f2,

he :a? +b*+c? +d?> =e? + f2.

V idealu I = (hy,hs,...,hs) budeme eliminovat zdvisle proménné b, c,d, e, f.
Dostaneme
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Use R::=Q[xyuvabcdef];
I:=Ideal((x-a)"2+y~2-b"2,(x-u) "2+(y-v) "2-c"2,u"2+v"2-d"2,x"2
+y~2-e72, (u-a) "2+v"2-£72,a"2+b"2+c"2+d"2-e"2-£"2) ;
Elim(b..f,I);

jedinou podminku z? 4 3% — 2zu + u? — 2yv + v? — 2za + 2ua + a® = 0, kterou
upravime na tvar
(x —u—a)’+ (y—v)?=0. (7.3)

Podminka (7.3) znamend, 7e ¢tyfuhelnik je rovnobéznik, nebot pro redlna
z,y,u,v,a odtud plyne x —u—a =0ay—v =0,tj. A—D = B —C.
Ovéfme, zda tomu tak skuteéné je.

Polozme h7 : (x —u — a)? + (y — v)? = 0 a zkoumejme zda hy € I.

Use R::=Q[xyuvabcdef];
I:=Ideal((x-a)"2+y~2-b"2,(x-u) "2+(y-v) "2-c"2,u"2+v"2-d"2,x"2
+y~2-e72, (u-a) "2+v"2-£72,a"2+b"2+c"2+d"2-e"2-£"2) ;

NF ((x-u-a) "2+ (y-v) ~"2,1);

Vysledek NF((z —u — a)? + (y — v)?,I) = 0 znamen4, 7e tvrzeni plati. 0

Poznamka:

Kdybychom misto podminky (z —u — a)? + (y —v)? = 0 zadali ”ekvivalentni”
podminku z —u —a = y — v = 0, kterd téz charakterizuje rovnobéznik, vétu
bychom nedokézali. Jaky je rozdil mezi podminkami

(z—u—a)’+(y—-v)?=0 a z—u—a=0Ay—v=07?

” Jediny rozdil” spocivé ve skutecnosti, ze zatimco v readlném pripadé jsou obé
podminky stejné, v pifpadé komplexnich &isel je (z — u — a)? + (y — v)? =
(z —u—a+ily—v))(r —u—a—ily —v)), tj. dostdivime dvé podminky
r—u—a+ily—v)=0V z—u—a—ily—v)=0.

Tento priklad budiz poucenim, Ze je vzdy nutné uvazovat takové podminky,
které systém zada (a poskytuje). Jakékoliv "upravy” téchto podminek, byt
spravné popisuji skute¢nost, vétsinou k tspéchu nevedou. |

Rovnobéznikové pravidlo (7.1) 1ze zobecnit na lichobéznik, jak uvadi [64]:

V lichobézniku se zdikladnami a,c, rameny b,d a dhloprickams e, f plati, obr.
7.3
b? + d* 4 2ac = % + f2 (7.4)

Diikaz pomoci pocitace je nasledujici. Oznaé¢me A, B, C, D vrcholy lichobéz-
nika a necht déle a = |AB|, b = |BC|, ¢ = |CD|, d = |DA|, e = |AC|, f =
|BD|. Zvolme soustavu soutadnic tak, aby A = [0,0], B = [a,0], C = [z,y],
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D=[uwy] c C=[x.y]

A=[0,0] a B=[a,0]

Obrézek 7.3: V lichob&zniku plati b2 + ¢ + 2ac = €2 + f2

D = [u,y], obr. 7.3. Potom plati
(z—a)*+y* = 0%, (u—2)*+(v—y)* =, v’ +v* = &, 2% +y* = €*, (x—a)’+y* =
f2a Yy=v.

Zavér tvrzeni ma tvar

b2+ d% + 2ac = €2 + f2
V CoCoA dostaneme

Use R::=Q[abcdefxyuvt];
I:=Ideal((x-a)"2+y~"2-b"2, (x-u) "2+(y-v) "2-c~2, u™2+v~2-4°2,
x"2+y~2-e"2, (u-a) "2+v"2-f"2,y-v, (b~ 2+d"2+2ac-e"2-f"2)t-1);
NF(1,I);

odpovéd 1. Tedy nevime, zda tvrzeni (7.4) je ¢ neni pravdivé. V idealu I bu-
deme eliminovat pomocnou proménnou ¢, abychom zjistili pfipadné dodatecné
podminky. Dostaneme

Use R::=Q[abcdefxyuvt];
I:=Ideal((x-a)"2+y~"2-b"2, (x-u) "2+(y-v) "2-c~2, u™2+v"2-4"°2,
x"2+y~2-e"2, (u-a) "2+v"2-f"2,y-v, (b~ 2+d"2+2ac-e"2-f"2)t-1);
Elim(t,I);

podminku z — u + ¢ = 0, kterou musime vylouéit. Pokud by totiz platilo
z —u + ¢ = 0, potom by lichobéznik nebyl konvexni a protinal by sam sebe.
Dostaneme

Use R::=Q[abcdefxyuvst];
I:=Ideal((x-a)"2+y~"2-b"2, (x-u) "2+(y-v) "2-c~2, u™2+v~2-4°2,
x"2+y~2-e"2, (u-a) "2+v"2-f"2,y-v, (x-u+c)s-1, (b~ 2+d"2+2ac-e"2
-£°2)t-1);

NF(1,I);
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odpovéd 0 a tvrzeni (7.4) plati. 0
Klasicky dikaz (7.4) mize byt tento. V trojihelnicich ABC a AC'D plati podle
kosinové véty, obr. 7.3

b’ = a® + €* — 2aecos(LCAB), d?> = c? + e* — 2cecos(LACD).
Podobné v trojuhelnicich ABD a BDC plati

d? = a®> + f> — 2af cos(LABD), b =%+ f? —2cf cos(£LBDC).
Sectenim levych a pravych stran ziskime

V4+d®>=e+f2+a>+c - (a+c)(ecos(LCAB) + f cos(LABD)),

coz vzhledem k rovnosti e cos(ZCAB) + f cos(LABD) = a + ¢ dava (7.4).
O

7.1.2 Nerovnost mezi thlopiickami ¢tyrihelnika

V predchozi ¢asti jsme ukazali, ze vztah (7.2) plati pouze pro rovnobéznik.
Vétu déle zobecnime. Plati [26]:

V rovin€ je dan ctyrihelnik ABCD se stranami délek a, b, c,d a dhloprickami
o délkach e, f. Potom plati nerovnost

a2+ +d? >+ fR (7.5)

Rowvnost v (7.5) nastavd prdavée kdyz je ABCD rovnobéznik.

Specidlnim piipadem (7.5) je pravé rovnobéznikové pravidlo (7.1). Nerovnost
(7.5) dokonce plati i pro prostorovy ¢tyrihelnik ABC D, jak ukidzeme pozdéji.
Abychom (7.5) dokazali, zkusime vyjadiit rozdil (a? 4 b 4 c? +d?) — (e? + f?).
Oznac¢me

(@ +0*++d*) —(E+ )=k (7.6)

a zkoumejme idedl J = I U {a? + b? + 2 + d? — e — f? — k}, kde T je idedl
z predchoziho piikladu. Eliminaci zavisle proménnych b,c,d,e, f v idedlu J
dostaneme

Use R::=Q[xyuvabcdefk];

J:=Ideal((x-a) 2+y~2-b"2, (x-u) "2+ (y-v) "2-c"2,u"2+v"2-4"2,x" 2+
y©2-e°2, (u-a) "2+v"2-£72,a"2+b"2+c"2+d"2-e"2-£"2-k) ;
Elim(b..f,J);
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jediny polynom 2?2 4 y? — 2zu + u? — 2yv + v? — 2za + 2ua + o® — k. Odtud
plyne
k = 2?4+ y* —2zutu®—2yv+v® —2za+2ua+ta® = (r—u—a)?+(y—v)* (7.7)
Dosazenim za k z (7.7) do (7.6) dostavame
AP+ d? - —fP=(r—u—a)+ (y—v)? (7.8)

odkud jiz plyne nerovnost (7.5). Rovnost v (7.5) nastava pravé kdyz ABCD
je rovnobéznik, jak mizeme nahlédnout z predchoziho prikladu.
O

Klasicky diikaz nerovnosti (7.5) pro ¢tyithelnik plyne z véty, kterd je ptipiso-
vana L. Eulerovi [48]:

Je ddan ctyrihelnik ABCD. Oznacme P,Q stiedy jeho dhlopricek AC a BD.
Potom plati

|AB? +|BC|? + |CD|? + |DA)? = |AC|? + |BD|* + 4| PQ|*. (7.9)

V trojuhelniku ABD), obr. 7.4, plati podle zndmé véty pro vypocet délky téz-

Obrazek 7.4: Nerovnost mezi stranami a tthloprickami ¢tyithelnika

nice trojiihelnika, zndme-li délky stran (Stewartova véta) 4|AQ|? = 2|AB|? +
2|AD|? — |BDJ|?. Analogicky v trojihelniku BCD je 4|CQ|> = 2|BC|? +
2|CD|? — |BD|?. Se¢tenim obou vztahti dostaneme

|AB|)? + |BC)? + ||CD? + |DAJ? = |BD|? + 2|AQ|? + 2|CQ|>.

V trojihelniku ACQ je podle téze véty 4|PQ|* = 2]AQJ? + 2|CQJ* — |AC|%.
Dosazenim do predchoziho vztahu dostaneme (7.9).
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Z rovnosti (7.9) plyne nerovnost (7.5), pficemz rovnost v (7.5) nastava pravé
kdyz |PQ| = 0, tj. pro rovnobéznik. Diikaz je proveden. O

Poznamky:
1) Vztah (7.9) a tedy i nerovnost (7.5) plati pro libovolny prostorovy ¢tyithel-
nik, jak plyne z dikazu.

2) Viimnéme si, Ze pro vyraz na pravé strané (7.8) plati (z—u—a)?+(y—v)? =
|(B—C)— (A—D)]? =4|PQ|? nebot je P= (B+D)/2, Q=(A+C)/2a
odtud |PQ| =1/2|(B + D) — (A+ C)]|.

3) Vztah (7.9) lze dokézat i nasledovné, obr 7.5. Oznaéme P, ) po Fadé stiedy

Obréazek 7.5: V prostorovém &tyfahelniku plati: |AB|?> + |BC|* + |CD|? +
|DA|* = |AC|* + |BD|* + 4|PQP

uhlopricek e = AC, f = BD a R, T, S,U po radé stredy stran b = BC,c = CD,
d=DA,a = AB.

Potom je QRPS rovnobéznik, v némz plati |QR| = |SP| = ¢/2 a |RP| =
|SQ| = a/2. Podle (7.1) plati 2(]SQ|? + |QR|?) = |PQ|*> + |SR|?, tj. a*/2 +
c2/2 = |PQ|* + |SRJ?.

Analogicky z rovnobézniki PUQT a RTSU dostaneme b?/2+d?/2 = |PQ|* +
ITU|? a €?/2 + f2/2 = |SR|?> 4+ |TU|?. Seétenim prvych dvou vztahii s nasled-
nym odeétenim tieti rovnosti dostaneme (7.9). O

7.1.3 Obecny ptipad

Nerovnost (7.5) je specidlnim piipadem nésledujici véty, kterou uvefejnil v
roce 1980 L. Gerber [26]:

Necht 11 = Py, P,...,P,_1 je uzavieny prostorovy n-uhelnik v EN. Potom
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plati
n—1 7I_n—l
Z | P Prya|® < 4 cos® - Z | P Py |, (7.10)
k=0 k=0

s rovnosti prave kdyz je I rovinng afinné requldrni n-uhelnik.

Pro n = 4 dostaneme vztah (7.5), nebot afinnim obrazem ¢tverce je rovnobéz-
nik. Nerovnost (7.10) byla déle zobecnéna v roce 1990, viz [69] takto:

Necht 11 = Py, Py,...,Py_1 je uzavieny prostorovy n-thelnik v EN a necht
P,yj=P; proj=0,1,... Potom pro vsechna p=0,1,...,n—1 plati

n—1 n—1
2T 2 20 T 2
sin” — P.P < — PP, 7.11
nZ|kk+p| _Sln(pn)2|kk+1|, (7.11)
s rovnosti prave kdyz je I1 rovinng afinné reguldrni n-dhelnik.

Pro p = 2 dostaneme z (7.11) nerovnost (7.10).

7.2 Eulerova nerovnost

V roce 1765 publikoval L. Euler [21] vztah, ktery vyjadiuje vzdalenost d stiedu
kruznic trojihelniku opsané a vepsané

d=+/r(r—2p), (7.12)

kde r je polomér kruznice opsané a p polomér kruznice vepsané, obr. 7.6.

V [60] je uvedeno, ze H. Wieleitner v [103] se zminuje, ze vztah (7.12) uvefejnil
jesté diive Anglican W. Chapple v roce 1746.

Velmi zajimava je nasledujici nerovnost, kterd plyne z (7.12)

r > 2p, (7.13)

kterou nazveme Fulerova nerovnost [10]. Je zfejmé, 7e rovnost v (7.13) na-
stava praveé kdyz je trojihelnik rovnostranny, nebot pravé jen v tomto piipadé
stiedy kruznice opsané a vepsané trojuhelniku splyvaji a v (7.12) je d = 0.

Nejprve Eulerovu nerovnost (7.13) dokdzeme pomoci pocitace. Budeme po-

stupovat podobnym zptisobem jako W. Koepf v [47] bez pouziti soustavy sou-
fadnic.

Méjme déan libovolny trojihelnik ABC' o stranich délek a,b,c. Oznaéme r a
p po fadé jeho polomér kruznice opsané a vepsané a dale necht f znadi jeho
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A
A
N

Obrazek 7.6: Euleriv vztah: d = \/r(r — 2p)

obsah. Pro obsah trojihelnika plati nasledujici znamé vztahy:

hi: f—pla+b+c)/2=0,

he : f —abc/(4r) =0,

hy :16f% —(a+b+c)(—a+b+c)a—b+ec)a+b—c)=0.
Vyraz r — 2p se pokusime vyjadrit ve tvaru, ze kterého bude ziejmé, ze tento
vyraz je vétsi nebo roven nule. Predpokladejme, ze a,b,c,p,r, f jsou kladn4
¢isla. Ozna¢me r — 2p = k , tj. necht plati:

hy:r—2p—Fk.

V ideédlu I = (hy, ho, h3, hy) budeme eliminovat proménné p, r. Dostaneme
Use R::=Q[abcprfk];
I:=Ideal (2f-p(atb+c) ,4fr-abc,16f"2-(atb+c) (-at+tb+c) (a-b+c) (a+b-c),
r-2p-k);
Elim(p..r,I);

nékolik polynomii, z nichz nasledujici, po vydéleni nenulovym faktorem f, vede
na rovnici tvaru

4fk = a® — a®b — ab® + b® — a’c + 3abc — b?c — ac® — be? + 3. (7.14)

Vyraz k = r — 2p je nezdporny pravé kdyz je nezaporny polynom na pravé
strané v (7.14). Snadno se ukéze, Ze plati rovnost

a® — a’b — ab® + b> — a®c + 3abc — b?c — ac® — b? + & =
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=1/2[(a+b—c)a=b)2+(b+c—a)b—c)®+ (c+a—b)(c—a)?. (7.15)

Vyraz na pravé strané rovnosti (7.15) je nezaporny, nebot se jednd o soucet
nezapornych vyrazii — jednak jde o étverce (a — b)2 > 0, ..., jednak o vyrazy
typu a+b—c, ..., které jsou kladné v disledku trojihelnikové nerovnosti. Rov-
nost v (7.13) nastava pravé kdyz na pravé strané (7.15) je a = b = ¢, tj. pravé
kdyz je trojthelnik rovnostranny, srovnej [47]. O

Klasicky dtikaz Eulerovy nerovnosti (7.13) provedeme zpusobem, ktery je pti-
pisovan mladému madarskému matematikovi I. Adamovi [60]. Jedn4 se o velmi
vtipny dikaz:

Stredy stran Ai, By, Cy trojihelnika ABC tvori trojihelnik, jehoZz kruznice
opsand ma polomér r/2, obr. 7.7. Nyni sestrojime trojihelnik A'B'C’, je-

c’

Obrazek 7.7: Klasicky dtikaz Fulerovy nerovnosti

hoz strany jsou rovnobézné se stranami trojtihelnika ABC' tak, aby kruZnice
opsané trojihelniku Ay, By, C; byla jeho kruznici vepsanou. Protoze AABC C
AA'B'C’, plati pro poloméry p,r/2 jim vepsanych kruznic vztah p < r/2. Di-
kaz je proveden. O

Pravé provedeny dtikaz lze snadno aplikovat na ¢tyrstén a obecné na libo-
volny simplex v E”. Pro poloméry kulovych ploch p a r ¢tyisténu vepsanych
a opsanych plati analogicky k (7.13)

r > 3p, (7.16)

kdy stredy stran trojuhelnika nahradime tézisti jednotlivych stén ¢tyisténu.
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Kapitola 8

Pravidelné mnohuhelniky

S pravidelnymi mnohothelniky se v zivoté casto setkdvame - ve stavitelstvi a
architekture, v uméni, v zivé ¢i nezivé prirodé a mnoha dalsich oborech lidské
¢innosti. Pravidelné mnohothelniky hraly v historii dilezitou roli pfi odvozeni
vzorce pro obsah a obvod kruhu atd. Predstava pravidelného mnohotuhelnika,
je pristupna i zakim na zakladni skole a tedy by se zdalo, ze nic nového zde
nemuzeme objevit. S jednim ze zajimavych objevi je svazdna nasledujici pri-
hoda.

Pted vanocemi roku 1969 navsivili zndmého matematika B.L. van der Waer-
dena dva chemici A. Dreiding a J.D. Dunitz. Druhy z nich vypravél o pevnych
a pohyblivych tvarech cyklohexant a cyklooktani. Zminil také cyklopentan a
tvrdil, ze pétithelnik v prostoru, ktery ma stejné délky stran a stejné thly,
musi byt nutné rovinny. Van der Waerden byl timto tvrzenim piekvapen, ne-
bot 7Zadné z jemu znamych teorii takto ”jednoduché” tvrzeni nezmitiovala.
Jiz v 10. tinora 1970 mél B.L. van der Waerden na matematickém kolokviu v
Ziirichu prednasku ”"Ein Satz iiber rdumliche Fiinfecke”, jejimZ tématem byl
dikaz nasledujici véty [99]:

Prostorovy pétidhelnik, ktery md stejné vsechny strany a vsechny uhly, je ro-
vINNy.

Po zvefejnéni ¢lanku [99] byla tato véta béhem kratké doby dokizana fadou
matematiki nékolika zpisoby, viz [55], [93], [12], [40], [44], [100], [19], [54].
V ¢lanku [19] je zminéno, 7e tuto vyznacnou vlastnost pétithelnika znal jiz
v roce 1944 J. Waser [102]. B. Griinbaum [29] piSe, 7e tuto vlastnost pravi-
delného prostorového pétithelnika (tj. rovnostranného a rovnotihlého) znal jiz
v roce 1911 A. Auric [2]. Podrobnéjsi informace o této problematice podava
prehledovy ¢lanek [29], kde je uvedeno, Ze iplnou charakteristiku pravidelnych
n-thelnika v prostoru provedli v roce 1962 V.A. Jefremovi¢ a Ju.S. II’jas¢enko
[41]. Nejnovéjsi odkaz viz [7].

139
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Nejprve uvedeme definici pravidelného mnohothelnika.

Mnohothelnik Py, Pi,..., P,_1, jehoz vSechny strany maji stejnou délku, t;j.
| P; Pj11] je konstantni pro vSechna j = 0,1,...,n—1, nazyvime rovnostranny.
Podobné n-thelnik je k-rovnostranny, jestlize |P;Pjy,| = d, pro vsechna
j=0,1,....n—1av=12,...,k, kde konstanty d, jsou parametry. Mno-
hotihelnik nazyvame pravidelny, jestlize pro vSechna v = 1,2,...,n — 1 je
délka usecek P;Pjy, nezavisla na j, nebo jinymi slovy, jestlize je mnohouhel-
nik (n — 1)-rovnostranny.

Tedy rovnostranny n-thelnik je 1-rovnostranny s parametrem dq, 2-rovno-
stranny n-thelnik je rovnostranny a rovnouhly s parametry d;, d2 atd. Zavedeme-
li dy = 0, potom je pravidelny n-tihelnik charakterizovin vztahy

|PjPjyy| =d,, provsechna jv=0,1,...,n—1, (8.1)
coz znamend, ze vSechny thlopficky ”téhoz” typu (ob jeden vrchol, ob dva
vrcholy,...) maji stejnou délku.

Jesté zavedeme pojem dimenze mnohoiihelnika. Budeme fikat, ze n-tihelnik
mé dimenzi d, jestlize d je dimenze nejmensiho podprostoru afinniho prostoru
AN ve kterém je mnohotihelnik obsazen.

8.1 Pravidelny pétituhelnik

Dokazeme néasledujici, nahote zminénou vétu:

V prostoru E3 je ddn pravidelny pétiihelnik ABCDE. Potom je tento pétii-
helnik rovinny.

Vétu nejprve dokdzeme pomoci pocitace. Predpokladejme, ze pétithelnik je
rovnostranny s délkou strany a a rovnothly s délkou thlopiicky wu.

Zavedeme kartézskou soustavu souradnic tak, aby pro vrcholy pétithelnika
ABCDE platilo A= [0,0,0], B = [bl,bQ,O], C = [61,62,63], D = [dl,dQ,dg],
E =0,0,0], obr. 8.1. Plati nasledujici vztahy:

|AB|=a < hy : (by — a)? 4+ b3 —a? =0,

|IBC|=a << hy:(c1 —b1)?+ (c2 — b2)? + ¢} —a®> =0,
|ICD|=a & hy: (di —c1)* + (d2 — ¢2)* + (d3 — 3)* — a* = 0,
|IDE| =a & hy:d? +d3+d3 —a? =0,
|AC|:U@hf)1(01—a)2+cg+c§—u2:0,

|BD| =u % hg : (di —b1)? + (do — b2)? +dj —u? =0,
|CE|:u<:>h7:c%+c%+c§—u2:0,

|DA| =u < hg : (di —a)? + d3 + d3 —u® =0,

|EB| = u < hg : b2 + b3 —u? = 0.
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z C=[cl,c2,c3] -7

B=[b1.b2,0]

=[ﬁ,u'u] A=[a,0,0] =

Obrazek 8.1: Pravidelny pétithelnik

Body ABCDE lezi v jedné roviné <

0 0 0 1 0 0 0 1
a 0 0 1 . a0 0 1]

z1 b by 0 1| 0 azaroven 2y : b by 0 1|7 0. (8.2)
¢ ¢y c3 1 di dy d3 1

Vysetiime, zda oba polynomy 2, zo zévéru jsou prvkem radikilu idealu I. Bu-
deme tedy zjistovat, zda 1 € J, kde J = I U{abocst —1} a I = (hy,ha,..., ho).
Budeme zkoumat kazdy polynom zp, zo zvlast. Pro z; vychazi

Use R::=Q[aub[1..3]c[1..3]d[1..3]st];
J:=Ideal((b[1]-a)"2+b[2]"2-a"2, (c[1]1-b[1]) "2+ (c[2]-b[2]) "2+
c[3]1°2-a"2,(d[1]-c[1])"2+(d[2]-c[2])~"2+(d[3]-c[3])"2-a"2,
d[1]1°2+d[2]"2+d[3]"2-a"2, (c[1]-a) "2+c[2] “2+c[3]"2-u"~2, (d[1]
-b[1])~2+(d[2]-b[2])"2+d[3] "2-u"~2,c[1] "2+c[2] "2+c[3]"2-u"2,
(d[1]-a)~2+d[2] "2+d[3] "2-u~2,b[1]"2+b[2] "2-u"2,ab[2]c[3]t-1);
NF(1,J);

normélni forma NF (1, J)=0. To znamena, body A, B,C, E lezi v jedné roviné.
Obdobné se dokaze, ze také body A, B, D, E lezi v jedné roviné. Odtud jiz
plyne tvrzeni véty - pravidelny pétithelnik ABCDE v prostoru je rovinny.

O

Poznamka:

V poslednim ptikladu jsme vySetiovali NF(1,J), kde idedl J obsahoval negaci
zavéru abocst — 1. Vysledek NF(1,J)=0 znamend, ze zavér abacs je prvkem
radikalu idedlu I, odkud plyne abacsz = 0.
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Pfipomefime definici radikalu v/T idedlu I: Je-li I idedl, potom radikdl idedlu
I, znacime jej /I, je mnozina {f; Im € N takové, ze f™ € I}.

Vizdy plati T C V/I. Obvykle viak stadi vySetfit zda zivér abscs je prvkem
idedlu I. Provedme to. Dostaneme

Use R::=Q[aub[1..3]c[1..3]d[1..3]st];
I:=Ideal((b[1]-a)"2+b[2]"2-a"2, (c[1]-b[1])"2+(c[2]-b[2]) "2+
c[3]1°2-a"2,(d[1]-c[1])"2+(d[2]-c[2])"2+(d[3]-c[3])"2-a"2,
d[1]1°2+d[2]"2+d[3]"2-a"2, (c[1]-a) "2+c[2] “2+c[3]"2-u"~2, (d[1]
-b[1])~2+(d[2]-b[2])"2+d[3] "2-u"~2,c[1] "2+c[2] "2+c[3]"2-u"2,
(d[1]-a)~2+d[2]"2+d[3]"2-u"2,b[1]"2+b[2] "2-u"2);
NF(ab[2]c[3],I);

vysledek abscs a nikoliv nulu. Tedy polynom abscz do idedlu I nepatii! Do
radikalu /T idedlu I viak ano, tj. existuje p¥irozené m takové, ze (abycs)™ je
prvkem idedlu I. Snadno zjistime, ze v tomto piipadé je m = 3, tj. (abac3)? € I.
S.Ch. Chou v [39] na strané 78 piSe, ze ve vSech vétach, kterymi se v [39]
zabyval, se ide4l I rovnal svému radikilu v/I idedlu I. Proto nebylo nutné
vySetfovat, zda zavér tvrzeni patii do radikdlu v/T idedlu I. Obecné totiz I
je podmnozinou svého radikalu idealu, v nasem ptipadé je I vlasini podmno-
zinou svého radikdlu idedlu. Polynom abscs neni prvkem idealu I, ale patii
do jeho radikalu v/T. Piedchozi piiklad se tak stal jednim z piikladt, kdy je
nutné pouzit uvedeny postup. |

Nyni ukdzeme klasicky dikaz skuteénosti, ze pravidelny pétithelnik v prostoru
E3 je rovinny. Z mnoha znamych diikazi neni z4dny elementarni, u viech jsou
nutné hlubsi znalosti z algebry ¢i geometrie. A navic sotva lze néktery z nich
nazvat klasicky. Uvedeme diikaz, ktery publikoval O. Bottema [12] v roce 1973,
viz téz [44].

Dokézeme vétu:

Pravidelny pétithelnik A1 As A3A4As leZi bud v E* nebo v E?, tj. ma dimenzi
4 nebo 2.

Pri dikazu véty pouzijeme néasledujici vzorec pro objem simplexu. Zde pripo-
menme definici simplexu:

Body Aj, As, ..., Aps1 afinniho prostoru A™ tvori simplez, jestlize jsou vek-
tory Ay — Ag, Ay — As, ..., A1 — A,y1 linedrné nezavislé.

Napr. tsecka je simplex na piimce, trojihelnik je simplex v roving, ¢tyistén v
tfirozmérném prostoru, atd.

Objem V,, simplexu Ay, As,..., Ayt v E" Ize vyjadiit pomoci vSech vzijem-
nych vzdalenosti |A;A;| = a;; mezi vrcholy simplexu ve tvaru tzv. Cayley-



8.1. PRAVIDELNY PETIUHELNIK 143

Mengerova determinantu. Oznacime-li a%j = d;j, potom plati [5]:

0 1 1 1 .. 1

1 0 dia diz ... dips
(—1)”+1n2(n!)2Vn2 = Dn = 1 d21 0 d23 d2,n+1 . (8.3)

1 dpgrg e e e 0

Polozime-1i V,, = 0 potom podle (8.3) také D,, = 0 a simplex Ay, As, ..., Api1
lze umistit do prostoru, jehoz dimenze je mensi nez n.

Minimélni dimenze prostoru, ve kterém mutizeme uvazovat libovolny pétitthel-
nik, je étyfi. V Eukleidovském prostoru E* uvazujme pravidelny pétitihelnik
Ay Ay A3 Ay As. Vrecholy pétithelnika v prostoru E* tvoii simplex, jehoz objem
V4 lze vyjadrit pomoci vzajemnych vzdalenosti vrcholl mezi sebou.

Oznac¢me délky jeho stran a thlopticek

|A1Ag| = |A2A3| = |A3A4] = |A4As5| = |A5A1| = a, |[A1A3] = |A345]| =
|A5A2| = |A2A4| = |A4A1| =b.

Podle (8.3) pro simplex A; Ay A3A4As v E* plati

o 1 1 1 1 1
1 0 a2 b b a?
1 a2 0 a® b b 2 22, 2 212
1 v v a2 0 a?
1 a2 ¥ b a® 0

Determinant (8.4) mizeme vypocitat pfimo nebo lze vyuzit napt. prikaz Det (M)
programu CoCoA, ktery matici M prifadi jeji determinant. Zadame

Use R::=Q[ab];
M:=Mat([[0,1,1,1,1,1],[1,0,a"2,b"2,b"2,a"2],[1,a"2,0,a"2,b"2,b"2],
[1,p°2,a"2,0,2a"2,b"2],[1,b"2,b"2,2a"2,0,a"2],[1,2"2,b"2,b"2,a"2,0]1]);
Det (M) ;

a dostaneme polynom —5a® + 30a%b? — 55a%b* + 30a2b° — 5b8, ze kterého pii-
kazem Factor obdrzime shora uvedeny vysledek (8.4). Je-li Dy = 0, potom
lze pétithelnik Ay Ay A3A4As umistit v prostoru, jehoZ dimenze je menS$i nez
Ctyfi.

Nyni uvazujme ¢tyti za sebou jdouci vrcholy pétiahelnika, napt. Ay, As, As,
Ay, které tvoii simplex v prostoru E a zkoumejme jeho objem. Podle (8.3)
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sta¢i v determinantu (8.4) vynechat posledni Fadek a sloupec. Vychézi

1 1 1 1
0 a® b b
20 | =-2(a®+ab— b)) (a® —ab—0b?).  (8.5)

[\

0
1
D3=|1 a*> 0 a
1 v &> 0 a
1 b b a2 0
V rozkladu (8.5) se objevuji tytéz polynomy jako v (8.4). Tedy Dy = 0 im-
plikuje D3 = 0. To znamené, Ze body A1, As, A3, A4 lezi v jedné roviné. Ana-
logicky se dokéze, ze Ctverice Aq, As, As, As lezi také v jedné roviné. Tedy
pétithelnik A1 A A3 A4As musi byt rovinny. O

Pravidelny pétithelnik A;As A3 A4 A5 o strané a a thlopficce b spliiuje podle
(8.4) a (8.5) rovnici
(a® + ab — b*)(a® — ab— b?) = 0, (8.6)

ze které dostaneme pomér strany a tthlopricky pravidelného pétitihelnika, obr.

8.2. 7 rovnice
a’> +ab—b> =0 (8.7)

plyne vztah
a -1+ V5

— = 0.618...
b 2 ’
ktery plati pro konvexni pravidelny pétithelnik, obr. 8.2 vlevo, a z rovnice
a® — ab — b?> = 0 dostaneme vztah
1
o _14V5 _ 1.618...,

b 2

ktery charakterizuje pravidelny hvézdicovy pétithelnik (nékdy se téz ik pen-
tagram), obr. 8.2 vpravo.

Cislo @ = _1+‘/5 = 0.618... se nazyva zlaty pomeér. Vyskytuje v 7zivé ¢i nezivé
piirodé a v mnoha oborech lidské ¢innosti. Rikame, e tsecka, kterd je rozdé-
lena na dvé ¢asti v poméru @, je rozdélena tzv. zlatym rezem.

Rovnici (8.7) miizeme odvodit téz pfimo napf. takto. V konvexnim pravidel-
ném pétithelniku plati, obr 8.2 vlevo

2

azQRsin%, b=2Rsin -, (8.8)

kde R je polomér kruznice pétitthelniku opsané. Vyjdeme ze vztahu

. 27 . 3T
sin — = sin — ,
5

5
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Obrazek 8.2: Konvexni a nekonvexni pravidelny pétithelnik

ktery jisté plati. Vynésobenim této rovnice vyrazem sin %” s pouzitim vzorce
pro sinus dvojnasobného tthlu dostaneme
. 9 2T . T T . 37
sin® — = 2sin — cos — sin — .
) ) ) )

Uziti vzorce pro prevod ze soucinu goniometrickych funkci na jejich soucet
dava
sin? i _ sin E(sin4—7T + sin2—ﬂ) .
) ) ) )
Odtud s pomoci (8.8) dostaneme (8.7).
Obdobné se dokaze vztah pro nekonvexni pravidelny pétithelnik. Sta¢i v (8.7)

zameénit a a b.

Ukazme jesté ditkaz tvrzeni, Ze rovnostranny a rovnothly pétithelnik v E2 je
nutné rovinny, ktery zaslali Van der Waerdenovi v roce 1972 G. Bol a H.S.M.
Coxeter [100]. Tento dikaz je velmi elegantni:

Jsou-li ddny délky stran a a thly «, potom jsou urceny vSechny vzdalenosti
mezi vrcholy pétithelnika A1 A2 A3A4As . Potom existuje shodné zobrazeni S,
které vrcholy cyklicky permutuje, tj. prifadi dvojici A;A; dvojici A;j11A4; 41
pro i,5 = 1,2,...,5. ProtoZe slozené zobrazeni S° je identita, nemize byt
shodnym zobrazenim rovinova soumérnost. Déle, zobrazeni S ma samodruzny
bod - tézisté pétithelnika, mizeme proto vyloucit posunuti. Tedy S je otoceni
a pétithelnik lezi v roviné, ktera je kolma k ose otaceni. O

8.2 Pravidelny sedmitihelnik

Pripad pravidelného pétithelnika z predchozi ¢asti je velmi znamy. Podivejme
se nyni na pravidelny sedmithelnik a jeho existenci v prostorech rizné di-
menze. Necht A;As A3A A5 AgA7 je pravidelny sedmithelnik. Podle definice
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Obrazek 8.3: Piiklad rovnostranného a rovnothlého sedmithelnika, ktery neni
pravidelny

je pravidelny sedmithelnik 3-rovnostranny. Zde upozornime na skutec¢nost, ze
podminky rovnostrannost a rovnouhlost, které stacily v pripadé pravidelného
pétithelnika, jsou u pravidelného sedmithelnika nedostacujici. Napi. na obr.
8.3 vidime, ze |A7A3| 75 |A1A4|

V pravidelném sedmithelniku A; Ay A3 A4 AsAgA7 oznacme
|A1Ag| = |A2A3] = [A3A4| = |[A4A5| = |A5A6| = |AsA7| = |A7A1] = a,

|A1A3| = [A3A5] = |A5 A7| = |A7 Ag| = A2 Ay| = [A4Ag| = |AgA1| = b,
|A1Ag| = |A4A7| = |A7 As| = |A3Ag| = |AgAs| = |A245| = |A5A1| = c.
Uvazujme sedmitihelnik v Sestirozmérném eukleidovském prostoru ES, coZ je

prostor nejmensi dimenze, do kterého mizeme libovolny sedmithelnik vzdy
umistit. Podle vzorce (8.3) pro objem simplexu Ay Ay A3 A4 A5Ag A7 v E° plati

o 1 1 1 1 1 1 1
1 0 a®> b & & v a?
1 a2 0 a® v & &2 v

2 2 2 12 2 2

D¢ = 1 10)2 22 6?2 “ 22 b2 2 = (8.9)

1 &2 & b a® 0 o bV
1 8 & 2 v a® 0 a
1 a2 vV 2 &2 v a® 0

= —7(a% + 3a*p? — 402" + 15 — 4a*® — a®0%? + 3b*c? + 3a%ct — 4Pt + )2
Pfi vypoctu determinantu (8.9) jsme opét pouzili prikazy Det a Factor pro-
gramu CoCoA. Nyni vyjadiime objem simplexu, ktery je uréen body A;, As,
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As, Ay, As, Ag tim, Zze v predchozim determinantu vyskrtneme posledni fadek
a sloupec. Vychézi

D5 = 2(2a* — 3a%b? + 2b* — 3a®c? — 3b%c? + 2¢*)(ab + 3a'h? — 4a?b* + b5 —
4a*c® — a?b?c? + 3b*c? + 3a’ct — 4b?ct + 5).

Porovnanim determinantt Dg a Ds dostaneme, ze Dg = 0 implikuje D5 = 0.
Tedy neni-li sedmithelnik obsazen v Sestirozmérném prostoru, neni ani v pro-
storu pétirozmérném. Je proto obsazen v prostoru dimenze ¢tyii a mensi.
Pokrac¢ujme déile a vyjaddieme objem simplexu, ktery je uréen body A;, As,
A3, A4, A5. VyChé,Zf

Dy = —(a" —12a%0* + 8b* + 2a°c* — 5b*c? + ¢*)(a® — be — ¢®)(a® + be — ¢?).

Polozime D4 = 0. To znamend, Ze simplex A;AxA3A4As lezi v prostoru di-
menze t¥i a mensi. Zkoumejme déile objem &tyisténu A; Ay Az A4 v E2. Dosta-
neme

0 1 1 1 1
1 0 a® b
Dy=|1 a2 0 a? b |= (8.10)
1 b a®> 0 a?
1 &2 v a2 0

= —2(a® — b* + ac)(a® — b* — ac)(a® + 2b* — ).

Pokud by podminka Dy = 0 (za predpokladu, ze plati i Dg = 0) implikovala
D3 = 0, potom by ¢tyti body Ay, As, As, Ay lezely v jedné roviné. Zopakujeme-
li stejny postup pro dalsi dvé étverice bodi, potom by odtud plynulo, Ze sed-
mithelnik A; Ay A3 Ay A5 Ag A7 lezi v jedné roviné.

Determinanty D4 a D3 na prvni pohled stejné faktory neobsahuji, a tak by se
mohlo zdat, Ze uvedend implikace neplati.

Vypocet provedeme pomoci pocitace. Predpokladejme, ze pro pravidelny sed-
mitthelnik A1A2A3A4A5A6A7 plati D6 =0a D4 = 0. Vyéetf‘ime, zda, potom
plati D3 = 0. Tedy je dan idedl I = (Dg, Dy4) a ptame se zda D3 je prvkem
radiklu /T idedlu I. Zadédme

Use R::=Q[abct];
I:=Ideal(a"6+3a"4b"2-4a"2b"4+b"6-4a"4c"2-a"2b"2c"2+3b"4c"2+3a"2c"4
-4b~2c"4+c"6,(a"4-12a"2b"2+ 8b~4+2a"2c"2- 5b"2c"2+c"4) (a"2-bc-c"2)
(a"2+bc-c~2),(a"2-b"2+ac) (a"2-b"2-ac) (a"2+2b"2-c"2)t-1);

NF(1,I);

a dostaneme vysledek NF(1,I)=0. Dokézali jsme vétu:

Pravidelny sedmithelnik lezi bud v prostoru FES nebo E* nebo E2, tj. md di-
menzi bud 6 nebo 4 nebo 2.



148 KAPITOLA 8. PRAVIDELNE MNOHUHELNIKY

Z rovnic Dy = 0 a D3 = 0 dostavame vztahy, za kterych mtizeme vypocitat

délky stran a thlopiicek a, b, ¢ v pravidelném sedmitihelniku. Soustava
a>+ac—bv =0, a’>+bc—c*=0 (8.11)

charakterizuje pravidelny konvexni sedmitihelnik, obr. 8.4. Obdobné dosta-

Obrazek 8.4: Pravidelny konvexni sedmitihelnik

neme rovnice pro zbyvajici dva nekonvexni hvézdicové sedmiuhelniky, obr.
8.5. Pro sedmithelnik na obr. 8.5 vlevo (tzv. 2-regularni sedmithelnik) plati

& +bec—a®=0, E+ab—10>=0
a pro sedmithelnik na obr. 8.5 vpravo (tzv. 3-reguldrni sedmitihelnik)
b2 +ab—c? =0, b2 +ac—a’=0.
Dokazme piimo napf. prvni rovnici v (8.11)
a? +ac—b* =0, (8.12)

ktera plati pro pravidelny konvexni sedmithelnik, obr. 8.4.
Plati

2 3
a:2Rsing, b:2Rsin77r , c:2Rsin77r , (8.13)
kde R je polomér kruznice sedmithelniku opsané. Vyjdeme ze vztahu
i 2 i om
in— =sin— .
7 7

Vynasobenim této rovnice vyrazem sin 27” s pouzitim vzorce pro sinus dvojna-
sobného uhlu dostaneme
. 9 2m . T, 5T
sin” — = 2sin — cos — sin — .
7 7 7

7
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Obrazek 8.5: Pravidelné nekonvexni sedmitihelniky

Uziti vzorce pro prevod ze soucinu goniometrickych funkci na jejich soucet
davé
9 2T . m, . bw . 4r

— =sin —(sin — +sin—) .

7 7 7 7

Tuto rovnici vynasobime 4R? a vzhledem k (8.13) dostaneme (8.12). Obdobn4
tloha byla FeSena ve 22. ro¢niku matematické olympiady kat.A, [98].

sin

Poznamky:

1) Pii poslednim vypoc¢tu jsme dokazali, Ze polynom Dj je prvkem radikilu
VT ideélu I. Pokud bychom zkoumali, zda polynom Dj je prvkem idedlu I a
ne jeho radikilu, dostaneme

Use R::=Q[abct];
I:=Ideal(a"6+3a"4b"2-4a"2b"4+b"6-4a"4c"2-a"2b"2c"2+3b"4c"2
+3a"2c"4-4b"2c"4+c"6, (a"4-12a"2b"2+8b"4+2a"2¢c"2-5b"2¢c"2+c"4)
(a"2-bc-c~2) (a"2+bc-c~2));

NF((a~2-b~2+ac) (a"2-b~2-ac) (a"2+2b"2-c"2),I);

vysledek —3a*b? 4+ a?b* + b5 + 2a*c® + a?b?c? — 4b*c? — 2a2c* + 4b%c* — 5.
Tedy polynom D3 = (a? — b% + ac)(a® — b — ac)(a® + 2b* — c?) neni prvkem
idedlu I. Opét jsme se zde setkali se skutecnosti, Ze nastaci zkoumat, zda dany
polynom patii do idedlu I, nybrz je nutné vysetifovat jeho existenci v radikalu
VT ideélu I. P¥i blizsim zkoumani zjistime, 7e polynom D3 je prvkem ideélu
I.

2) Izoperimetricka nerovnost pro n-tthelniky v roviné [6] ¥iké, Ze ze vSech n-
whelniku daného obvodu md nejuétsi obsah pravidelny n-dhelnik. Prostorova
analogie izoperimetrické nerovnosti je nasledujici [9]:

Ze vSech n-tdhelniki v prostoru E* o daném obvodu naleznéte ten, ktery md
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mazimdadlni objem konvexniho obalu.

Tato prostorova analogie izoperimetrické nerovnosti pro n-ihelniky je vyte-
Sena v prostorech sudé dimenze d, kde jsou feSenim jisté pravidelné n-tihelniky,
které jsou vicedimenzionalnimi analogiemi pravidelnych mnohotihelnikt v ro-
viné [65].

V prostoru lich€ dimenze d tloha dosud vyiesena neni. Je zndmo nékolik speci-
Alnich pifpadii v E? pro prostorovy étyiihelnik [58], pétitihelnik a Sestitihelnik
[49], [50]. Zajimavy je zvlasté optimalni pétithelnik, ktery podle pravé uve-
dené teorie nemuZe byt pravidelny. Vznika tedy prirozend otazka, jak vypadaji
v E3 optimAlni n-tihelniky pro n > 77? ]

Uvedeme jesté znéni véty pro n-tthelniky s libovolnym poctem vrcholi. Plati,
viz napf. [7]:

Pravidelny mnohouhelnik s lichym poctem vrcholu md sudou dimenzi.



Kapitola 9
Rtzné

V této kapitole se budeme zabyvat feSsenim nékolika dalSich problémi, které
pokladame za zajimavé.

9.1 Neelementarni konstrukéni uloha

Diky modernim prostifedktim jako jsou pocitace, matematicky software a te-
orie automatického dokazovani vét jsme schopni vyfesit i dlohy, které nejsou
elementarni. Prikladem takové neelementarni lohy je nasledujici problém, viz
té7 [43]:

V rovin€ jsou ddany ctyri primky a,b,c,d. Sestrojte ctverec KLM N tak, aby
Kea, Leb, M €ec, N €d.

Zvolme kartézskou soustavu soufadnic tak, aby K = [ki,ko], L = [l1,l],
M = [m1,mg], N = [n1,n9] a necht pfimky a, b, ¢, d maji rovnice

a:ax+ay+az =0,b: byx+by+by =0,c:ciz+coy+cg =0,
d:d1$+d2y+d3:0.

Predpoklidejme, ze K € a a L € b. Abychom zajistili, ze KLMN je Ctve-
rec, jehoz vrcholy M, N lezi napr. po rfadé na piimkach c,d, oto¢ime vektor
L — K o0 90° v kladném smyslu. Dostaneme vektor N — K, ktery oznacime
rot(L — K) = N — K. Potom oto¢ime vektor K — N o 90° v témze smyslu a
dostaneme vektor M — N, atd., viz obr. 9.1. Dostavame relace:

K € a s arky + agks + a3 =0,

Leb&bily+bala+b3 =0,

Meces ceimy +comg+c3 =0,

N ed<& diny +dong +ds =0,
I'Ot(L—K):N—K@—(ZQ—kQ):’nl—k‘lf\ll—kl :n2—k2,

151
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Obréazek 9.1: Ctverec K LM N, jeho# vrcholy jsou po fadé na danych piimkach
a,b,c,d.

I'Ot(K—N) :M—N<:>—(k2—n2) :ml—nl/\kl—nl = m9 — N2,
I'Ot(N—M) :L—M<:>—(n2—m2) :ll—ml/\nl—ml ZZQ—mQ,
I‘Ot(M—L) :K—L<:>—(m2—l2) =ki—l1Ami =11 = ko — .

Méame celkem 12 rovnic s 8 nezndmymi ki, ko, 1,1, m1,mo,n1,ne. Eliminaci
vSech proménnych kromé k; dostaneme

bQCl + bQCQ + Cldl + 02d1 - b2d2 — Cldg + ngQ +c1—cy — d1
b201d1 + bQCle - b261d2 + Cldl - Cld2 + 02d2 '

ki =

Podobné nalezneme dalsi neznamé. Jedno z feseni muZzeme vidét na obr. 9.1.
7 konstrukce je vidét, ze existuji nejvyse ¢tyii ¢tverce K, L, M, N s danymi
vlastnostmi. O

Mizeme postupovat také jinym zpisobem, viz [43].

Ozna¢me soutradnice ¢tverce K LM N a rovnice piimek a,b, c,d stejné jako
nahote a uvazujme étverec ABC'D s vrcholy A = [1,0], B =[0,1], C = [-1,0],
D =[0,—1]. Hledame takovou podobnost ¢

p:a' =pr—qy+r Y =qr+py+s,

kde p, q,r, s jsou nezndmé realné koeficienty, kterd zobrazi ¢tverec ABCD do
¢tverce KLM N. Mame

o([1,0)) = [p+r,q +s],
©([0,1]) = [~q +7,p + 3],
o([~1,0]) = [-p+7r,—q + 3],
@([0,~1]) = [qg + 7, —p + s].
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Odtud dostaneme systém rovnic

ai(p+r)+ax(qg+s)+a3 =0,
hy :bi(—=qg+ 1) +ba(p+ )+ b3 =0,

ci(—p+r)+ca(—q+s)+c3=0,
h4 : dl(q+T)+d2(—p+S)+d3 =0.

Budeme fesit soustavu algebraickych rovnic hy = 0,ho = 0,hg = 0,hy = 0
vzhledem k nezndmym p, ¢, r, s. Dostaneme

Use R::=Q[a[1..3]b[1..3]c[1..3]d[1..3]pqrs];

I:=Ideal(a[1] (p+r)+a[2] (g+s)+a[3],b[1] (-g+r)+b[2] (p+s)+b[3],
c[1] (-p+r)+c[2] (-g+s)+c[3]1,d[1] (q+r)+d[2] (-p+s)+d[3],a[2]-1,
al1],al3],b[3]+1,c[3]+1,d[3]+1,b[1]-1,p+r-x,p+s-y);
Elim(q..s,D);

stejny vysledek jako nahofe. O

Poznamka:

Pri feSeni tloh pomoci pocitace velmi zalezi na tom, jakym zptisobem tlohu
fesime. MiZeme napfi. pouzit riizné druhy a volby soustavy soufadnic, ge-
ometrické veli¢iny mtzeme vyjadrit nékolika zptisoby, mizeme pouzit rizné
strategie feseni. To v§e m4 vliv na konec¢ny vysledek. Mtze se stat, ze jednou
metodou tlohu vibec nevyfesime, zatimco jind metoda vede v kratkém case
k feseni.

Posledni priklad jsme tesili dvéma riznymi zptsoby. Je ziejmé, ze druhy zpi-
sob je efektivngjsi a vede k rychlejSimu feseni (méné nezndmych, jednodussi
rovnice aj.)

Pokud se nam nedaii ilohu vyftesit, je potfeba najit lepsi a ”sofistikovanéjsi”
metodu. Pravé vyresena tiloha je vhodnym piikladem. O

9.2 MnozZina bodi danych vlastnosti

V této kapitole budeme vySetfovat mnozinu bodi danych vlastnosti metodou
eliminace proménnych. Budeme fesit piiklad:

Na strandch BC, CA a AB trojuhelnika ABC jsou po tadé dany body D, E, F,
ktere déli strany ve stejném pomeéru k, tj. pro které plati

k = (BOD) = (CAE) = (ABF),

kde k je délict pomér. Urcete mnozinu stredd kruznic opsanych trojuhelniku
DEF pri ménicim se k.
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Zvolme kartézskou soustavu souradnic tak, aby pro soutadnice vrchold troj-
thelnika ABC platilo A = [0,0],B = [a,0],C = [b,c]. Ozna¢me dale D =
[d1,d2], E = [e1,ea], F' = [f2, f2], piiCem7

D € BC < cdy + (a — b)dy — ac =0,

EcCA<s cep —bey =0,

FeAB & fy=0.

Dale pro délici poméry plati

k=(BCD)< D —B=k(D - C) < (dia,dy) = k(dy — b,ds — ¢).
Analogicky

k= (CAE) & (eg — b,es — ¢) = k(eq, e2),

k= (ABF) < (f1,0) = k(f1 — a,0).

Pro stfed S = [z, y] kruznice opsané trojiuhelniku DEF plati S € 04 Nop, kde
04 a op jsou osy stran EF a FD, tj.

S€ose(er— fi)z+ey—(eF—fE+e3)/2=0
a
(di — f1)z + day — (di — f£ +d3)/2 = 0.

Budeme eliminovat v8echny proménné kromé a, b, ¢, x,y. NapiSeme

Obrazek 9.2: Kiivka 3. stupné jako mnozina bodu dané vlastnosti

Use R::=Q[abckd[1..2]e[1..2]f[1..2]xy];
I:=Ideal(cd[1]+(a-b)d[2]-ac,ce[1]-be[2],d[1]-a-k(d[1]-b),d[2]-
k(d[2]-c),f[1]1-k(f[1]-a),e[1]-b-ke[1],e[2]-c-ke[2],(d[1]-£f[1])
x+d[2]y-(d[1]"2-f[1]"2+d[2]"2)/2, (e[1]-f[1])x+e[2]y-(e[1] "2~
f[1]1"2+e[2]1°2)/2);
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Elim(k..£f[2],I);

a jako odpovéd dostaneme jediny polynom t¥etiho stupné v z,y, ktery vede
na rovnici:

—873(a—2b)(2a®+ab—b>—c?)(a® —ab+b?)+24cx?y(a* —2a3b+4ab> —2b* —a?c?+
2abc? —2b%c?) +—24c?xy? (a—2b) (a® +ab—b> — c?) +8c>y> (a® +2ab—2b% —2¢%) +
42%(5a° —9a°b+a®b® — 9ab’® +5b° — 5at 2+ Tadbc? 4 3a%b%c? — 14ab®c? +10b*c? +
3a’c* — babct +5b%ct) — dexy(5a® — 8a*b — a3b? + 8a2b + 13ab* — 100° — 9a3c? +
8a2bc? +18ab?c? —20b3c2 +5act —10bc* ) +4c?y? (3a* — 2a3b—5a%b? —dab® +5b* —
5a2c? —4abc® +10b%c? +5¢*) —4x(2a” —2ab—2a°b? —2a2b° —2ab5 +2b" —3a°c? +
2a*bc? +3a3b?c? —4a’b3 2 —bab* 2 +6b°c? + 3a3 c* —2abct —4ab*ct +-6b3 ¢t —ac® +
2bc8) +4ey(a® — a®b—a*h? 4+ a®b® 4 3ab* + ab’® — 265 — 3a*c? + a3bc? + 6a%b%c? +
2ab3c? —6b*c? +3a%c* +abc* —6b%c* —2c5) +a® —2a°0% —a*b* — 20205 +b% —2a5c* +
2a*b?c? — 6a%b c? + 4b9¢? + 3atct — 6a2b?ct + 6bct — 208 + 425 + B = 0.
Ktivkou je zrejmé kubika, obr. 9.2. O

Ve specidlnim pripadé pro a = 2,b = 0, ¢ = 2 dostaneme rovnici tfetiho stupné
3 3 2 2 _
4y’ =3z +ry—3y +2x+2y—1=0, (9.1)

kterd m4 jediny singuldrni bod [1,1]. Substituce ' =z +1, ¢ = y+1 do (9.1)
vede na rovnici
l,'E/:‘; _i_x/y/ +y/3 — 0,

coz je znamy Descartesuv list.

A=[-a,0] B=[a.0]

Obréazek 9.3: Vivianiho véta: Soucet vzdalenosti bodu P od stran rovnostran-
ného AABC je konstantni
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9.3 Vivianiho véta

Vivianiho véta [8] elementarni geometrie fika, obr. 9.3:

Je ddn rovnostranny trojihelnik ABC' a libovolny bod P uwniti trojuhelnika
nebo na jeho hranici. Potom soucet vzddlenosti bodu P od stran trojihelnika
ABC je konstantni a je roven délce vysky h trojuhelnika ABC, tj.

|PK|+ |PL| + |PM| = h, (9.2)
kde K, L, M jsou po tadé paty kolmic z bodu P na strany BC,CA, AB.

Zménime poradi metod diikazl a vétu nejprve dokdzeme klasickym zptisobem.
Uvedeme elegantni dikaz, ktery pochéazi z [8], viz téz [61].

Uvazujme rovnostranny trojihelnik ABC a jeho shodny posunuty obraz A’ B'C’
tak, ze strana B'C' prochézi bodem P, obr. 9.4. Potom plati

h = |C'Q|+|PM| = |SP|+|PM| = |SL|+|LP|+|PM| = |PK|+|PL|+|PM|.
O

Nyni budeme vySetfovat Vivianiho vétu pomoci pocitace. Pokusime se vétu

c' C

@
m

Obrazek 9.4: Klasicky dikaz Vivianiho véty: Soucet vzdalenosti bodu P od
stran rovnostranného AABC je konstantni

odvodit. Dokonce se ndm podaii jesté vice - vétu zobecnime.

Zvolme kartézskou soustavu soufadnic tak, aby A = [—a,0],B = [a,0], C =
[O,b],P = [p, q],K = [k‘l,kQ],L = [11,12],M = [m,O], obr. 9.3. Plati:

PK 1 BC < hy:a(p—Fk1) —b(q— ko) =0,
KEBC@hQ:ab—bkl—akQZO,
PL 1 AC & hz:a(p—11) +b(qg —1l2),
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LEAC<:>h4:bll—alg+ab,
PM 1 AB & hs :a(p —m) =0.

Ozna¢me dale |PK| = u,|PL| = v,|PM| = w. Potom

|IPK| =u < hg: (p— k1) + (q— k2)? — u?,
|PL| =v & hr:(p—11)% + (g —I2)% — v2,
|PM| =w < hg : (p—m)? + ¢® — w?.

V rovnostranném trojihelniku ABC s délkou strany 2a plati
|AB| = |BC| = |CA| =2a & hg : 3a> — b* = 0.

Abychom objevili (9.2), budeme hledat vztah mezi vzdéalenostmi u, v, w a dél-
kou strany AABC. V idedlu I = (hy, ho, ..., hg) eliminujme vSechny proménné
kromé a,u, v, w. Dostaneme

Use R::=Q[auvwpgbk[1..2]1[1..2]m];
I:=Ideal(a(p-k[1]1)-b(q-k[2]),ab-bk[1]-ak[2],a(p-1[1])+b(qg-
1[2]),bl[1]-al[2]+ab,a(p-m), (p-k[1])~2+(q-k[2])"2-u~2, (p-
1[11)"2+(q-1[2]1)"2-v"2, (p-m) "2+q~2-w"2,3a"2-b"2) ;
Elim(p..m,I);

jedinou rovnici

a?((—u+v+w)?—3a?) ((u—v+w)? —3a?) ((u+v—w)? —3a?) ((u+v+w)? —3a?)
(9.3)
=0.

V rozkladu se vyskytuje vyraz (u 4+ v + w)? — 3a?, ktery je ekvivalentni
|lu+v+w| = av/3, coz je vztah (9.2). Avsak ziejmé existuji i jiné moznosti. Jaky
je geometricky vyznam rovnosti (9.3)? Podminka a # 0 je podminka degene-
race trojihelnika, kdy vSechny tii vrcholy splyvaji. Tuto podminku vylouc¢ime.
Podminky (—u+v+w)?—3a? =0, (u—v+w)?—3a%? =0, (u+v—w)?—3a? =0
vyjadiuji faks, ze "soucet” vzdalenosti bodu P od stran trojihelnika ABC' je
konstantni i v pfipadé, ze bod P lezi vné AABC. Pro vyjadreni dané skutec-
nosti je vhodné zavést pojem orientované vzdalenosti bodu od piimky. Orien-
tovanou vzddlenosti bodu P od piimky AB je jeho vzdalenost od pfimky AB,
opatiend znaménkem 4, pokud je smér postupu po obvodu trojihelnika od
P do A a B proti sméru hodinovych rudicek, tj. kladny. V opa¢ném pripadé
je orientovana vzdalenost opatiend znaménkem —. Orientovanou vzdalenost
bodu P od pfimky AB znac¢ime ||P, AB||. Tedy napf. |P, AB|| = —||P, BA]||.
Odvodili jsme nasledujici zobecnéni Vivianiho véty pro libovolny bod roviny
trojihelnika, obr. 9.5.:

Je dan rovnostranny trojuhelnik ABC a libovolny bod P roviny trojihelnika.
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Obrazek 9.5: | P, AB|| + ||P, BC|| + |P,CA|| =u—v +w = h.

Potom pro soucet orientovangch vzddlenosti bodu P od stran trojuhelnika plati
|P, AB|| + | P, BC|| + || P, CA|| = h, (9.4)

kde h je velikost vysky trojihelnika ABC.

Pfipojime jesté klasicky dikaz (9.4). Pro obsah |ABC| rovnostranného trojui-
helnika ABC plati vztah

|ABC| = |PAB|| + |PBC| + ||[PCA||, (9.5)

kde |PAB||,||PBC||, ||PCA|| jsou orientované obsahy trojihelniktt PAB, PBC,
PC A. Predpokladejme, ze délka strany AABC' je rovna 2a. Rozepsanim vzorci
pro obsah trojihelnika z (9.5) dostaneme

ah = a|| P, AB| + a|[ P, BC| + a|[P,C A].

Odkud plyne (9.4). O

9.4 (Gaussova primka

Nésledujici problém [48] uvedeme pod nédzvem Gaussova primka. Uvadi jej téz
D. Wang v [101].

Stied usecky, kterd spojuje priseciky protilehlijch stran étyiihelnika ABCD,
lezi na pFimce, kterd spojuje stredy dhlopricek.

Piimka, na niZz zminéné stfedy lezi, se nazyva Gaussova primka, obr. 9.6.
Zvolme linedrni soustavu souradnic tak, ze
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Obrazek 9.6: Gausova primka

A= [070]7 B = [3770]7 C = [U7U]7D2[07Y]7E:[670]7F = [Oaf]a P = [p17p2]7
Q= q1,q], R=[r1,7m2].
Plati vztahy:

EcABNCD < hy:ev+uy —ey =0,
FeADNBC < hy: fu+vzx — fx =0,
P jestied AC < hy:2p1 —u=0Ahg:2ps —v =0,
Q jestted BD < hs:2q1 —x=0Ahg:2qo —y =0,
R jestted EF < h7:2ri —e=0Ahg:2ro — f = 0.

Zavér tvrzeni z ma tvar
PQR jsou kolinedrni < z : p1qo + q17ra + r1p2 — r1gs — 19p1 — poqi = 0.
Vychézi

Use R::=Q[xyuvefpl[l..2]1q[1..2]r[1..2]1];

I:=Ideal (ev+uy-ey,fu+vx-fx,2p[1]-u,2p[2]-v,2q[1]1-x,2q[2]-y,
2r[1]-e,2r[2]-f);
NF(p[11ql[2]+q[1]r[2]+r[1]1p[2]-r[1]1q[2]-r[2]p[1]-p[2]1q[1],I);

NF (z,I)=0. Tedy normalni forma polynomu z je rovna nule a tvrzeni je doka-
zano. O

Nyni uvedeme klasicky dikaz, ktery je podle [48] pfipisovan piimo K.F. Gaus-
sovi, obr. 9.6. Zapisem ||ABC|| oznacujeme orientovany obsah trojtihelnika
ABC, atd.
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Pro stfed P uhlopricky AC plati
1
IPAB|| +[|PCD|| = |[PBC| + [|[PDA| = S |ABCD].
Analogicky pro stied @) thlopticky BD plati
1
IQAB| +|QCDI| = |QBC| + |@DA|| = 5| ABCD||.
Predpokladejme, ze R je stfed tsecky EF. Potom plati

1 1
IRAB|| = SIFAB|,  |RDC|| = S[|FDC]

1 1
IRCB| = SIECB|,  [RDA| = 5| EDA]|.

Potom

1 1
IRAB|| +||[RCD|| = [|RAB|| - |[RDC| = (I FAB| - [ FDC]|) = 5[ ABCD||
a

1 1
IRDA|+[|RBC| = |RDA|| - |RCB|| = 5 (|IEDA| - [|ECB]) = 5 |ABCD].

Tedy
IRAB|| + [|[RCD|| = |RDA|| + [ RBC].

Odtud jiz plyne, ze bod R lezi na piimce PQ. |



Z.aver

V této knize jsme se v nékolika geometrickych piibézich sezndmili se zdklady
teorie automatického dokazovani, automatického odvozovani a automatického
objevovani vét elementarni geometrie. Na mnoha ptikladech jsme poznali pod-
statu této teorie, ktera zvlasté v poslednich letech, diky zvysujici se vykonnosti
pocitact a novym algoritmtim, nabyvé na vyznamu.

Reseni téméi viech piikladt byla doplnéna i fesenim klasickym. Snahu autora,
bylo, aby nejen klasicka, ale i poéitac¢ova reseni méla v sobé néjakou myslenku
a dala tak vyniknout krase nejen geometrie, ale i algebry. V Zaddném ptipadé
bychom neméli davat prednost pouze pocitacovému nebo pouze klasickému
zpusobu teseni. Kazdy z obou zptisobi m4 své silné, ale i slabé stranky. Ne-
miizeme tedy fici, Ze jedna metoda je lepsi nez metoda druhé. Metody by se
mély vzadjemné doplhovat.

Vyskytly se i pripady, kdy klasickd metoda nebyla k dispozici nebo alespon
nebyla autorovi zndma. V tom pripadé jsme byli odkézani na nékterou z nazna-
¢enych pocitacovych metod. Je pro nas vyzvou, pokusit se v i téchto pripadech
klasické feseni nalézt. Jedné se napf. o zobecnéni Heronovy formule v piipadé
tétivového pétithelnika a dalsich tétivovych n-thelniki pro vyssi n.

Existuji i pripady, kdy tlohu umime vyfresit klasickou metodou, ale selhava
naopak pocitacovy zpusob feSeni. To je dalsi vyzva — doplnit teorii automa-
tického dokazovani vét tak, aby tato metoda vzdy vedla k néjakému konci; tj.
k rozhodnuti, zda dané tvrzeni je ¢i neni pravdivé.

Nékteré problémy vyzadovaly velké nasazeni paméti pocitace. To neumoziuje
Heronova vzorce pro tétivové n-ithelniky pro n > 6, ktery neumime pouzitymi
metodami vyftesit. Je dalsi vyzvou pokusit se o takové strategie feseni, které
nejsou tolik naroéné na vykon pocitace. To ndm umozni vyfesit mnohem Sirsi
okruh problém.

Jisty pokrok pfinese zvySend vykonnost pocitaci, ale ten hlavni a podstatny
pokrok v FeSeni problému lze ocekdvat v lepSich a sofistikovanéjsich algorit-
mech a dimyslnéjsim zpisobu feseni problému.

Kromé jiz zminénych dvou zakladnich metod dukazt — klasické a syntetické
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metody — by kniha méla ¢tendiim prinést, jak autor pevné doufi, radost a
uzitek kviili mnoha zndmym ¢i méné zndmym vysledktim v geometrii. Uzitek
by tedy mél mit i takovy c¢tendf, ktery pocitacové metody v oblibé nemé. V
takovém pripadé se staci soustiedit na klasickd reSeni problémr.
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