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PREDMLUVA

Ucebnice Analytickd geometrie linedrnich utvari seznamuje se
zékladnimi vlastnostmi linearnich Gtvarti v geometrii. Text je rozdélen
do dvou ¢asti - Afinni prostor a Eukleidovsky prostor.

Protoze afinni a eukleidovské bodové prostory jsou zavedeny pomoci
vektorového prostoru, je mnoho c¢asu vénovano vlastnostem
vektorovych prostort. VSechny pojmy z teorie vektorovych prostord,
které budeme potiebovat, jsou stru¢né zopakovany. Knizku tak mutize
¢ist s porozuménim i ten, kdo nenavstévoval zakladni kurz algebry. U
Ctenafe predpokladame znalosti z matematiky v rozsahu stiedoskolské
latky.

V prvni c¢asti jsou zavedeny zékladni geometrické Utvary - bod,
pifimka, rovina, nadrovina apod. Jednotlivé podprostory afinniho
prostoru jsou popsany v parametrickém a neparametrickém tvaru a
jsou zkoumany jejich afinni vlastnosti - vzajemna poloha, prinik,
spojeni apod.

Druhéd cast se zabyva metrickymi vlastnostmi. Pomoci skalarniho
soucinu vektorti je zavedena vzdalenost dvou bodd. Vzdalenost bodi
je zobecnéna na vzdalenost dvou libovolnych podprostort. Déle jsou
zkoumany objemy simplextt (napi. obsah trojuhelnika, objem
Ctyfsténu) a rizné zplsoby jejich vyjadfovani. Zavér je vénovan
odchylce podprostortt (dvé piimky, pfimka a nadrovina, dvé
nadroviny).

Béhem vykladu byl kladen diraz na skute¢nost, ze shora uvedené
pojmy nezavisi na volb¢ kartézské soustavy souradnic.

Pod¢kovani patii obéma recenzentim, pani doc. Ing. L. Vaiatové,
CSc. a panu RNDr. J. Horovi, CSc. za peclivé preCteni rukopisu a
cenné rady a pfipominky, které piispély ke zkvalitnéni celého textu.

V Ceskych Budgjovicich 20. zaii 2004

Pavel Pech






P. Pech: Analytick4 geometrie linearnich utvart

1. Vektorovy prostor

V zakladnim kurzu algebry byl zaveden pojem vektoru jako prvku
vektorového prostoru V' nad télesem 7, pficemz jsou stanoveny dvé
operace - s¢itani vektorli a nasobeni vektoru prvky z télesa 7, které
spliuji jisté vlastnosti (axiomy). Protoze se zékladni vlastnosti
vektorovych prostorti pouzivaji v celém dalSim textu, velmi stru¢né
pfipomeneme, bez dikazli a komentafe, nejdilezitéjsi pojmy.
Vzhledem k potfebam geometrie budeme predpokladat, ze téleso T je
téleso realnych cisel R.

Definice 1.1
Vektorovy prostor nad télesem realnych ¢isel R je neprazdnd mnozina
prvka ¥, na které jsou definovany operace

a) sCitani dvojic prvki tak, ze ke kazdé dvojici prvkit u,vel je
jednoznaéné pritazen prvek u+vel,

b) nasobeni prvkid z V redlnymi Cisly tak, ze kazdému uel a
kazdému k € R je jednoznacné ptifazen prvek kueV .

Uvedené operace musi spliiovat pro vSechna u,v,w e} a vSechna
k,l € R tyto podminky:

1) u+v=v+u,

2) U+Vv)+wW=Uu+(V+Ww),

3) existuje prvek 0e€V takovy,ze u+0=uU prokazd¢ uel,

4) ke kazdému uelV existuje vektor (-U)elV  tak, ze
u+(-u)=o,

5) k(U+V)=ku+kv,
6) (k+Du=ku+lu,
7) k(lu)=(klu,

8) l-u=u.

Prvky vektorového prostoru V' se nazyvaji vektory. Vektor 0 se nazyva
nulovy vektor.



1. Vektorovy prostor.doc

Pojem vektorového prostoru je definici 1.1 zaveden axiomaticky.
Jestlize abstraktni pojem vektoru a sc¢itani vektor a nasobeni vektort
readlnym cCislem nahradime konkrétnimi prvky, které spliuji axiomy
definice 1.1, vytvofili jsme model prostoru V.

Napt. téleso komplexnich ¢isel je vektorovym prostorem vzhledem k
obvyklym operacim s¢itani a ndsobeni redlnym cislem.

Definice 1.2
Linearni kombinaci vektorii u,,U,,...,u_ €V rozumime kazdy vektor

tvaru

n
v=>Y ku,,
i=1

kde k,,k,,...,k, € R. Linearni kombinace se nazyva trivialni, jestlize
k; =0 pro vSechna i=1,2,...,n. Je-li aspon jedno k, #0 nazyva se
netrivialni.

Definice 1.3

Vektory u,,U,,...,U eV senazyvaji linedrné zavislé, jestlize existuji

¢isla ¢,,c,,...,c, € R, znichz asponi jedno je rizné od nuly, a plati

Zn:ciui =0.
i=1

Je-1i podminka splnéna pouze kdyz vSechna ¢, =0, i=12,...,n jsou

vektory U,,U,,...,U  linedrné nezavislé.

Véta 1.1
Necht’ vektory U,U,,...,U, €V jsou linedrné nezdvislé a necht

vektory U,,U,,...,u ,U jsou linedrn¢ zavislé. Pak vektor u je

n’

linearni kombinaci vektori u;,u,,...,u, a koeficienty této kombinace

jsou urceny jednoznacné.

Definice 1.4

Nepréazdnou podmnozinu W vektorového prostoru » nazveme
podprostorem prostoru V, jestlize W samotnd je vektorovym
prostorem ve smyslu definice 1.1. Oznadeni W cc V.

9



P. Pech: Analytick4 geometrie linearnich utvart

Véta 1.2

Neprazdna podmnozina W vektorového prostoru V' je podprostorem ve
V, pravé kdyz pro kazdé dva prvky u,veW a kazd¢é keR je
u+veW akuelw.

Definice 1.5
Necht’ V,V, jsou dva vektorové podprostory prostoru V. Spojenim

téchto podprostorii rozumime mnoZinu ¥, vSech vektorli tvaru
u+v, kde ueV,,velV,.Oznaceni V, v V,.

Symbol v v tomto ptipad€ nenahrazuje logickou spojku "nebo".
Prinikem V, podprostord V,,V, je mnoZina vSech vektord, které

nalezi sou¢asn€ do V; a V,. Znalime V, =V, NV, .

Véta 1.3
Spojeni a prinik dvou vektorovych podprostori prostoru ¥ jsou
vektorové podprostory prostoru V.

Véta 1.4
Mnozina vSech linedrnich kombinaci vektori u,,u,,..,u, z

vektorového prostoru V tvoii vektorovy podprostor W prostoru V,
ktery nazyvame linedrni obal mnoZiny vektord {u,,U,,...,U,}.
Vektory u,,u,,...,u, nazyvame generatory podprostoru W.
Zapisujeme W:<u1,u2,...,uk>.

Definice 1.6

Vektorovy prostor V' je konecné generovany, jestlize ve V existuje
kone¢nd mnozina generatorti. Mnozina {U,,U,,...,u, } vektorli z V' se
nazyva baze prostoru V, jestlize jsou vektory u,u,,...,u,  linearné
nezavislé a kazdy vektor prostoru V je jejich linedrni kombinaci tj.
prostor V je generovan vektory u,,U,,...,U, .

Véta 1.5
Kazdy konecné generovany netrivialni vektorovy prostor ma alespoi
jednu bazi. Kazdé dvé jeho baze maji stejny pocet vektor. Pocet

10
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vektori baze nazyvame dimenzi vektorového prostoru. Trivialni
vektorovy prostor, obsahujici pouze nulovy vektor, md dimenzi nula.

Umluva: V dal§im textu budeme vektorovy prostor dimenze & znagit
V..

Véta 1.6
Necht V,,V, jsou podprostory vektorového prostoru V. Pro

dimenzi s spojeni V, a dimenzi p priniku V, téchto podprostort

plati vztah
s=h+k-p.

Véta 1.7
Necht {e,,e,,...,e, } tvofi bazi vektorového prostoru V, . Kazdy

vektor ueV, je mozno vyjadfit jedinym zplisobem jako linedrni
kombinaci vektorid baze

i=1

Tj. existuje jedina uspofddana n-tice redlnych ¢isel u,,u,,...,u, , kterd
v dané¢ bazi urcuje vektor U. Tuto n-tici nazyvadme souradnicemi
vektoru u v bazi {e,e,,...,e, }.Zna¢ime

U=(u,uy,...,u,).

Diikaz: Predpokladejme, ze U= Zui’e . Je jiné vyjadieni vektoru u
i=l1
v bazi {e,,e,,...,e,} . Oba vektory od sebe odeCteme a dostaneme
O:U—U=Z(ul. —u))e, .
i=l1

Jedna se o linedrni kombinaci vektorti baze {e,,e,,....e, }, kterd se
rovna nulovému vektoru. Proto vSechny koeficienty wu, —u/,
i=12,..,n jsou rovny nule. Odtud u, =u; a vektor U ma v bazi

{e,.e,,...,e,} jediné soufadnice.

11
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2. Afinni bodovy prostor

V predchdzejicim odstavci jsme pripomnéli nejdulezitéjsi pojmy a
vztahy pii axiomatickém zavedeni vektorového prostoru V. Je
piirozené ocekavat, ze pojem bodového prostoru, jehoz zakladnimi
prvky jsou body, vybudujeme od zakladu podobné. Axiomatické
budovani bodového prostoru vyzaduje znacny piehled o relacich,
které je tfeba pro zakladni prvky definovat, naptf. o incidenci a
uspotadani. Proto se s timto pojetim seznami studenti az v zavéru
kurzu geometrie.
V této ucebnici vyuzijeme pro piesné budovani pojmu afinni bodovy
prostor axiomaticky zavedeny pojem vektorového prostoru nad
télesem redlnych Cisel, obdobn¢ jako némecky matematik H. Weil
(1885-1955), ktery timto zpsobem zavedl pojem afinniho prostoru a
spojil tak body a vektory. Davody lze snadno vysvétlit pomoci
stiedoskolské predstavy o pojmu vektor.
Na stfedni Skole se orientovanou useCkou 4B rozumi usecka, jejiz
krajni body maji uréené potadi. Bod A4 je pocatecni bod, bod B je
koncovy bod.
Redlnym k nasobkem orientované usecky 4B rozumime orientovanou
usecku AB’, kde B’ je bod poloptimky AB, je-li k£ kladné Cislo, resp.
poloptimky opacné k AB, je-li k zaporné Cislo, pti¢emz pro velikosti
usecek AB'a AB plati

| AB"| = | k|| AB].
Je-li k=0, je orientovana useCka AB' nulova.
Soucet orientovanych usecek se spolenym pocatkem se opirda o
fyzikdlni zkuSenost pii skladani sil znazornénych orientovanymi
useckami, viz obr.

12



2. Afinni bodovy prostor.doc

Jsou dany dvé orientované useCky 4B, AC. Potom jejich souctem
AB + AC nazveme orientovanou usecku AM , jejiz koncovy bod M je
obrazem bodu A ve stfedové soumérnosti, kterd zobrazuje bod B do
bodu C.

Dale budeme definovat (volny) vektor. VSechny orientované usecky,
které maji tyz smér (tzn. jsou souhlasné rovnobézné) a touz velikost,
reprezentuji tyz vektor. Nulové orientované useCky reprezentuji
nulovy vektor. Kazdad orientovana useCka AB, kterd reprezentuje
vektor Vv, je umisténim vektoru v. Zapisujeme V= AB. Operace s
(volnymi) vektory se realizuji pomoci jejich umisténi.

Jestlize u=A4B,v=A4C, pak u + v je vektor, jehoZ jednim
umisténim je AB+ AC, ku je vektor, jehoz jednim umisténim je
k-AB.

Mnozina vSech umisténi téhoz nenulového vektoru se skldda z
orientovanych useéek XX', jejichz konec X' je obrazem pocatku X v
témZ posunuti. Je-li vektor nulovy, po€atek vSech umisténi se zobrazi
do konce umisténi v identité.

Zminéna vlastnost vSech umisténi téhoz vektoru zarucuje, Ze vysledek
operaci s volnymi vektory nezalezi na tom, které umisténi volnych
vektorll pouzijeme. Pfitom lze snadno nazorné ukdzat, Ze operace s
orientovanymi useCkami a také s vektory maji vlastnosti 1 az 8 z
definice 1.1.

Pii zavedeni afinniho bodového prostoru budeme vychazet z vyse
popsanych poznatki stiedoSkolské geometrie o vztazich mezi
orientovanymi useckami, tedy orientovanymi dvojicemi bodi a
vektory. Tedy zakladnimi pojmy budou body, vektory a zobrazeni,
které pfifazuje kazdym dvéma bodim vektor. Pro studium vlastnosti
bodového prostoru se pak vyuziji vlastnosti vektorového prostoru,
které jiz byly pfesné axiomaticky v algebie zavedeny a deduktivné
odvozeny.

Za axiomy piijmeme dv¢ vlastnosti, které odpovidaji realné situaci
znamé ze stfedoskolské geometrie:

1) Zvolime-li v bodovém prostoru pevné bod A a pfifadime kazdému
bodu X vektor, jehoz umisténi méa pocatek 4 a koncovy bod X,
dostaneme vzajemné¢ jednozna¢né zobrazeni prostoru vSech bodi na
vektorovy prostor.

13



P. Pech: Analytick4 geometrie linearnich utvart

2) Jsou-li A4,B,C libovolné body, pak sefteme-li vektor AB s
vektorem BC, dostaneme vektor AC.

Definice 2.1
Necht’ V, je vektorovy prostor dimenze » nad télesem redlnych cisel,
A, neprazdnd mnoZina, jejiz prvky nazveme body. Necht g je
zobrazeni, které kazdé uspofadané dvojici bodii z A4, prifadi vektor z
V. tak, Ze plati:
1) Ke kazdému bodu 4e€ 4, a vektoru XxeV, existuje pravé jeden
bod B e 4, takovy, ze zobrazeni g pfifazuje uspofddané dvojici bodil
A, B vektor X, coz zapisujeme

g(A,B)=Xx mnebo B-A=X.
2) Pro kazdé tfi body 4,B,C € A4, plati

g(4,B)+g(B,C)=g(4,C).

Mnozinu A, nazyvadme afinnim bodovym prostorem, vektorovy

prostor V, je zamérenim afinniho bodového prostoru A, . Dimenze

n

zaméfeni V, urCuje dimenzi n afinniho bodového prostoru 4, .

Poznamka
Zapis vlastnosti 1) Ize téz psat ve tvaru
A+X=B < X=B-4. 2.1
Tedy zobrazeni g nahrazujeme relaénim znaménkem " - ".
Vlastnost 2) pak tvrdi
(B-A)+(C-B)=C-A4. (2.2)

Vektor X, pro ktery plati 4+ X =8 je body A4,B urfen jednoznacné,
nebot' je-i A+ X = A+ Yy pakpodlel)je X=Y.

Pravidla pro poditini se znaménky "+'" a "-'".

Pro pocitani s nové zavedenymi znaménky "+" a "-" dava navod
nasledujici véta.

14



2. Afinni bodovy prostor.doc

Véta 2.1
Necht' 4,B,C,D jsou libovolné body afinniho prostoru 4, a u,v

libovolné vektory ze zaméfeni V. Potom

1. A-A=o0,

2. A-B=-(B-4),

3. (A+u)—-B=(A-B)+u,

4. B-(A+u)=(B-4)—u,

5. (A+uw)+v=4+U+v),

6. (A-B)+(C-D)=(A-D)+(C-B),
7. A-B=D-C < A-D=B-C,

8. A+Uu=B+vVv & A-B=v-U.
Diikaz:

Ad 1) Pro specidlni volbu B=4,C=4 v (22)je (A4—-A)+
+(A—A)=A—-A aodtud 4— A=0 podle 4. vlastnosti z definice
vektorového prostoru.

Ad 2) Provolbu C=4 v (2.2) dostaneme (A—-B)+(B—-A)=
=A—-A a odtud podle 1. tvrzeni véty a 4. vlastnosti z definice
vektorového prostoru.

Ad 3) Podle (2.1) existuje jediny bod C  takovy, ze
A+u=C < u=C—-4. Potom nase tvrzeni ma tvar
C-B=(A-B)+(C—-A4). To je podle 2. tvrzeni véty rovno
(B—A)+(C—-B)=C- A4, cozje pravidlo (2.2).

Ad 4) Oznaime A4+u=C < u=C-4. NaSe tvrzeni ma po
dosazeni tvar B—C=(B—-A)—(C—-A), ktery je ekvivalentni s
pravidlem (2.2).

Analogicky se postupuje pii diikazu dalSich tvrzeni.

V podstaté Ize fici, Ze s nové zavedenymi symboly "+ " a " -" se
zachazi obdobné jako se znaménky "+" a "-" znamymi ze sCitani a
odcitani redlnych ¢isel az na urcité vyjimky. Napf. nemd smysl zapis
X +Yprobody X,Yed, ¢i u-Y proueV, Y e A, apod.
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3. Afinni podprostory

V definici 1.4 se vektorovym podprostorem rozumi podmnozina
vektorového prostoru, kterd je sama vektorovym prostorem.
Analogicky definujeme i afinni bodovy podprostor.

Definice 3.1
Neprazdnou podmnozinu 4,  afinniho bodového prostoru 4,

nazveme podprostorem prostoru A4, , jestlize je 4, afinnim bodovym
prostorem.

Véta 3.1
Necht A€ A, je pevné zvoleny bod, V, vektorovy podprostor

zaméfeni V, bodového prostoru 4, . Mnozina bodi X, pro které plati
X=4+X, (3.1)
kde X je libovolny vektor z podprostoru V, , tvofi afinni bodovy

podprostor 4, prostoru A4, .Oznaeni 4, cc 4, .

Diikaz:
Dokazeme, ze A, je afinnim prostorem tj. ovéfime platnost axiomu

1) a 2) z definice 2.1.

1) Necht X je libovolny bod z 4, a u libovolny vektor z V,.
Protoze A, — A, existuje podle definice afinniho prostoru 4, jediny
bod Y e 4, takovy, Ze Y =X +u. Protoze X € 4,, je podle (3.1)
X=A4A+X, kde xeV,. Tedy Y=4+x+uUu aodtud Yed, a
vlastnost 1) afinniho prostoru je dokazéana.

2) Necht X,Y,Z jsou tii libovolné body z mnoziny 4, . Potom
rovnost

gX,Y)+¢g(Y,Z)=g(X,Z)

je splnéna automaticky, nebot’” 4, < 4, .

16



3. Afinni podprostory.doc

Nékteré afinni bodové podprostory maji tradi€ni nazvy, které
pfipomeneme v nasledujici definici.

Definice 3.2
Afinni bodovy podprostor dimenze (n—1) prostoru 4, nazyvame

nadrovinou prostoru A, . Podprostor dimenze 1 nazveme primkou,
podprostor dimenze 2 rovinou.

V prostoru A4, (tedy v rovin¢) je nadrovinou pfimka, v A4, je
nadrovinou rovina, atd. Je-li ¥, zaméfeni bodového prostoru 4,,
pak kazdy netrividlni vektorovy podprostor V, cc V, nazyvame k-
smérem prostoru A, . Vektor, ktery urCuje zaméfeni piimky,
nazyvame smeérovym vektorem piimky.

Z véty 3.1 plyne, Ze afinni bodovy podprostor 4, cc 4, je urCen
bodem 4 € A, a zamétenim V. Nasledujici véta tikd, ze za bod A4 1ze

vzit libovolny bod podprostoru 4, .

Véta 3.2
Afinni bodovy podprostor 4, prostoru 4, je uren svym zamétenim

V, alibovolnym ze svych bodl 4. Zapisujeme A4, =[4,V,].

Diikaz:
Staci dokazat, ze bod mizeme zvolit libovolné. Necht 4, je urcen

zaméfenim V, abodem A4 resp. B. Mame dokazat [A4,V, ]1=[B,V,].

Protoze @~ BeAd, , potom B=A+b, kde bel, a odtud

A=B-D.

Necht' X €[4,V,]. Potom podle véty 3.1 X =A4+ X pro néjaké

X eV, .Dosazenim za A z predchoziho vztahu dostaneme
X=B-b+x.

Protoze beV,, xeV,,potomtéz —b+XxeV, atedy X e[B,V,].

Obdobné se dokéaze: je-li X €[B,V, ] potom jetaké X e[4,V,].

17
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Véta 3.3
Podprostor A, =[A4,V,] lze vyjadfit v parametrickém tvaru

X=A+it,.u,., (3.2)
i=1
kde {u,,u,,..,u,} je baze zaméfeni V,, A je libovolny bod
podprostoru  4,, ¢, €R. Redlna Cisla ¢,, i=12,...,k nazyvame
parametry. Rikame, Ze afinni podprostor A, je uréen bodem 4 a
zamétenim <u1, uz,...,uk>, zapisujeme
A, =[4,u,,u,,...,u,].

Diikaz:
Piimy disledek véty 3.1 a véty 3.2.

Poznamka
Z definice 3.2 a véty 3.3 vyplyvaji nasledujici parametricka
vyjadieni podprostort afinniho prostoru 4, :

- rovnice nadroviny 4, , =[A4,uU,,U,,...,u ]
n—1
X=4+) 1u,,
i=1
- rovnice piimky 4, =[4, U]
X=A4+w,
kde u je smérovy vektor pfimky 4,

- rovnice roviny A4, =[4,u,V]
X=A4+tu+t,\Vv,

kde <u,v> je zaméteni roviny A4, .

Pro k=n je vztah (3.2) vektorovym vyjadienim afinniho bodového
prostoru 4, .
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4. Afinni souradnice

Z dikazu véty 3.1 je zfejmé, Ze ke kazdému bodu X € 4, je pfi pevné
zvoleném bodu A4 pfifazen jediny vektor X eV, . Tomuto vektoru je
jednoznacéné ptifazena usporddand n-tice redlnych Cisel (soufadnic) v
dané bazi vektorového prostoru V.

To nés opraviiuje k zavedeni pojmu afinnich (linedrnich) soufadnic
bodi v prostoru 4, .

Definice 4.1
Necht’ P je pevné zvoleny bod z 4, a {e,,e,,...,e, } baze zaméfeni

V. . Afinni nebo linedrni soustavou souradnic S, nebo t€Z repérem S
v A, rozumime (n+1)- tici

S={P,e,e,,...e,},
kde P se nazyva pocatek soustavy souradnic.

Kazdému bodu X € 4, je v afinni soustavé soufadnic S jednoznacné
pfifazena uspofadana n-tice redlnych Cisel [x,, x,,...,x, | takova, Ze
n
X=P+3 xe, @4.1)

i=1

nebot’ vztah (4.1) je podle pravidla (2.1) z definice afinniho prostoru

n

ekvivalentni se vztahem X —P = ine,. . Cisla x,,x,,...,x, jsou, jak
i=1

znamo, urc¢ena jednoznacné a proto je
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nazyvame souradnice bodu X v soustavé soutadnic S. Vektor X — P
nazveme radiusvektorem bodu X vzhledem k soustavé S. Afinni
prostor A4, ve kterém je zvolena soustava soufadnic

S={P,e,,e,,..,e, } budeme dale zapisovat 4, =[P,€e,,e,,....,e, ].

V ptikladu na obrazku jsou pii dané afinni soustavé soufadnic
{P,e,,e,}soufadnice bodu X rovny X =[2, 1], protoZze pro vektor

X —P plati X —P=2e, +1e,.

Poznamky
1) Je-li soustava soufadnic S v prostoru 4, zvolena, je zvykem

zapisovat soufadnice bodu X v této soustav€ ve tvaru
X =[x,,x,,...,x,], 1 kdyZ z tohoto zapisu neni zfejma volba pocatku
P abaze {e,,e,,...,e,}.

2) Soutradnice bodu X jsou soucasné¢ soufadnicemi jeho

radiusvektoru X —P, protoze pro pocatetk P  je ziejmé
P=]0,0,...,0].

Priklad

Necht’ v linedrni soustavé soufadnic S ={P,e,,e,,...,e, } maji body
X,Y soufadnice X =[x,,x,,...x,], Y=[y,»,,...,y,]. Potom
vektor Y-X ma v bazi {e,e,,..,e,} soufadnice Y -X=
= =X, = X500, T X,).

Reseni:

Je totiz X =P+xe, +x,e,+..+x,e, aY=P+ye +y,e,+..y8€,
a odtud X-P=xe +x,e,+..+x,e, a Y—-P=ye +y,e,+
+..+y,e, . Sectenim levych a pravych stran ziskdme (¥ —P)+
+(P-X)=(y, —x,)e, + (¥, —x,)&, +..+(y, —x,)e,. Tvrzeni nyni
dostaneme pouzitim pravidla (2.2) z definice afinniho prostoru, nebot
Y-P)+(P-X)=Y-X.

Proto téz rikame, ze vektor ¥ — X ma uvedené souradnice v soustavé
S.
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Véta 4.1
Necht' je v afinnim prostoru 4, dana néjakad linedrni soustava

soufadnic S. Potom podprostor 4, =[4,u,,u,,...,u, | prostoru 4,
1ze urcit parametrickymi rovnicemi

X, =a, Yupt, tu,t, +o+ ut,
Xy =0, T Uyt Uyt Fo UL

(4.2)

X, =a, +u,t, +u,t, +..+u,t,
resp.

k
x_/.:aj—i-z%jti, j=L2,...,n,
i=1

kde bod 4€ A4, ma soufadnice A4=[a,,a,,...,a,], vektory baze

zaméfeni soufadnice U, = (u,,u,y,...u;,), i=12,..,n.

Dikaz:
Vztahy (4.2 ) jsou rozepsané vztahy ( 3.2 ) z véty 3.3.

Poznamka

Analogicky zapiSeme parametrické rovnice nadroviny, ptimky atd. Je

uziteCné si v§imnout, ze

-V rovnicich (4.2) se vyskytuje k parametrd ¢, tj. stejny pocet
jako je dimenze zamé&feni V, a tedy také podprostoru 4, .

- Pocet rovnic soustavy (4.2) je roven dimenzi zakladniho prostoru
A, , ve kterém uvazujeme dany podprostor 4, , a v némz je dana

soustava soufadnic.
Proto napt. parametrické rovnice piimky v prostoru A4, resp. 4, tvori

2 resp. 3 rovnice s jednim parametrem, parametrické rovnice roviny v
A, tvofi 3 rovnice se dvéma parametry atd.

VSimnéme si parametrické rovnice piimky v A4, dané bodem
A=|[a,,a,,...,a,] a smérovym vektorem U= (u,u,,...,u,), kterd
ma tvar
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X, =a, +tu,
X, =a, +tu, 4.3)

Vypocteme-li z kazdé rovnice ¢ pak za predpokladu wu, #0,
i=12,...,n lze psat (4.3) ve tvaru

==l 2o =trn (4.4)

ktery nazyvame kanonicky tvar rovnice primky. V ptipadé, ze u, =0
pro nékteré i, napf. u, =0, pak kanonicky tvar zapisujeme jako
soustavu

Kanonického tvaru rovnice pifimky pouzivime zejména ve
tfirozmérném prostoru A,. Pfimka urcena bodem 4=[a,,a,,a;] a

smérovym vektorem U= (u,,u,,u,) ma kanonicky tvar

X-a, _y-a, z-d,

b

u, u, U,

kde libovolny bod pfimky ma soufadnice [x,y,z], wu,,u,,u; jsou
nenulova.

Rovina v prostoru 4,, kterd je ur¢ena bodem A4=[a,,a,,a;,a,] a
zamétenim V), :<u,v>, kde u=(u,uy,u5,u,), V=(v,v,,v5,v,),

ma parametrické rovnice
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X, =a, +tu, +sv,

X, =a, +tu, +sv,

Xy =a; +iu; +5V,

X, =a,+tu, +sv,.
Priklad

Zjistéte, jaké bodové podprostory jsou uréené parametrickymi
rovnicemi:

a) x, =2+t b) x, =l+t+r+s
X, =t X, =2-tt
x,=-3 X, =3r—s
X, =-5+2r.
ReSeni:
a) Pfimka v A4, ur¢end bodem [2, 0, -3] a smérovym vektorem

(1,1,0).
b) Tiirozmérny prostor v A,, uréeny bodem [1, 2, 0, -5] a

zamétenim, které je urceno vektory (1,-1,0,0), (1,0, 3, 2),
(1,0,-1,0).

Zamysleme se jesté nad parametrickym vyjadienim (4.2) podprostoru
A, . Je zieymé, ze bod M =[m,,m,,...,m,] néalezi podprostoru 4,,
jestliZe soustava linedrnich rovnic

k
mj:ajJrZMU.ti, j=12,...,n
i=l1

je jednoznacné feSitelnd s nezndmymi ¢,,¢,,...,¢,. Jestlize si v
soustav¢ (4.2) parametry f¢,,¢,,...,t, pevné zvolime, dostaneme na
levé stran¢ soustavy soufadnice jediného bodu podprostoru 4, .
Afinni bodovy podprostor 4, =[4,u,,u,,..,u,] je sam o sobé&

afinnim bodovym prostorem. Jestlize je urCen parametrickymi
rovnicemi (4.2), lze povazovat {4,u,,U,,...,U, } za afinni soustavu

soufadnic v tomto prostoru A, . Kazdy bod X prostoru 4, ma nyni

dvoji soufadnice. Jedny X =[x,,x,,..,x,] Vv afinni soustavé
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soufadnic prostoru A4, =[P,e,,e,,...,e, ] podle (4.1), a druhé
X =[t,,t,,....t,] v afinni soustavé soufadnic  prostoru
A, =[4,u,,u,,...,u,] podle (3.2). Soustava rovnic (4.2) stanovi
vzajemny vztah mezi t€émito dvojimi souradnicemi bodl podprostoru
A4, .

Uvazujme nyni afinni bodovy prostor A4, a napiSme jeho
parametrické rovnice. Jde vlastné o specialni ptipad rovnic (4.2),
jestlize uvazujeme k =n. Predpokladejme, Ze v 4, jsou dany dvé

soustavy soufadnic S, ={4,u,,u,,...,u, } a S, ={P,e,e,,...,e }.
Necht’ v soustavé S, ma bod A4 soufadnice 4=[a,,a,,...,a,],
libovolny bod X € 4, soufadnice X =[x/,x),...,x, ], vektory u,
maji v bazi {e,e,,...,e, } soufadnice U, =(u,,u,,...,u, ). Necht
bod X ma v soustavé S, soufadnice X =[x,,x,,...,x,]. Pak podle
(4.2) plati

X=a,+ ) ux,  j=12..n (4.6)
i=1

resp. v maticovém zapisu

Uy Uy uy,

' ' ’ 21 22 2n
(X[, X050y X)) = (X, X550y X,) + (a,,a,,...,a,).

unl unZ nn

4.7)

Oznacime-li matice v (4.7) X'=(x{,x5,...,x, ), X =(X,X,5,...,X,),

A=(a,,a,,..,a,),

Uy Up Uy,
u u u
21 2 2n
U= ,
unl unZ unn
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muzeme vztah (4.7) napsat ve tvaru
X"'=X-U+A. (4.8)

Rovnice (4.6) resp. (4.7) udavaji zavislost mezi soufadnicemi x,, x;
téhoz bodu ve dvou afinnich soustavach souradnic. Rikdme, Ze urcuji
transformaci nebo pfechod od soustavy S, k soustavé S,.

Matice U=(u;), i,j=L2,..,n senazyva matice pfechodu od baze

{e,.e,,...,e, } kbazi {u,,u,,..,u }.

Cviceni

1. V linedrni soustavé soufadnic S ={P,e,,e,,....e, } je dan bod
X =[x,x,,..,x,] a vektor v=(v,,v,,..v,). Potom bod Y =X +v
ma soufadnice Y =[x, +v,,x, +v,,...,x, +v, ]. DokaZte.

Navod: Napiste souradnice bodu X ve tvaru (4.1) a soufadnice vektoru
vvbazi {e,,e,,..,e, } apotom vyjadfete bod ¥ = X +V.

2. Urcete kanonicky tvar rovnice pfimky uré¢ené bodem
A =11, 2,0]asmérovym vektorem u = (2,0, 1).

Vysledek: XT_I =z, y=2.

3. Urcete parametrické rovnice tfirozmérného prostoru v 4, urc¢eného
bodem 4 =[1, 0, 1, 3] a zaméfenim U = (2, 3,4, 5), v =(-1, 0, -1, 0),
w=(0,1,0,0).

Vysledek: x, =1+2t, —t,, x, =3t +t,, X, =1+4¢ —t,,
x, =3+5¢ .

25



P. Pech: Analytick4 geometrie linearnich utvart

5. Uré€eni afinniho podprostoru

Ve véte 3.2 bylo dokazano, ze afinni bodovy podprostor je urcen
libovolnym svym bodem a zamétfenim. Ze Skolské geometrie je
znamo, ze napf. jednorozmérnd piimka je urena dvéma riznymi
body, dvojrozmérna rovina tfemi body nelezicimi v pfimce. Lze tedy
ocekavat, Ze analogicky k- rozmémy podprostor A, bude urcen

(k+1) body, které budou spliiovat jistou podminku. Abychom tuto

podminku mohli pfesné stanovit, vyslovime nejdiive definici linearni
nezavislosti bodu.

Definice 5.1
Skupina (k+1) bodd A4,, 4,,..., A, zprostoru 4, se nazyva linedarné

zavisla (nezavisld), jsou-li vektory A —A4,,4, - A4,,...., 4, — A,
linearn¢ zavislé (nezavislé).
Véta 5.1

Afinni bodovy podprostor 4, prostoru A4, je urCen jednoznacné
(k+1) linearné nezavislymi body.

Diikaz:
Jsou-li body 4,,4,,...,4, linearné nezavislé, jsou také vektory

A, —A4,, i=12,.,k linearn€ nezavislé a urfuji zaméteni V,

podprostoru 4, . Podprostor 4, je tedy ur€en, podle véty 3.2, jednim

z bodi (napt. A4,) a vektory 4, —4,, i=12, ... ,k.To znamend, ze
A, =[4,,4,—A4,,4,—A4,,....,4, — A4,].

Jednoznacnost plyne z nezdvislosti vektorGt A4, —-A4,, i=1,2,..,k,

které generuji jediny vektorovy prostor V, - zaméfeni prostoru 4, .
Z véty 5.1 vyplyva, Ze nadrovina A4, , je urCena n-tici linearné

nezavislych bodi, piimka je urCena dvéma riznymi body, rovina je
urcena tiemi nezavislymi body (tj. body, které nelezi v piimce).
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Jestlize body B,,B,,B,; lezi na téze pfimce, pak fikdme, ze jsou
kolinearni. Jestlize body C,,C,,C,,C, lezi v téZe roving, fikame, Ze
jsou komplandrni.

Véta 5.2
Vektorové parametrickd rovnice podprostoru A,, ktery je urcen

(k+1) linearné nezavislymi body 4, 4,,..., 4,, ma tvar
k
X=4,+>t(4,-4,) (5.1)

i=l1

kde X je libovolny bod podprostoru 4, , parametry ¢, € R.

Diikaz:
Plyne z véty 3.3, kdyZ polozime u, =4, -A4,, i=L2, .. ,k.

Z véty 5.2 vyplyvaji vektorové parametrické rovnice nasledujicich
specialnich podprostort:

- pfimka urcend body 4,5 :
X=A4A+t(B—-A) (5.2)

- rovina uréend body 4,B,C:
X=A4+t,(B-A)+t,(C-A4),

- nadrovina ur¢ena body A4, 4,,...,4, ;:

X =Ay+1,(A —A)+t,(A, —A)+ot, (A —A4). (5.3)

Pfedpokladejme, Ze v prostoru A, je urCen podprostor 4, linedrné
nezavislymi body A4,,4,,...,4,. Necht' v A, je zvolena soustava
soufadnic {P,e,,e,,...,e, }, ve které maji body 4, soufadnice
4, =la,,a,,....a,], i=1,2,..,k. Jestlize libovolny bod X

podprostoru 4, ma soufadnice X =[x,,x,,...,x, ], pak rovnici (5.1)
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rozepiSeme v jednotlivych soufadnicich a ziskdme parametrické
rovnice podprostoru A,

k
ijan"‘zlf(ag/—an)a j=12,...,n. (5.4)

i=1
Specialnimi pfipady rovnic (5.4) jsou znamé parametrické rovnice
piimek a rovin, které si nyni prehledné pfipomeneme.
V rovin€ 4, ma pfimka AB urCend body 4=[a,,a,], B=[b,b,]
parametrické rovnice
x=a, +t(b, —a,)
y=a, +t(b, -a,).
V afinnim prostoru 4, ma pfimka ur¢end body 4=[a,,a,,a;],
B=[b,,b,,b,] parametrické rovnice
x=a,+t(b,—a,)
y=a,+tb,-a,)
z=a,+t(b;—a;).
V 4, ma rovina urenda body A4=[a,,a,,a;], B=[b,b,,b,],
C=[c,,c,,c;] parametrické rovnice
x=a,+t,(b—a,)+1,(c,~a,)
y=a,+t,(b,—a,)+t,(c, —a,)
z=a;+t,(by—ay)+t,(c; —a;).
Vsimnéme si jesté¢ parametri ve vySe uvedenych parametrickych
rovnicich. Je-li pfimka ur€ena rliznymi body A4, B a stanovime-li jeji
parametrickou rovnici (5.2), pak lze fici, ze parametr ¢ je soufadnice
bodu X v soustavé soutfadnic ptimky 4B, kde A je pocatek, B— A4 je
vektor baze zaméteni této primky. Je ovSem ziejmé, Ze za pocatek lze
zvolit napt. bod B, za vektor baze zaméteni vektor napt. B— 4. Pak
parametrickd rovnice pifimky 4B je
X=B+r(B-4).
Parametr » je nyni soufadnice bodu X v soustaveé soufadnic pifimky
AB, kde B je pocatek a B— A je vektor baze.
Podobné 1ze uvazit geometricky vyznam parametrti v rovnici roviny,
obecn¢ v parametrické rovnici (5.1) podprostoru A4,. Pritom
podprostor A, lze ur€it libovolnym ze svych bodl napt. 4, ( tedy ne

nutn€ A4,) a za vektory baze zaméfeni nemusime volit vektory
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A, — A,, nybrz jakoukoli jinou bazi, napt. 4, —4,, i=0,1,2,4,....k.

Pak misto (5.1) mdme vektoroveé parametrickou rovnic
k

X=A,+ ) (4, - 4). (5.5)

i=0,i#3

Je-li v prostoru 4, zvolena soustava soufadnic a body 4, urcujici
podprostor A,, maji soufadnice 4, =[a,,,q,,...,a, ], i=12,....k
dostaneme parametrické rovnice podprostoru A,  rozepsanim v
soufadnicich nékteré z parametrickych rovnic. Tedy nestanovime
nutn¢ parametrické rovnice (5.4) rozepsanim rovnice (5.1), nybrz
napf. rozepsdnim v soufadnicich rovnice (5.5). Potom dostaneme
parametrické rovnice prostoru A, ve tvaru

K
X, =ay; + Zrl.(ay.—a”), j=L2,..,n.

i=0,i#3
Piiklad
V prostoru 4, jsoudanybody 4=[1,2,-1,0], B=[0,1,2,-31],
cC=1421-11] D=1]0,0,1, 0]. Ukazte, ze tyto body urcuji
tfirozmérny prostor A, a napiste jeho parametrické rovnice.

Reseni:

Podle véty 5.1 je tfirozmérny podprostor urcen Ctyfmi linedrné
nezavislymi body. Body 4,B,C,D jsou linearné¢ nezavislé, jestlize
vektory B—A, C—A, D—A jsou linearn¢ nezavislé. ZapiSeme proto
soufadnice téchto vektori do tadkd matice a znamou upravou
dostaneme

-1 -1 3 -3 -1 -1 3 -3 -1 -1 3 -3
3 0 2 -1{»/0 -3 11 -10|=|0 O 14 -19/|.
-1 -2 2 0 0 -1 -1 3 0 -1 -1 3

Tato matice ma hodnost 3, tedy body A4,B,C,D jsou linedrné

nezavislé. Vektorove parametrickd rovnice prostoru 4, je
X=A4+t,(B-A)+t,(C-A)+t;(D-A).

Rozepsano v soutfadnicich dostaneme parametrické rovnice
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x, =1-t,+3t, —t,
X, =2—t -2t
Xy =—1+3t, +2¢, +2¢,

x, =-3t —t,.

Zamysleme se jeSt¢ nad tim, jak muze byt uréen afinni bodovy
podprostor A4, . Podle véty 3.2 je urcen libovolnym ze svych bodii 4 a

svym zamétenim V, = <u1 , uz,...,uk> . Podle véty 5.1 je urcen (k+1)
linearn€ nezavislymi body  4,,4,,...,4,. Piitom opravnénost

druhého tvrzeni se prokazuje pomoci prvniho, kdyz polozime
A=4,, u,=4,—A4,. To vede k mySlence, Ze = podprostor 4, lze

take urcit skupinou linearné nezavislych bodd 4, 4,,...,4;, j<k a
skupinou linedrn€ nezavislych vektord u,,u,,...,u, ze zaméfeni V,
afinniho prostoru A4, tak, ze j+i=k. Podprostor 4, je pak
uren napi. bodem 4, azaméfenim

Ve ={(4 Ay, Ay = Ay,..s A, = 4,,U,, 0,001, )

Piiklad
Urcete parametrické rovnice roviny urcené body 4 =1, 0, 1],
B=10,-1,2]asmérem vektoru u = (3,2,1).

Reseni:
Vektorove parametricka rovnice roviny je

X=A+t(B-A)+ru,

po rozepsani dostaneme parametrické rovnice

x=1-t+3r
y=—t+2r
z=1+t+r.
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6. Neparametricka rovnice nadroviny

Ze vztahu (5.4) najdeme parametrické rovnice nadroviny, ktera je
urena nN-tici linedrné nezdvislych bodl, které maji souradnice
A =[a;,a,,..a;], j=0,1,...,n—1, kdyz polozime k=n-1,

tedy

X, =4, + (an - a01)1:1 + (3-21 - am)tz +.. (an—l,l - aOl)tn—l

X, =ay, + (azl —a )tl + (azz —a )tz +..t+ (an—l,z —a )tn—l (6.1)

Xn = a‘On + (aln - aOn )tl + (a2n - a0n )tz t...+ (an—l,n - a0n )tn—l .

Parametrické rovnice tvofi soustavu n rovnic, které obsahuji (n—1)

parametr  t,,t,,...,t, . Lze tedy parametry vyloucit a dostaneme

jednu rovnici, ktera neobsahuje parametry. Je neparametricka typu
C, X, +C,X, +...4+4C X, +C, =0.

Presné urceni koeficienti ¢, pro i=0,1,...,n—1 stanovi nasledujici

vety.

Véta 6.1
Necht’ je nadrovina A, uréena N linedrné nezavislymi body

AL ALLA L, které maji v n¢jaké afinni soustavé soufadnic
prostoru A, soufadnice A =[g,,a,,,...,,], 1=0,1,...,n—1. Potom

kazdy bod X =[X,, X,,..., X, ] nadroviny spliluje rovnici

X5 Xyy  een Xy, 1
a a e, Q 1
01> 02> s on >
=0 (6.2)
an—l,l H an—l,z 5 e an—l,n » 1

kterou nazyvame neparametricka nebo obecna rovnice nadroviny.
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Diikaz:
Vektorove parametrickou rovnici (5.3) nadroviny Ize psat ve tvaru

0=t (X =A)+t(A —A)+...+1,, (A = A)

Jde o netrivialni linearni kombinaci vektort, nebot’ soustava bodu
X,ALA,...,A,, je pro XeA, , linearné zavisla. RozepiSeme-li
tento vztah v soufadnicich, dostdvame homogenni soustavu n rovnic
o N neznamych t,t,,...,t ,

0= tO(Xl - am) + tl(all - am) oo+t (anf1,1 - ao1)

0= t0 (Xz - aoz) + t1 (a12 - aoz) to.t tn—1 (an—l,z - aoz)

0= t0 (Xn - aOn) + tl (aln - aOn) t...+ tn—1 (an—l,n - aOn )

Tato soustava ma netrividlni feSeni, pravé kdyZ determinant soustavy
je nulovy, tj.

X, — 8,5 X, — Qg5 X, — 8o,
a, —a a,—a a,—a
11 01> 12 02 ’ In on — 0 (63)
a’n—l 1 a'01 > a’n—l 2 a'02 ’ ’ a'n—l n aOn

Determinant (6.3) mé vzhledem k soustavé rovnic zaménény fadky za

sloupce. Nyni ho formaln¢ rozsifime o jeden sloupec a fadek takto:

X; =5 Xy =gy seens X, —8,, O
a,; —a,, A, — gy seees a,—a,, 0

........................................................... =0.
Qnoiy —Qg1s Qpon ~ g 8y 80, 0
Ay » 2 PO , a,, |1

Tento determinant je zfejmé roven (6.3). Pfi¢tenim posledniho fadku k
ostatnim a jeho pfemisténim na misto druhého fadku dostavame tvar
(6.2).
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Véta 6.2
Souradnice kazdého bodu X =[X,, X,,..., X, ] nadroviny A, _, prostoru

«9 N

A, spliuji neparametrickou (obecnou) rovnici
D ocix+¢, =0, (6.4)
i=1

kde c,,cC,,...,c,C, jsou po fad¢ algebraicke dopliiky prvki

X;> X5 ,...s X, 1 prvniho fadku determinantu (6.2) z véty 6.1.

Diikaz:
Rozvedenim determinantu levé strany (6.2) dostdvame rovnici (6.4).

Z dikazu véty 6.1 plyne, ze kazda linedrni rovnice tvaru (6.4) je

rovnici nadroviny A nejsou-li vSechny koeficienty u X,

n-1>2 i

i=1,2,...,n rovny nule.
V rovin€ A, je nadrovinou pfimka, jejiz neparametricka rovnice typu
(6.4) je
ax+by+c=0,

kde jsme =z tradi¢nich davodi oznacilic, =a, c, =b, ¢, =c,
X, =X, X, =Y.
V prostoru A, je nadrovinou rovina, jejiz obecna rovnice ma tvar

ax+by+cz+d=0.

Rovnice (6.3) z diikkazu véty 6.1 je rovnéz obecnou (neparametrickou)
rovnici nadroviny. Rovnice piimky v roving A, , ktera je ur€ena body
A=[x,,y,], B=[X,,Y,], Je podle (6.2)

X y 1
Xy, 1=0.
X, Y, 1

Rovnice roviny typu (6.3) v prostoru As, kterd je urCena body
A=[X,,Y,2,], B=[X,,Y,,2,], C=[X;,Y¥5,2;], Je

X_Xl, y_y17 Z_Zl

X, =X, Yo=Y, Z,-7|=0.

X=X, Y5 =Yy, 231
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Véta 6.3

n
Je-li Z:Cixi +c, =0 rovnici nadroviny, potom rovnice
i=1

n

k(z C; X +C°] =0 je neparametrickou rovnici téZe nadroviny ve
i=1

stejné soustave soufadné, kde k # 0 je libovolné realné Cislo.

Diikaz:

Podminka (6.3) z dikazu véty 6.1 zOstdva v platnosti, jestlize
determinant nasobime nenulovym ¢islem K. Rozvedenim determinantu
ziskame hledanou rovnici, kterd pfedstavuje stejnou nadrovinu.

Poznamka

Uvazujme  jeSté nadrovinu, ktera  je  urend bodem
A=[a,a,,...,a,] a vektory zam&feni U, =(U,,U,,,...,U,, ),
1=1,2,..,n—=1. Jestlize v rovnici nadroviny (6.3) oznacime
vektory A-A =u, tzn. v soufadnicich a; —a,; =uy,

i=1,2,...,n—1, ma uvazovana nadrovina rovnici

X, —a,, X,—=a,, .. X,—4a,
ull’ u12’ > uln
U,, Uy oo u,, |=0. (6.5)
un—ll un—lzﬂ 2 un—ln

Priklad

Napiste neparametrickou rovnici nadroviny A, v prostoru A, , kterad
jeurCenabody A=[1,2,3,4],B=1[2,2,4,4]asmérovymi vektory
u=(0,1,0,1),v=(1,1,1,0).

Reseni:

Nadrovinu uréime bodem A a smérovymi vektory B—A, u, v, které
jsou linearné nezavislé, jak se miizeme snadno piresvédcCit. Uzitim
(6.5) dostaneme rovnici
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X, -1 X,-2 X;,-3 x,—-4

1 0 1 0

=0.
0 1 0
1 1 1 0

Rozvinutim determinantu podle prvniho fadku pak vyjde obecna
rovnice nadroviny
X, —X; +2=0.

Jesté se zamysleme nad moznostmi stanoveni neparametrické rovnice
nadroviny, kterda je uréena n linedrn¢ nezavislymi body
ALA,...,A, , jsou-li dany jejich soufadnice. Rovnici lze urcit
dosazenim do (6.2) nebo do (6.3). Mohli bychom ovSem, jako na
sttedni Skole stanovujeme rovnici pfimky v roviné ¢i roviny v A,,
dosadit soufadnice bodii A, do rovnice (6.4). Tim ziskame soustavu n
rovnic pro nezndmé ¢C,,C,,...,C.,C,. Vzhledem k vété 6.3 lze jednu z

téchto neznamych, kterd je nenulova, zvolit, ostatni jsou soustavou
ureny jednoznacn€. Muzeme také nejdiive napsat parametrické
rovnice nadroviny typu (5.4) a vyloucit parametry t,,t,,...,t .
Neékdy potifebujeme nadrovinu, kterd je dana neparametrickou rovnici

n

ZCi X; +¢, =0, vyjadfit pomoci parametrickych rovnic. Z odstavce
=
3 vime, Ze parametrické rovnice zavisi na volbé soufadnicového
systému uvnitt nadroviny a ten lze volit mnoha zplsoby. MiiZzeme
proto napt. jednoduse polozit

X, =1,X, =t,,., X, =t .

Dosazenim do neparametrické rovnice pak vypocteme

1 n-1
X, =—| =Y. cit; ¢, |
c, | S

n

za pfedpokladu, Ze c, #0.
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Piiklad

Urcete parametrické rovnice roviny  X—2y+3z2—-5=0 v prostoru
A, .

ReSeni:

Polozme x=t,,y =t, a potom dosazenim do obecné rovnice vychazi

z:é —lt1 +gt2.

3 3 3

Cviceni

1. V. A, urCete rovnici nadroviny p, kterd je  urCena body
A B,C,D,kde A=]0,0,10,-2], B=[1,0,12,-3],
c=[-1,2,9,-2], D =10,1,7,-2].

Vysledek: p: 5%, +3X, + X, +7X, +4=0.

2.V prostoru A, urcete neparametrickou rovnici roviny a =[A,u,V],
jestize A =11,1,0,u =(2,1,3), v=(0,0,1).
Vysledek: a:x-2y+1=0.

3.V A, urcete parametrické rovnice roviny f: 3X+2y—-z+5=0.
Vysledek: Napt. f: x=t,, y=t,, z=3t, +2t, +5.
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7. Vzajemna poloha afinnich podprostori

Na zakladni a stfedni Skole se zjiStuje vzdjemna poloha piimek a
rovin. Vime, Zze dvé€ pfimky v roviné mohou byt riznobézné,
rovnobézné nebo splyvajici. V tfirozmérném prostoru mohou byt
navic jeSt¢ mimobézné. Tedy vzajemnd poloha piimek zavisi na
prostoru, ve kterém se piimky uvazuji.

V tomto odstavci budeme uvazovat v afinnim bodovém prostoru
A, dva bodové podprostory A,,A4,. Jejich jednotlivé polohy

definujeme podobné jako se ve Skolské geometrii definuji polohy
pfimek a rovin. Budeme pfitom urovat podminky existence téchto
poloh.

Definice 7.1
Dva afinni bodové podprostory A4, =[4,V,], A, =[B,V,] afinniho

prostoru A, se nazyvaji:

a) rovnobezné, plati-li pro  jejich zaméfeni V, ccV,  nebo
V., ccV,.Znalime 4, || 4, ,
b) incidentni, je-li A, cc A4, nebo A, cc 4,,

c) riznobézné, maji-li neprazdny prinik a nejsou incidentni,
d) mimobézné, nejsou-li rovnobézné ani riznobezné.

Véta 7.1
Dva rovnobézné afinni bodové podprostory 4, || 4, téZe dimenze

h =k jsou bud totoZné A, = A, nebo nemaji spolecny bod. Maji-li
riznou dimenzi /s <k, pak bud 4, cc 4, nebo nemaji spolecny
bod.

Diikaz:

Necht' 4, || 4,, 4, =[4,V,], 4, =[B,V,]. JestliZe existuje spolecny
bod Ce4,, CeA,, potom podle véty 3.2 plati: je-li h=k je
V,=V, a A4,=[C,V,]=4, ; jeli h<k je V,ccV, a
4, =[C.V,], 4, =[C,V,],tedy 4, cc 4,.
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Véta 7.2
Dva rovnobézné afinni podprostory dimenze h<k A, =[A4,V,],

A, =[B,V,] jsou incidentni, jestlize vektor B—AeV,.

Diikaz:
Jestlize B—AeV,, pak B—A=Xx,kde xeV,. Tedy A=B-X a

odtud Ae€[B,V,]. Prostory 4,, 4, maji spolecny bod A , jsou tedy
dle véty 7.1 incidentni.

Véta 7.3
Bodem Be A, prochazi pravé jeden podprostor 4, rovnob&zny s

danym podprostorem A, téze dimenze.

Dikaz:
Oba rovnobézné podprostory maji zaméfeni V, =V/. Bodem B a

zaméfenim ¥, je urCen podle véty 3.2 jediny podprostor 4, .

Poznamka

Z véty 7.1 vyplyva, Ze mezi rovnobézné podprostory patii prostory
incidentni. Maji-li incidentni podprostory stejnou dimenzi, nazyvaji
se fotozné nebo splyvajici.

Véta 7.4
Dva bodové podprostory, dané parametricky

h k
X =4+ 1u,, Y:B+erjvj , h<k,
-

i=1
jsou rovnobézné, pravé kdyz pro vektory u,, i=L2,..,h plati
u, e <V1,V2,...,V k>. Jsou incidentni, jestlize soucasné

B—-Ae(V,V,,...V,).

Dikaz:
Vyplyva ptimo z vét 7.1 a 7.2.
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Poznamka
Dvé pifimky X =A4+t, Y=B+rv jsou rovnobézné, jestlize
u=Av, 4#0. Jsou totozné, kdyz soucasné B—-A=uv,
HER .
Piiklad
Ukazte, ze ptfimka p je rovnobé&zna s rovinou p:
p:x =143t P X, =t +t,
x, =3+2r x, =2t
X, =—1+2r x; =1+¢,
X, =5-r x, =3+t —t,.
Reseni:

Z parametrického zadani je ziejmé, ze piimka p i rovina p lezi v 4, .
Plati p|| p, kdyz smérovy vektor pfimky u = (3, 2, 2, -1) nalezi
zamétfeni roviny, urcené vektory v = (1,2,0, 1), w= (1,0, 1, -1).
Staci tedy urcit linearni zavislost vektorti u,v,w. ReSime pomoci
ekvivalentnich uprav matice

3 2 2 -1 32 2 -1
1 2 0 1j=|0 4 -2 4
1 0 1 -1 0 -2 1 =2

Vidime, Ze tteti fadek je ndsobkem druhého tfadku, vektory u,v,w
jsou tedy linearné zavislé. Zjistime jesté, zda p c p. Podle véty 7.4
ur¢ime zavislost vektoria v,w,B— A4, kde

A =[1,3,-1,5], B=[0,0,1,3], B—4=]-1,-3,2,-2]. Plati

I 20 1 1 20 1 12 0 1
1 01 -1|=|0-21-2|=|0-21 -2].
-1-32-2 0-12-1 00-30
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Vektory jsou ziejmé linearné nezavislé, tedy vektor B— A4 nendlezi
<v, W> . Pfimka p je rovnobé&zna s rovinou p a v této roviné nelezi.

Véta 7.5
Dv¢ nadroviny, urfené v téze soustavé soufadné prostoru 4,

neparametrickymi rovnicemi

n n
Zaixl. +a,=0 , Zbixl. +b,=0 (7.1)
i=1 i=l
jsou rovnobézné, jestlize existuje nenulové realné Cislo A takové, ze
a, =Ab, pro kazdé i=1,2,...,n. Jsou totozné, jestlize navic
a, =Ab, .
Diikaz:

Ptipad totoznosti vyplyva z véty 6.3. Piedpokladejme, Ze pro
rovnobézné nadroviny (7.1) neplati a, = Ab, pro kazdé¢ i=1,2,...,n,
tj. napt. a, = A,b,, a, =4,b,, A, # A,.Potom determinant

a, a4
bl b2

a soustava rovnic (7.1) ma pro x, feSeni, zavislé na (n-2)

#0

parametrech. Tim je prokdzana existence aspon jednoho bodu, ktery
lezi v obou nadrovinéach (7.1). To vSak vylucuje véta 7.1.
Jestlize obracené a, = b, potom matice

a, dy, .., a,

b, b,, .., b,
ma hodnost 1 a soustava (7.1) ma podle Frobeniovy véty alespoil
jedno teSeni, pravé kdyz také a, = Ab,, tj. kdyZ rozSifena matice ma

také hodnost 1. V opatném piipadé feSeni nemd a nadroviny jsou
rovnobézné rizné.

V definici 7.1 jsme pfifadili ndzev dvojicim podprostorti, jejichz
poloha nebyla zatim prokadzana, s vyjimkou podprostora
rovnobéznych. Pro ostatni polohy je vyhodné vyuzit pojmu spojeni
vektorovych podprostorti, viz definice 1.5 a véta 1.6.

Jsou-li oba podprostory urceny bazemi
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Vy=(U, Uy, u,), Ve =(V,V,,.0V, ),
pak pro spojeni V, =V, vV, ziejmé
Vo =(Up, Uy, Uy VLV, LV ) (7.2)

Véta 7.6

Dva afinni bodové podprostory A4, =[4,V,], A, =[B,V,] prostoru
A maji spoleény aspon jeden bod, pravé kdyz vektor

n

B-AeV, vV,.

Diikaz:
Necht' B—A4eV,vV,.Potom B-A=u+v, kde uelV,,vel,.

Odtud plyne existence bodu X =B-v=4+u. Bod B a vektor Vv
urCuji jisty bod prostoru A4, , bod A a vektor u jisty bod prostoru

4, , tedy existuje spolecny bod X obou podprostord.

Obraceng, existuje-li asponl jeden spolecny bod X ed, A,
potom X =B+v=4+u, kde wuelV,,velV, , potomB-A=
=U-V=U+(-V), tj.vektor B—Ael,Vv/V,.

UvaZujme nyni dva afinni bodové podprostory A,,A, prostoru
A,. Ur€eme nejmenSi podprostor A4, prostoru 4, , ktery tyto

podprostory obsahuje. Takovy prostor lze definovat nasledujicim
zpliisobem:

Definice 7.2
Afinni bodovy  podprostor A4, nazveme  spojenim bodovych

podprostorii A, , A, , jestlize plati:
1) 4,cc4,, 4, cc4,,
2) Jestlize je A’ libovolny podprostor A, takovy,ze A, cc A,

4, cc A', potom A4, ccAd.

Spojeni afinnich podprostorit 4,, 4, oznafime A, =4,V 4.
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Poznamka

Z definice je zfejmé, ze spojeni A, =A4,v A, je nejmensi
podprostor, obsahujici podprostory 4, ,A4,. Jsou-li tyto podprostory
urCeny bodem a zaméfenim, tj. 4, =[4,V,], A, =[B,V,],
pfiemz zaméfeni jsou déna  bazemi V), :<u1,u2,...,uh>,
v, =<Vl,v2,...,vk>, pak nejmensi bodovy podprostor
A, =4,V A4, ktery obsahuje A4, i A, lze urit napf. bodem
Ae A, azaméfenim V, , které musi obsahovat vSechny linearni
kombinace vektorti baze zaméfeni V,,V, a vektoru B-A4, to

znamena, Ze

Ve =(U, Uy, Uy VLY,V B— A4). (7.3)

g

Z konstrukce je ziejmé, ze Voo cV,, A€ A, , tedy dle véty 3.1

Jespojeni 4, cc 4,.

Véta 7.7
Necht’ afinni bodové podprostory A4, =[A4,V,], A, =[B,V,] maji
prazdny prunik. Pak jejich spojeni A, =4,v A, ma dimenzi

g=s+1,
kde s je dimenze spojeni jejich zaméfeni V, =V, vV, .
Maji-li afinni podprostory A4, , A, spole€ny aspoil jeden bod, potom
spojeni 4, = 4, v 4, ma dimenzi

g=s.

Diikaz:
Podle véty 7.6 maji podprostory A4,, A, spolecny aspoil jeden bod,
je-li B—AeV, vV, .Porovname-li dle (7.2) a (7.3) generatory
prostort V, vV, = <u1,uz,...,uh,vl,vz,...,vk> a

V,=(Up Uy, Uy VY5,V B—A) e zigjmE s=g.
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Jestlize afinni podprostory A, , A, nemaji spolecny bod potom podle
véty 7.6 je B—A¢V, vV, apotomziegmé¢ g=s+1.

Nyni  budeme zkoumat vzijemnou polohu dvou bodovych
podprostorii, v€etné urceni nejmensiho bodového prostoru, ve kterém
pfislusna poloha existuje.

Véta 7.8
Necht 4, =[4,V,], A, =[B,V,] jsou dva afinni bodové

podprostory prostoru A, dimenze A<k <n. Necht V =V, vV,,
V,=V,nV,, potom:

a) A,ccd, prav¢ kdyz V,=V,ccV, a B-AeV . Oba
podprostory A,, A, lezi v prostoru 4, dimenze n>k.

b) 4,,A4, jsou rovnob&€zné rizné, pravé kdyz V,ccV, a
B—A4¢V_; Oba podprostory A,,A4, lezi v prostoru A, dimenze
n>k+1.

c) 4,,A, jsou ruznobézné, pravé kdyz B-AeV, a neplati
V,ccV,. Oba podprostory A,,A,lezi v prostoru A, dimenze
nzh+k—-p.

d) 4,,4, jsou mimobézné, pravé kdyz B-A¢V, a neplati
V,ccV,. Oba podprostory A,,4,lezi v prostoru A, dimenze
n>h+k—p+1.

Diikaz:
Podminky o vzijemné poloze vyplyvaji z definice 7.1 a véty 7.6.
Doplilyjici podminky o dimenzi prostoru A4,, ve kterém oba

podprostory A4,,4, lezi, nalezneme z vlastnosti  spojeni
A, =4, v A4, , které je nejmenSim podprostorem A, , obsahujicim
A,,A,. Proto g<n. Podle véty 1.6 plati pro dimenzi s spojeni
Vi=V,VvV,, dimenzi p priniku V, =V, "V, a dimenze h a k
podprostora V,,V, vztah

h+k=s+p. (7.4)
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Dtkazy jednotlivych odstavcl véty:

a)V,ccV, , protodle (7.2) V, =V, tj. k=s. B-AeV, tedy,
dlevét 7.6 a 7.7, g=s a zobourovnosti plyne g =4k. Protoze
nzg je nxk.

b) B—AeV , proto podle véty 7.7 g=s+1a protoze V, ccV,,
je V,=V..Tedy k=s a z obou rovnosti plyne g=k+1.
Protoze n>g je n>k+1.

¢) Neplati V, ccV, , proto podle vztahu ( 7.4) h+k=s+p a
protoze B—-AeV, , je g=s. Z obou rovnosti plyne
h+k=g+p, tedy n>2g=h+k-p.

d) Neplati V, ccV,, tedy h+k=s+p. Protoze B-Ael,
potom g=s+1 a z obou rovnosti plyne h+k=g—-1+p, tedy
n>g=h+k—p+1.

Poznamka

Ve vét€ 7.8 je pismenem p oznaCena dimenze pruniku
V, =V, NV, zaméfeni uvazovanych bodovych podprostori 4,, 4, .
Jestlize budeme uvazovat také prinik bodovych podprostorii
A =4, A, , pak obecné nejsou dimenze p a r rovny. Napf. je-
li pfimka rovnob&zna s rovinou a nelezi v této roving, pak prinik
pfimky a roviny je prazdny, zatimco prunik zaméfeni piimky a
zaméfeni roviny ma dimenzi 1. Vztahy dimenze priniku 4, a
priniku V', stanovi nasledujici véta:

Véta 7.9
Jsou-li afinni bodové podprostory 4,, A4, incidentni nebo

riznobézné, pak dimenze r jejich priniku 4, =4, N A4, je rovna

dimenzi p priniku jejich zameteni  V, =V, NV, .
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Diikaz:

Jsou-li A4,, A, incidentni nebo riznobézné, pak maji spole¢né dva
body M,N, rizné nebo splyvajici, MeAd , NeA . Potom
vektor M -NeV,, M-NeV, atedy M-NeV,.

Je-li obracen¢ M ed, a vektor ueV,, existuje bod
N=M+ued, ataké N=M+ued,. Tedy je Ne4,.

Chceme-li diskutovat vSechny = moznosti vzajemné polohy
konkrétnich bodovych podprostorit A4,, A, v afinnim prostoru 4, ,

vyuzijeme vztah (7.4), vétu 7.7 a vétu 7.9. Postup ukdzeme na dvou
ptikladech.

Piiklad

Urcete vSechny moZznosti vzdjemné polohy pfimky a roviny.
ReSeni:

Necht' 4, je pfimka, 4, rovina. Jejich zaméfeni V,,V, maji prinik
V,. Proto dimenze jejich priniku  p mize byt rovna 0 nebo I.
Pomoci vztahu (7.4) h+k=s+p

ur¢ime dimenzi s spojeni V =V, vV, proobé moznosti volby
p, tj.pros=3 nebo s=2.

Dale uvazime dimenzi g spojeni A4, =4, v A4,, podle véty 7.7 je
g=s nebo g=s+1.

Je vyhodné vysledky psat do tabulky, pro jednotlivé ptipady poloh
do jednoho tadku.

h k p s g nazev polohy

1 2 0 3 3 riznobézné, prinikem je bod
1 2 0 3 4 mimobézné

1 2 1 2 2 A cc 4,

1 2 1 2 3

4, ||A2 ,neni 4 cc 4,

Néazev polohy v pravé casti tabulky stanovime v jednotlivych fadcich
takto:
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1) p=0 = neni V,ccV,, g=s=3 = neprazdny prinik
A =4 nA, madimenzi r=p=0. Tedy prostory 4,,A4, jsou
ruznobézné, priinikem je bod.

2) p=0 = neni V,ccV,, g=s+1=4 = prazdny prinik
A =A,nNA, . Prostory A4,,A,nejsou ani rovnobéZn€, ani
ruznobézné, jsou tedy mimobezné.

3) p=1 = V,ccV,, podprostory A,,A4, jsou rovnob&zné,
g=s=2 = A, 4, jsouincidentni, tedy 4, cc 4,-

4) p=1 = V,ccV,, podprostory A,,A4, jsou rovnobéZné,
g=s5+1=3, A4,,A, nejsou incidentni.

Z tabulky je zfejmé, Ze piimka je s rovinou mimobéznd v prostoru
dimenze n>g=4.

Priklad
Urcete vSechny moZnosti vzdjemné polohy dvou rovin 4,,4,,
h=k=2.

ReSeni:

nazev polohy

rtiznobézné, prianikem je bod
mimobézné

riznobézné, prunikem je pfimka
mimobézné, spolecny smer
totoZné

rovnobézné rizné

NN (NN
NN (N[NNI

RN [=[—=olos

[\ON I NS FUSH FUS R i NN N 2}
WIN ||| wn | Og

Zieimé¢ p =0, 1 nebo 2. V fadcich je
1) p=0 = neni V, ccV,, g=s= jsourtznobézné, prinik
A, ma dimenzi r=p=0. Roviny A4,,4, jsou riznobézné,

prinikem je bod.

46



7. Vzajemna poloha afinnich podprostorti.doc

2) p=0= neni V,ccV,, g=s+1 = nejsou rovnobéZné¢ a

nemaji spole¢ny bod. Roviny 4, , A, jsou mimobéZzné.

3) p=1=neni V, ccV,, g=s = jsou riznobézné, prinik 4,
ma dimenzi p=r=1.Roviny 4,, 4, jsou riznobéZné, priunikem je
pfimka.

4) p=1 = neni V, ccV,, g=s+1 = mimobéZné se spolecnym
smérem V, NV, =V,.

Roviny 4,, A, jsou mimobé&Zné.

5 p=2 = V,ccV,, g=s = totozné. Roviny 4,, A, jsou
totoZné.

6) p=2 = V,ccV,, g=s+1 = rovnobézné rizné. Roviny
A, , A, jsourovnobézné riizné.

Z tabulky lze snadno vycist, jakou vzajemnou polohu maji dvé
roviny v prostoru dimenze n=4. Protoze n>g, tedy g<4,
nastanou vSechny polohy s vyjimkou g=35.

V tfirozmérném prostoru je n=32>g, nastivaji zndamé polohy. V
prostoru dimenze 5 a vyssi existuji vSechny uvedené polohy.
Vsimnéte si zajimavého faktu, Zze v prostoru dimenze vétsi nez 3 se
dvé roviny mohou protinat v jediném bod¢.

Nyni budeme urcovat vzijemnou polohu dvou afinnich bodovych
podprostorii, které jsou urCeny v zadaném systému soufadnic
prostoru A4 parametrickymi rovnicemi. Z téchto rovnic lze

n
stanovit urcujici bod a zaméteni obou podprostori. Z véty 7.8 je
zieyjmé, Zze vzajemnou polohu lze urcit pomoci matice, v jejiz
sloupcich jsou soufadnice vektort zaméfeni obou prostori a vektoru
B — A. Postup si ukaZzeme na konkrétnim ptikladu.

Priklad
V prostoru 4, urCete vzijemnou polohu rovin p=[4,u,V],
o0 =[B,w,z], jestlize v afinni soustavé soutfadnic je 4=[1,1,1,1],
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u=(-2,0,-2,-2), v=(,

2,1,1), B =1[2,6,09,13],
w=(2,1,575),2=(21,1456).

ReSeni:
Rovnice rovin Ize psat parametricky
prX=A+tu+t,v, O:Y=B+t,W+t,z.
Pro spole¢né body rovin plati 4+¢u+t,v=B+t,W+1,Z,1j.
tLu+t,Vv—-t,W—t,z=B—-4. (a)
NapiSeme-li matici, v jejichz sloupcich jsou soufadnice vektor
u,v,—w,—z arozsifime-li ji o sloupce soufadnic vektoru B— A4, lze

z této matice urcit, zda zaméteni <u,v> roviny p je podprostorem
zaméteni <W,Z> roviny 0 a zda vektor B—A je prvkem spojeni

V, ={u,v,w,z). Vychizi

2 1 -2 =2]1) (-2 1 -2 2|1
0 2 -1 -1[5| |0 2 -1 -1|5
—2 1 -5 4|80 0 -3 2|7/
-2 1 -5 -6[12) L0 0 0 -214

Je ziejmé, Ze hodnost matice bez pravé strany je 4, tedy roviny
nejsou rovnobézné, protoze rozsifend matice ma také hodnost 4, je
tedy B-A4eV, . Roviny jsou riiznobézné, prinikem je podprostor
dimenze p=r=h+k—-s=4-4=0 tj. bod. Tento bod uréime
jako feSeni soustavy rovnic nahoie. Z maticového zapisu vychazi
t,=2,t;=-1,1t=11¢=3.

Dosadime do parametrickych rovnic jedné z obou rovin, napf.
X =4+t Uu+t,v,

x, =1-2¢ +t,

x, =1+2t,

xy; =1-2¢ +t,

x, =1-2¢t +1¢,

apo dosazeni za t,¢, dostavame prasecik [-4,3,-4,-4].
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Z véty 7.8 je zfejmé, Zze jsme mohli zkoumat matici, v jejichz
sloupcich jsou soutadnice vektort U, v, W, Z, B— A. Kdyz se zjisti,
jako v naSem pfipad€, Ze matice soustavy U, V, W, Z md stejnou
hodnost jako matice rozsSifena o B— A4, plyne odtud, Zze prinik
podprostortt 4, je neprazdny a jeho dimenze » je rovna r=h+k —s.
Pak je nutné fesit soustavu (a). Je zfejmé, Ze matice U, V, —W, —Z
ma stejnou hodnost jako matice U, v, w,z. Také vektory
—W,—2z urcuji stejné zaméteni jako vektory w,z.

Piiklad

Stanovte hodnotu parametru a tak, aby roviny a=[4,u,V],
p =[B,w, z] byly mimobézné, jestlize 4=[1,-1,-1,4],
u=(1,2,2,-3),v=(1,1,0,2),B=[3,-1,1,-3],w =(2,1,1,-3),
z2=(0,0,1,a).

ReSeni:
Souradnice vektorh u,v,w,z,B— A zapiSeme do sloupcli matice a
upravime

1 1 2 0|2)Y(1 1 2 of2
2 1 ol 0o [0 -1 =3 0|-4
2 0 1 1]2 7o =2 =3 1|=2/7

32 -3 4|-7) o 5 3 a|-1

1 1 -2 0| 2 1 1 -2 0 2
|0 -1 -3 0y-4] 10 -1 -3 0 |-4

00 3 1/ 6110 0o 3 1 6
0 0 —12 a|-21) 0 0 0 4+al 3

Z posledni matice je ziejmé, ze pro a =-—4 neni <u,v> cc <W,z>.

Hodnost matice
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(u,v,w, z) je 3, tedy s =3. SouCasn¢ B—A4¢V , nebot hodnost
matice rozsifené o vektor B—4 je 4. Tedy pro a=-4 jsou
roviny mimobé&zné.

Priklad
V A, jsou dany pfimky p:x, =1-¢, x, =1+¢, x; =1, x, =—¢,
q:x, =t x,=t,x;=1-t, x, =-1-t.

Urcete jejich spojeni 4, = pvgq.

Reseni:

Ptimky [4,u], [B,V] urcuji spojeni A, =[4,u,v,B-A4], spojeni
zaméteni primek p,q je V| =<u,v>. V naSem piipadé
A=[1,1,1,0], u =(-1,1,0,-1),B=[0,0, 1,-1], v=(1, 1, -1, -1).
Urc¢ime zavislost vektora u,v,B—A4, kde B - A4 = (-1, -1, 0, -1).
Vychézi

11 =1 (=1 1 |=1) (=1 1]-1
L1 =1/ o 2|-2] |0 2{-2
0 -1/ 0|0 10| |0 0f-1
-1 -1|-1) {o =21 0) Lo o] o

Vektory U,V jsou linedrné nezavislé, B—-Ag¢V , tedy piimky
p-q Jjsou mimob&Zn¢ a urCuji spojeni 4, dimenze g = 3.V
prostoru A4, je spojeni podprostorlt pv q= A4, nadrovinou. Proto
muzeme urcit nadrovinu spojeni A, =[4,u,v,B—A4] jedinou

neparametrickou rovnici, podle vztahu (6.5), ve tvaru

x -1 x,-1 x;,-1 x,
-1 1 0 -1
1 T R
-1 -1 0 -1

0

a po kratkém vypoctu dostavame
x, +2x;—-x,-3=0.
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Nadrovina ma v mnoziné podprostorti zvlastni postaveni. Lze ji urcit
neparametricky jedinou rovnici, coZ usnadfiuje stanoveni vzajemné
polohy s jinym podprostorem.

Véta 7.10
Afinni podprostor 4, je skaZzdou nadrovinou 4, , prostoru 4,

bud’ rovnobézny, nebo je prinikem A4, N4, , podprostor dimenze
(h-1).

Diikaz:
Podle vztahu (7.4) je h+k=s+p a z podminky V, cc/V, , t
J. s < n, plyne

n>h+k-p.
Pro ptipad nadroviny kdy k= n-1 dostaneme n>h+n-1-p,
tedy p>h-1.
Pro dimenzi p priniku zaméfeni V, =V, vV, je p < h, nebot
ptedpokladdme p < n - 1.
Mohou tedy nastat pouze dva piipady:
) p=h, 4. V,=V, a podprostor A4, je rovnobézny s
nadrovinou 4,
nebo
2)p=h-1, potompodle (7.4) je h+k=s+p,odtud plyne
h+n-1=s+h-1adostaneme n=s.
Proto musi byt dimenze spojeni 4, =4,v 4, , rovna g=s=n.

Podle véty 7.7 jsou podprostory 4, , A, , riznobézné a podle véty 7.9

n—1

ma prinik 4, =4, "4, , dimenzi
r=p=h-1.

Poznamka
Pro n=3,h=1 je véta zndmou pouckou ze stereometrie.

Piiklad
V prostoru 4, uréete vzdjemnou polohu piimky AB a roviny
p, kde 4=[2,0,3], B=[1,3,-2], p:2x+y+3z+1=0.
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Reseni:
Podle véty 7.10 je ptimka s rovinou rovnob&znéa (resp. v ni lezi) nebo
je prinikem bodovy podprostor dimenze 4 -1, tj. 1-1=0, to
znamena bod. Pfimku vyjadiime parametricky
AB: x=2-t, y=3t, z=3-5t.
Hledame prinik ptimky 4B a roviny p. Dosadime z parametrickych
rovnic pfimky do rovnice roviny a vzniklou rovnici vyfeSime pro
neznamou ¢. Dostaneme

212-t)+3t+3@B-5)+1=0
aodtud r=1.
Hodnotu parametru dosadime do parametrickych rovnic pfimky a
ziskdme soutadnice priseciku [1,3,-2].

Véta 7.11
Dvé nadroviny jsou bud rovnobézné nebo je prinikem afinni
bodovy podprostor dimenze (n—2).

Diikaz:
Specialni ptipad véty 7.10 pro h=n-1.

Poznamky
1) Vyslovte znamé véty o vzajemné poloze dvou piimek v roviné
A, resp. dvourovin v 4, jako specidlni pfipady véty 7.11.

2) Podle véty 7.11, dvé nadroviny, které nejsou rovnobézné, urcuji
podprostor dimenze (n—2). Jsou-li nadroviny dény obecnymi

rovnicemi
n n
Zaixi +a,=0, Zbixl. +b, =0,
i=1 i=1

pticemz neplati a, =kb,, kde k=0, i=12,..,n, urCuje soustava
téchto dvou rovnic podprostor dimenze (n —2).
Specialné v tfirozmérném prostoru A4, neparametrické rovnice
dvou riznobéznych rovin

ax+by+cz+d =0

a,x+b,y+c,z+d, =0
urcuji pfimku.
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Piiklad
Urcete jaky podprostor je urcen prinikem dvou podprostori v A4,
a A, které jsou dany soustavou rovnic

X, =X, +x;—x,+1=0

X, —x;+x,-1=0.

Reseni:
Kazda z neparametrickych rovnic pfedstavuje nadrovinu bud’ v 4,
nebo v Aj. Jejich vzdjemnou polohu, dle véty 6.3, ur¢ime feSenim
soustavy rovnic, ktera vypada v maticovém tvaru nasledovné

[1 -1 1 -1 1)

0 1 -1 1-1U

Protoze hodnost matice soustavy se rovna hodnosti matice rozsifené t.
2,  jsou nadroviny riznobézné. Podle véty 7.11 je prinikem
podprostor dimenze (n—2). Tedy v prostoru 4, rovnice urcuji

rovinu, v prostoru A ur€uji tfirozmérny prostor.

Pozndmka za vétou 7.1 a predchazejici ptiklad nas vedou k
zamysleni, zda kazdy afinni bodovy podprostor dimenze & lze ur€it
jako prunik ur¢it¢tho poctu nadrovin, kdyz vime, Ze podprostor
dimenze (n—2) lze urcit dvéma rtiznobéznymi nadrovinami.

Véta 7.12
Ke kazdému afinnimu bodovému podprostoru 4, cc A, existuje

(n — k) nadrovin, jejichz priinikem je dany podprostor A, a které

A, urCuji.

Diikaz:
Necht A4, =[4,u,,u,,...,u,]. Jestlize v dané soustavé soufadnic v

A, maji bod 4 a vektory u, soufadnice A=[a,,a,,..,a,l],
u, =(u,,u;,,....,u,), i=12,..,n potom parametrické rovnice

podprostoru A4, jsou
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X, =a, tupt, tuyt, . +ut,
X, =, T Ut FULt, ot Ut (7 5)

x,=a, +u,t, +u,t,+..+u,t,.

V duasledku linedrni nezavislosti vektor u,,u,,...,U, ma matice
(u;), i=L2,....,k, j=12,..,n hodnost k. Bez Gjmy obecnosti lze

predpokladat, ze determinant z prvnich k fadkti matice soustavy (7.5)

Uy Uy Uy
Uy Uy U,y
Uy Uy U

je rizny od nuly. Tedy z prvnich k£ rovnic soustavy (7.5) lze
jednoznacné ur¢it hodnoty parametrt  ¢,,¢,,...,¢, . Po dosazeni

téchto hodnot do zbyvajicich (n—k) rovnic obdrzime (n—k)

nezavislych linearnich  rovnic o nezndmych x,,x,,...x,, z
nichz  kazda je obecnou rovnici nadroviny. Tedy bod

X =[x,,%,5,...,x,] lezi v A,, pravé kdyz lezi soucasn¢ ve vSech
nadrovinach, reprezentovanych zminénymi (n—4k) rovnicemi.

Plati i véta obracena:

Véta 7.13
Necht' v A4, je dano (n — k) nadrovin, které maji v afinni soustavé

soufadnic prostoru 4, neparametrické rovnice

X, +e,x, +..+c,x, +c,, =0
Cy X, +CpXy +oidcy X, +C5y =0
(7.6)

Cooge) Xy TCpyp Xy +eeatCy ) X, +C o = 0
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takové, Ze matice soustavy (7.6) mad hodnost (n—k). Potom
prinik nadrovin (7.6) je afinni bodovy podprostor 4, cc 4,, tedy
nadroviny (7.6) urcuji bodovy podprostor 4, .

Diikaz:
ProtoZe matice (c; ) soustavy (7.6 ) ma hodnost (n—k), miZeme
ptedpokladat, Ze determinant soustavy (7.6)

Ci kst Cirsa = Ciy
Co k41 Coksva - Coy
#0.
Cockgirl Cocigs2 =+ Cokn

Polozime-li x, =¢,, x, =t,, ..., x, =t, a feSime (7.6) pro nezndmé
X, , dostaneme soustavu

X, =1
X, =1,
X, =1,

Xy =Upt, Huyt, o+ uyt, +a
Xpon = Ut FUHE, +. ULt +a,

X, =u1,n7kt1 +uz,,kkt2 +...+ uk,nfktk +a,,.

Ozna¢me 4=[0,...,0,q,,a,,...,a, ;] adile ozna¢me

U, =(1,0,....0,0,, 05, cooouy, )

U, =(0,1,....,0,uy 05y 5y tty, )

U, =0,0,. L1yttt )
Potom u,,u,,...,u, jsou linedrné¢ nezavislé vektory. Tyto vektory a
bod A4 urcuji bodovy podprostor A4, =[4,u,,u,,...,u,]. Tedy bod
lezi v A, pravé kdyz lezi v priniku nadrovin (7.6).
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Priklad
Urcete podprostor v 4, uréeny nadrovinami
3x, +2x, —x; +1=0
X, —x,+x,+6=0
3x,+2x, =0
a stanovte jeho parametrické vyjadreni.

ReSeni:
Podle véty 7.13 ur¢ime hodnost matice soustavy
3 2 -10 32 -1 0
1 -1 0 1|={0 5 -1 =3},
3 0 0 2 0 0 3 4
tedy 4 = 3. Rovnice ur€uji podprostor 4,, n-k=3,t.pfi n=4 je
k=1 a podprostorem je ptimka. Podobné jako v dikazu véty 7.13,
poloZme napf. x, =¢ afeSme soustavu rovnic
3x,+2x, —x; =-1
X, = X, =—t-6
3x, =-2t.

Vyjde x, :—gt, X, :6+%t, X3 :13—§t, x, =t.

Cviceni

1. Urete vSechny mozZnosti vzijemné polohy pfimky A4, a
tfirozmérného podprostoru 4, .

Vysledek: raznobézné (prunikem je bod), n > 4;

mimobézné,n > 5; A cc A;, n=>3; A4, n =2 4

2. Urcete vSechny moZzZnosti vzijemné polohy roviny 4, a
tiirozmérného prostoru 4, .

4

Vysledek: raznobézné (prinikem je bod), » > 5; rlznobézné
(prinikem je pfimka), n > 4; mimob&zné (spole¢ny smér), n
mimobé&zné (bez spole¢ného sméru), n > 6; 4, cc4,, n >

A, || 4y, n > 4,

¢
> 5;
3;
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3. Urcete vSechny moZznosti vzajemné polohy dvou piimek a, b v 4, .
Vysledek: riznobézné (prinikem je bod), n > 2; mimob&ézné, n >
3;totozné, n > 1; a||b, n > 2.

4. Urcete vSechny moZnosti vzdjemné polohy dvou rovin « ,

a) v prostoru 4,,

b) v prostoru 4, .

Vysledek: a) riznobézné (prinikem je piimka); « || f; a=f.

b) rtznobézné (prinikem je  bod); rtuznobézné (prinikem je
pfimka);

mimobézné ( spolecny smér ); o || f; a = f.

5. Urcete vzajemnou polohu dvou piimek v 4,

a) AB, CD; A=[2,-1,4], B=[-2,1,-4], C=[-1,1/2,-2],
D=110,-5,20]

b)A37 [Ca u ]3 A :[2: 3: -1 ]vB: [03 '19'25/7 ]9 C= [ la _19 -2 ]:
u=(,13)

)p: x+2=y-3=2z2/2, q: x=1+2¢ y=-2+3¢, z=t
d) k: 3x-y+52-2=0, I —2—x=y;_8=§

x+y-3z+10=0
Vysledek: a) splyvaji, b) rliznobézné, prusecik [-1/3,—5/3,—-4],
¢) mimob¢zné, d) splyvaji.

6. Urcete vzajemnou polohu dvou rovin v 4,

a)x+y-z-3=0, x=2+t+r
y=2-t
z=1+r
b)x=1+2¢t+3r, 3x+3y-z+3=0.
y=2-t+r
z=2t-r

Vysledek: a) splyvaji, b) riznobézZné.
7.V A, urcete vzajemnou polohu
a) roviny [4;uU,V] aptimky [B;w], jestlize 4=[1,0,?2,?2],
u= (17 _17 07 O)) V= (15 25 07 _1)5 B = [OJ OJ -67 5]) W= (1’ 2’ '37 O)
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b) dvou rovin

x1=Ht+tn X1=-9+ 546+ 3
x=3+H+5 X2=2-Kt1l
x3=1-24-48 x3=1+24
x4=3-24 X4=-5+28

¢) nadroviny
X1=t, X2=t, x3=t3, x4=0 apiimky
X1=t, X2=1t x3=t, XxX3=3

d) dvou rovin

x1=2-14 x1=-1+2+1
Xx=3+H+20H Xo=4t3+ 1,

x=1-3n X3=2-9+ 1
x4=3+24H+ 20 x4=1+ 2tz +4.

Vysledek: a) protinaji se v bodé [-8/3,-16/3,2,5], b) protinaji
sevbodé [1,0,1,-1], c¢) pfimka je rovnobézna s nadrovinou,

d) protinaji se v ptimce x;=1+2¢, x,=2+4t,x3=4-9¢, x4=3+
2t.

8. Urcete parametry a, b tak, aby piimka
x1=1+¢t xx=2+at, x3=1, x4=2+2t lezela v roviné
xi=1+H+t, =1+26+tt, x3=2+46+2t, x4=b+2t+ 2.
Vysledek: a=3, b=2.

9. Urcete parametry a, b tak, aby piimky
x1=3, xx=2+at;, x3=1+1, X4:bt1;
X1=-2+5, x=4-5t, x3=4-6t,, x4=-1+41
byly riznobézné a urcete jejich prusecik.

Vysledek: a =1, b=-1, prusecik [ 3,-1,-2,3 ].

10. V prostoru 4, urcete vzajemnou polohu rovin

xX1=ht+n X1 =21,

X2 =10 Xo= 13+ 21
x3x=1+t+0 X3=2+1t:+ 3
x4=2-14 X4=3-U
xs=-1+108 x5 =-1+ 2t + 314.

Vysledek: mimobézné, spojeni rovin je nadrovina 2x; + 3xz - x3 + x4
+ 2x5 +1 = 0.
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8. Pricky mimobéZnych podprostori

Definice 8.1
Pfimku p nazveme prickou mimobéznych podprostorii A, ), A,

afinniho prostoru A, , pravé kdyz je s kazdym z podprostort 4, , A4,

n?

raznobézna.

Poznamka
V deskriptivni geometrii se feSi ulohy na pricky mimobézek v 4. Je
zfejmé, ze ke dvéma mimobéZzkam v A4, existuje nekonecné¢ mnoho

pfi¢ek. Budeme hledat pficku mimobézek, kterd je zavazana dalsi
podminkou tak, ze je urCena jednoznacné. Budeme zkoumat piicku
mimobéznych podprostortt prochazejici danym bodem a piicku
daného sméru.

Priklad 1
Necht’ v 4, jsou dany mimobé&zné piimky a=[4,u], b=[B,V].
Urcete pticku p mimobézek a, b prochazejici danym bodem M.

a
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Reseni:

1. zptsob: Jsou-li X, Y body pticky p takové, ze X ea, Yeb
potom plati X =4+, Y=B+rv pro n¢aka redlnd ¢, r. Z
podminky, ze pticka XY prochdzi danym bodem M, plyne linearni
zavislost vektori X —-M a Y —M ,tj. existuje realné Cislo k, takové
ze plati

X-M=k(Y-M).
Dosadime-li do tohoto vztahu X = A+, Y = B+rVv, dostaneme
A+tu—-M =k(B+wW-M).

Tato rovnice v A, piedstavuje, po dosazeni soufadnic ptisluSnych

bodii a vektor, soustavu tii rovnic o tfech neznamych ¢, r, k.
Vypocétenim nezndmych ¢ a » urCime ze vztahi X =4+,
Y = B+rv soufadnice bodl X, Y hledané pficky mimobézek p.

2. zptsob: Ulohu lze fesit také pomoci této geometrické piedstavy.
Bod M a piimka a uréuji rovinu o =[4,u;M — 4] . Prise¢ik Y
roviny a s pfimkou b nalezi pficce p, tedy plati

A+tu+s(M —-A)=B+rv.
Po uprave dostaneme
tu+s(M—-A)—-w=B-4.

Rozepsanim tohoto vztahu v A; dostaneme soustavu tfi linedrnich
rovnic o tfech neznamych ¢, s, r. Jestlize jsou vektory u,v,M — A4
linearn¢ nezavislé, dostaneme jediné feSeni. Dalsi postup je
analogicky jako v predchozim ptipadé.

3. zplisob: Tento zplsob je obdobou ptredchoziho ndzorného feseni.
Bod M a ptfimka a urcuji rovinu a = [M , U M — A] , analogicky, bod
M a ptimka b urcuji rovinu f=[M, v, M —B]. Roviny a a [ se
protinaji v pfimce p, kterd ma pozadovanou vlastnost. Tato uvaha
vede na rovnici
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M+wu+s(M—-A)y=M+mw+w(M —-B),
coZ po uprave dava vztah
tu+s(M—-A)y—w-w(M —-B)=0.

Rozepsanim ziskdme v A4, soustavu ti linearnich homogennich rovnic

o Ctyfech neznamych ¢, s, r, w.

Piiklad 2
Necht' v 4, jsou dany mimobézky a=[A4,u], b=[B,v]. Urcete
pricku p mimobézek a, b, rovnobéznou s danym smérem M.

ReSeni:

Necht’ pticka p protina ptimku a v bod¢ X, ptimku b vbodé¢ Y, tj.
X=A4A+wm,Y=B+rm. Vektory X-Y a m jsou linedrné zavislé,
tedy existuje k € R tak, Ze

X-Y=km.
Po dosazeni podminek X=A4 + tu, Y= B + rv a Gpravé dostaneme
tU—w-km=B-4.
Tato rovnost pfedstavuje v A4, soustavu tfi linearnich rovnic pro

neznamé ¢, r, k. Pokud jsou vektory u,v,m linedrné nezavislé, je
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det(u,—v,—m) =0 a soustava ma jediné feSeni. Z rovnosti X =4 +
tu pak uréime bod X pricky p =[X,m], ktera je timto urcena.

Poznamky

a) Praveé ukazany zpiisob nalezeni pricky mimobézek danym smérem
odpovida 1. zpisobu nalezeni ptficky danym bodem M v ptikladu 1.
I zde jsme mohli postupovat analogicky k 2. a 3. zplsobu feSeni,
avSak pro zna¢nou podobnost tyto zplsoby vynechavame a
prenechéame je Ctenari.

b) Nalezeni pficky mimobé&zek danym smérem je specialnim piipadem
piikladu 1, pokud bychom uvazovali, ze bod M je nekonecné
vzdaleny (nevlastni bod). Protoze se nevlastnimi body (tak jako Cini
napft. projektivni geometrie) v tomto textu nezabyvame, feSime kazdy
problém zvlast’ . Ze zplisobu feSeni patrnd podobnost obou feseni.

¢) Pro které body M pticka pii zadanych mimobézkach p: X = 4+tu,
q: Y =B+ neexistuje? Podle piikladu 1 takovy piipad mutze
nastat, kdyz jsou vektory Uu,v, M —A linearn¢ zavislé. Protoze
ptredpokladdme, ze pfimky p,q jsou mimobézky, jsou vektory u, v
nezavislé. Nenulovy vektor M — A tedy patii do vektorového
prostoru <u,v>. Na nasledujicim obrdzku krychle lezi vSechny
ptimky, které prochazeji bodem M a protinaji ptimku p v roving, ktera
je rovnobézna s piimkou ¢q. Tyto pfimky tedy nemohou piimku g
protnout.

Lol
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Priklad 3

Necht’ rovina p =[4,u,V] a ptfimka ¢ =[B,W] jsou v 4, mimobézné.
Urcete jejich pticku p, prochazejici danym bodem M.
Reseni:

Podobné jako v ptikladu 1, z ptedpokladu X € p, Y ec  a linedrni
zavislosti vektort X —M , Y —M plyne existence k € R, tak Ze plati
X-M=k(Y-M),

kde X=A+w+rv,Y=B+sw. Podosazeni dostaneme rovnici
A+tu+wW-M =k(B+sw—-M),

kterd, po rozepsani v soufadnicich prostoru 4,, pfestavuje soustavu

Ctyf linearnich rovnic pro nezndmé ¢, r, k, ks. Vypoctenim napf.

neznamé s ur¢ime z Y=B +sw soufadnice bodu Y pfticky p,
ktera je takto urCena p=M Y.

Priklad
Urcete pficku s mimobézek a=[A4,u], b=[B,v], kterd prochdzi

danym bodem M, jestlize A4=1[1,2,0], u=(0,0,1), B=[2,1, 1],
v=(1,1,1), M=1-1,3,0].

Reseni:
Podle piikladu 1 je
X-M=k(Y-M)
a po dosazeni X = A+, Y = B+rv dostaneme rovnici
A+tu—-M =k(B+wW-M).

Rozepsanim do soufadnic dostaneme soustavu tii linearnich rovnic
pro neznamé ¢, k,kr,

l+1=k@Q+r+1)

2-3=k(1+r-3)

t =k(1+r),
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R 4 1 3 , y .
ktera ma feSeni t=§ , r= 3’ k= 3 Dosazenim napft. ¢ do rovnice

X=A4+tu dostaneme bod X pfticky s, pro jehoz soufadnice plati

4
x=1, y=2, z=—.
4 5

Pricka s je uréena body M a X, tedy ma parametrické rovnice
s:x=-1+2t¢t
y=3—-t
z=—1.
5
Jiné feseni: Nyni vypocitame pticku s mimobézek jako prhsecnici
dvou rovin «, £ podle 3. zptisobu v ptikladu 1.
Je a: X=M+tu+k(M—-A4), :Y=M+wW+I(M—-B) a plati
s =a N . Body pruniku splituji rovnici
tu+k(M—-A)—w—-I(M—-B)=o0.

Odtud rozepsanim dostaneme nasledujici soustavu tfi homogennich
linearnich rovnic o ¢tyfech nezndmych ¢, &, r, [

2k-r+31=0
k-r-2=0
t -r +[=0.

V maticovém vyjadieni dostaneme
0 -2 -1 3 1 0 -1 1
0 1 -1-2(=0 1 -1 =2
1 0 -1 1 0 0 -3 -1

a odtud napt. r = —%t , kde jsme polozili / =¢. Dosazenim do vztahu

X =M +mw+I1(M — B) dostaneme rovnici pricky s ve tvaru
s:X=M+ts,kde M=1-1,3,0], s:(—?,g,—éJ ~ (10, -5, 4).
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Cviceni

1. Uréete pficku p mimobézek a=[A,U], b=[B,v], ktera je
rovnobéznd se smérem M, jestlize A=[1,2,-1], u=(1,-1,1),
B=10,9,-2], v=(1,0,0), m=(1,2,0).

Vysledek: p: x=1t, y=3+2t z=-2.

2. Urcete pficku s mimobézek £, [
I x—1 _ y+3 _ z-5

2 4 3
ktera prochazi bodem M = [4, 0, - 1].
Vysledek: s: x=4+¢ y=t, z=-1-2¢

X
, [, —==2-y= ,
s Y

3.V A, urcete pfimku s prochdzejici bodem M =[ 8§, 9, - 11, - 15],
kterd protina piimky p, ¢

p: xi=t, x;=2+t, x3=-5—1, x4=-10 - ¢,

q: X1=8, x2=5, x3=-1—5, x4="-2s.

Vysledek: praseciky [12, 14, - 17, - 22], [4, 4, -5, - 8], ptficka s ma
napft. rovnici

x=8+4t, x,=9+5t, x3=-11-6¢t, x4 =-15-7¢.
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9. Svazek nadrovin

Definice 9. 1

Mnozinu vSech nadrovin z 4,, jejichz priinikem je afinni bodovy
podprostor dimenze (n—2), nazyvame svazkem nadrovin prvého

druhu. Mnozinu vSech navzijem rovnobéznych nadrovin nazveme
svazkem nadrovin druhého druhu.

Véta 9.1

Necht’ dvé riznobéZné nadroviny L,,L, maji v A, rovnice

L=Yax +a,=0, 9.1)
i=1
L, =Y bx +b,=0. 9.2)
i=1
Potom rovnice
A L+ A,L,=0 (9.3)

je rovnici svazku nadrovin prvého druhu, jsou-li 4,, 4, libovolna
redlna Cisla, z nichz aspon jedno je riizné od nuly.

Dukaz:
Mame dokazat, Ze :

1) rovnice (9.3) je rovnici nadroviny pii libovolné volbé A4,,4,,
z nichz aspon jedno je nenulové.

2) kazdy bod priniku nadrovin (9.1) , (9.2) je bodem kazdé nadroviny
(9.3), tj. rovnice (9.3) je rovnici svazku nadrovin,

3) kazda nadrovina svazku (9.3) rGzna od nadrovin (9.1), (9.2) ma
rovnici typu (9.3).

Ad 1) Cisla 4,4, nesmi byt feSenim soustavy rovnic
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ai +bA, =0, i=12..,n, (9.4)

protoze rovnice (9.3) by méla v opacném piipadé vSechny koeficienty
u x, rovny nule a nebyla by rovnici nadroviny. ProtoZe nadroviny
nejsou rovnobézné, ma matice

a a, .. a,

b, b, .. b,
hodnost 2, tedy aspoil jeden jeji determinant druhého stupné je
nenulovy. Soustava (9.4) ma pouze trividlni feSeni A, =4, =0.

Rovnice (9.3) je tedy rovnici nadroviny, je-li asponi jedno A,,4,
nenulové.

2) Necht’ P je libovolny bod pruniku nadrovin (9.1) , (9.2). Po dosazeni
soufadnic bodu P do vztahii (9.1), (9.2) je

L(P)=0, L,(P)=0
a tedy také plati
AL (PY+A,L,(P)=0

tj. kazdy bod priniku danych nadrovin je bodem kazdé nadroviny
(9.3).

3) Necht’ Q je libovolny bod nelezici v zddné z nadrovin (9.1), (9.2), tj.
L(Q)#0,L,(Q)#0. Zvolme A, =L,(Q), A, =-L(Q). Pak

rovnice A, L, +A,L, =0 je rovnici nadroviny daného svazku, ktera
s ohledem na volbu A, a A, ( po dosazeni soufadnic bodu Q) t;.

L,(Q) - Li(Q) - L(Q) - L,(0)=0
prochazi bodem Q.

Véta 9.2

Jsou-li nadroviny (9.1) a (9.2) rovnobézné, potom podle (9.3) je
rovnice

AL +A,L, =0
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rovnici svazku nadrovin druhého druhu, jsou-li 4,,4, libovoln4 redlna
Cisla, kterd nejsou feSenim soustavy rovnic (9.4).

Diikaz:

Jsou-li nadroviny (9.1), (9. 2) rovnobézné, pak existuje Cislo k=0
takové, Ze b, =ka,, pro vSechna i=1,2,...,n (viz véta 7.5). Soustava
(9.4) ma potom tvar ai(ﬂul +/12k)=0, i=12,..,n. Protoze alespon
jedno z Cisel a, je nenulové, je A, + 4,k =0. Soustava (9.4) ma tedy

nekone¢n¢ mnoho fesSeni. Tato feSeni stanovuji podminku, kdy rovnice
(9.3) mé vSechny koeficienty u x, rovny nule, tj. kdy (9.3) neni

rovnici nadroviny.

Dokézali jsme, Ze rovnice (9.3) je rovnici nadroviny, nejsou-li 4,,4,
feSenim (9.4). Podobné jako v dikazu véty 9.1 se jesté dokaze: rovnice
(9.3) je rovnici nadroviny svazku druhého druhu, kazdd rovina
rovnobéznd s nadrovinami (9.1), (9.2) mé rovnici typu (9.3). Dikazy
jsou analogické.

Véta 9.3

Tti rizné nadroviny, které maji neparametrické rovnice

n
L, EZaixi +a,=0

i=1

L, =Y bx, +b,=0 9.5)
i=1

n
L, EZcixi +c,=0
i=l1

nalezi témuz svazku nadrovin (prvého ¢i druhého druhu), praveé kdyz
matice ze vSech koeficientl (rozsifena) ma hodnost dve.

Dukaz:

ProtoZe nadroviny jsou riizné, ma roz$ifena matice hodnost 4'>2.
KdyZ roviny nalezi témuz svazku, je L, =AL +A4,L, a tedy treti
fadek rozsifené matice je linearni kombinaci ostatnich tj. A'=2.
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Je-li obracen¢ h'=2, je jeden tadek linearni kombinaci zbyvajicich
fadkl a roviny nélezi svazku.

Poznamka

Ozna¢me hodnost matice z koeficientli soustavy (9.5) pismenem #.
Pak plati: je-li A'=2 a h =1, nalezi nadroviny (9.5) svazku druhého
druhu. Je-li 2'=2 a h =2 nalezi svazku prvého druhu. Zdivodnéte!

Priklad.
Tti nadroviny v 4,
Li=x+2x,-x;+x,-5=0
L,=x — x, +2x;,—x, +1=0
L, =3x, +3x, +x,-9=0
nalezi témuz svazku prvého druhu. Dokazte.
ReSeni:
Plati 2L, +L,=L,, tedy h'=2, ziejmé také h=2. Podrobn¢ lze
ukazat znamou upravou matice z koeficientii soustavy.

Svazky primek v A, a svazky rovinv A,.

Mnozinu vSech pfimek v A4,, které maji spole¢ny bod S, nazyvame
svazek pfimek (prvého druhu) vroviné A4,, bod Sje stred svazku.
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Mnozinu vSech navzijem rovnobéZznych piimek vroviné A4,
nazyvame svazkem druhého druhu (osnovou piimek).

Mnozinu vSech rovin v 4,, jejichz priinikem je pfimka m, nazyvame
svazkem rovin (prvého druhu), ptimka m je osa svazku. MnozZina

=L

sar

vSech vzajemné rovnobéznych rovin tvofi svazek druhého druhu
(osnovu) v 4.

Vyslovte véty 9.1, 9.2, 9. 3 pro svazky pifimek v 4, a pro svazky
rovinv 4.

Priklad
Urcete rovnici roviny p v A4,, kterd prochazi bodem M =[1, 2, 3] a
prasecnici rovin

L :3x+y-z=0, L,:2x+y+z-1=0.
Reseni:
1. zpisob (pomoci svazku rovin): Hledana rovina p nalezi svazku
rovin, které jsou uréené danymi rovinami L, a L, , proto ma rovnici

2(Bx+y—z)+2,2x+y+z-1)=0.
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Bod M lezi v jedné z rovin svazku, proto dosazenim soutradnic bodu
M do rovnice svazku vypocteme

2,(B3+2-3)+4,(2+2+3-1)=0
A,+34,=0.
Zvolime napt. 4, =3, A, =-1,zpétnym dosazenim do rovnice svazku
vychdazi rovina
p:Ix+2y—4z+1=0.
2. zptsob (bez uziti svazku rovin): Prlsecnice rovin L,,L, je pfimka
qg:X=P+w, kde P=[-1,0,3], u=(2,-5,1), jak se snadno zjisti
feSenim soustavy rovnic L, : 3x +y—-z=0, L,:2x+y+z-1=0
pro neznamé x, y, polozime-li z =¢. Hledand rovina p je potom
urc¢ena piimkou ¢ a bodem M, tedy je p=[M,u,M — P], tj.
prx=1+2t+2s,
y=2-5t-s,
z=3+1t+3s.
Vyloucenim parametrii s, ¢ dostaneme rovnici roviny

p:Ix+2y—4z+1=0.

Cviceni
1. Napiste rovnici pfimky, ktera prochdzi bodem M = [1, 1] a
prisecikem ptimek
x+2y-1=0, 3x-y-5=0.
Vysledek: Ox+4y—-13=0.

2. Urcete rovinu, ktera je rovnobézna s pfimkou

x=1+82¢, y=7, z=5+79,

a ve které lezi pfimka
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3x-4y+z-12 =0
4x—-Ty—-3z +4=0.

Vysledek: 79x — 147y — 82z + 184 = 0.
3. Pii kterych hodnotach konstant &, m nélezi rovina
Sx+ky+4z+m=0
svazku rovin
3x-Ty+z-3=0,

x—=9y—-2z+5=0.
Vysledek: k=-5 m=-11.
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10. Trs nadrovin

Véta 7.11, o vzajemné poloze dvou nadrovin, nas ptivedla k myslence
existence svazkii nadrovin. Nyni vyslovime obdobnou vétu o
vzajemné poloze tii nadrovin, které nenalezi t¢émuz svazku.

Véta 10. 1

Tti nadroviny «, 3,y afinniho bodového prostoru 4, , které¢ nenalezi

témuz svazku nadrovin prvého nebo druhého druhu, maji pravé jednu
z téchto vzajemnych poloh:

1) prinikem je bodovy podprostor 4, , dimenze (n-3),

2) prunik nadrovin je prazdny, pficemz prunik zaméteni nadrovin je
vektorovy podprostor V, , dimenze (n-—2).

Dukaz:

Jestlize nadroviny «, f,y nepatii témuz svazku, pak jsou aspon dvé
riznob&zné, napt. o N f=A, ,. Pak mohou, dle véty 7.10, nastat dvé

moznosti pro vzajemnou polohu priiniku 4, , a nadroviny y :

1) An—Z M 7 = An—3

2) An—Z || 7/ .

V piipadé 1) je bodovy podprostor 4, , prinikem nadrovin a, S, y.

V pfipad¢ 2) je zaméfeni V, , bodového podprostoru A4, ,
podprostorem zaméteni nadroviny y. Protoze prinik anf=4, , ,

je V,_, také podprostorem zaméteni nadrovin «, .

Definice 10.1

Mnozinu vSech nadrovin v 4, , jejichz prinikem je afinni bodovy

podprostor dimenze (n—3), nazyvame trs nadrovin prvniho druhu.
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MnoZinu vSech nadrovin, jejichz zaméfeni obsahuje podprostor V,

ze zaméteni V, prostoru A, , nazveme trs nadrovin druhého druhu.

Poznamka

Uvazujeme-li 3 pfimky (tzn. nadroviny) v rovin€ 4,, pak je zfejmé,
ze tyto pfimky nemohou urCovat trs piimek prvého druhu, protoze
bodovy podprostor dimenze n—-3 =2 -3 =-1 v A4, neexistuje.

Existuje ovSem vektorovy podprostor V,_, , coz je pro rovinu nulovy

vektor. Proto vSechny pfimky v roving tvoii trs pfimek 2. druhu. Tento
ptipad vSak ziejm¢é nema smysl uvazovat. Budeme proto trs nadrovin
uvazovat v prostorech dimenze n>3.

Definice trsu rovinv A,

Mnozina vSech rovin v 4,, jejichZ priinikem je pravé jeden bod, tvori
trs rovin 1. druhu. Spole¢ny bod se jmenuje st7ed trsu. MnoZina rovin,

které jsou rovnobézné s jedinym smérem, se nazyva trs rovin druhého
druhu.

Poznamky

V prostoru 4, plati:

1) VSechny roviny trsu prvniho druhu se stfedem S, které prochazeji
jesté dalsim bodem M =S, obsahuji pfimku MS a tvoii tedy svazek
rovin prvniho druhu. V kazdém trsu rovin prvniho druhu tedy existuje
nekoneéné¢ mnoho svazkli rovin prvniho druhu, neexistuje v ném
ovSem svazek druhého druhu.

2) VSechny roviny trsu druhého druhu, které jsou rovnobézné se
spoleénym smérem s, tvoii svazek rovin druhého druhu. Existuje tedy
v kazdém trsu rovin druhého druhu nekonecné mnoho svazki rovin
druhého druhu. Kromé toho vném existuje i nekonecné mnoho
svazkl prvého druhu, totiz vSech svazkd, jejichZ osa je rovnobézna se
smérem s.
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Véta 10.2

Prunikem tfi nadrovin

L, EZa[xi +a, =0
i=1

L,=Ybx +b,=0 (10.1)
i=1

n
L, EZCixl. +c, =0
i=1

je afinni bodovy podprostor dimenze (n —3), jestlize hodnost matice
soustavy (10.1) z koeficientt pii x, i=1,2,...,n, je h=3.Prinik
nadrovin je prazdny (pficemz prinikem zaméfeni nadrovin je
vektorovy podprostor dimenze (n—2)), jestlize hodnost matice
soustavy je 4 =2 a hodnost matice rozsitené 4’ =3.

Dukaz:

Prvni tvrzeni vyplyva z véty 7.13 pro k =3. Protoze h=3, je také
h' =3 aprunikem je podprostor dimenze n — 3.

Jestlize  h=2 a h'=3, nema soustava (10.1) feSeni, prunik je
prazdny. Protoze h'=3, nenalezi podle véty 9.3 nadroviny témuz
svazku. Podle véty 10.1 je tedy prinik zaméfeni nadrovin vektorovy
podprostor dimenze n — 2.

Véta 10.3

Necht’ priinikem nadrovin (10.1) je bodovy podprostor dimenze
(n—3). Pak rovnice

AL +A,L,+A,L, =0 (10.2)

je rovnici trsu nadrovin prvého druhu, jsou-li 4,, 4,, 4; libovolna
redlna ¢isla, z nichz aspon jedno je nenulové.
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Diikaz:
Mame dokazat:
1) rovnice (10.2) je rovnici nadroviny,

2) kazdy bod priniku nadrovin (10.1) je bodem kazdé nadroviny
(10.2),

3) kazdé nadrovina trsu ma rovnici (10. 2).

Ad 1) Cisla A, ,4, ,A, nesmi byt feSenim soustavy
a, A, +b, 4, +c, 1, =0, i=12,..,n, (10.3)

protoze rovnice (10.2) by meéla vopatném piipadé vSechny
koeficienty u x,, i=12,...,n rovny nule a nebyla by rovnici

nadroviny. Protoze hodnost matice soustavy rovnic (10.1) je podle
véty 10.3 rovna tfem, ma soustava homogennich rovnic (10.3) pouze
trivialni feSeni A4, =4, =4, =0. Rovnice (10.2) je tedy rovnici

nadroviny, je-li aspon jedno A,,4,,4; nenulové.

Ad 2) Necht P je libovolny bod priniku nadrovin (10.1), tzn.
L (P)=0, L,(P)=0, L,(P)=0, potom plati

AL, (P)+ A,L,(P)+ A,L,(P) =0.

Ad 3) Necht bod Q nelezi vnadrovinach (10.1 ), tzn. L, (Q)=0,
L,(Q)#0, L,(Q)#0. Zvolme A, =L,(Q), A,=-L(0), 4,=0.
Pak rovnice AL, +A4,L,+A,L, =0 je rovnici nadroviny trsu, kterd
prochazi bodem Q.

Véta 10.4

Necht’ prinik nadrovin (10.1) je prazdny a prinik jejich zaméfeni je
vektorovy prostor dimenze (n —2). Pak rovnice (10.2)

AL +2A,L,+A,L; =0
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je rovnici trsu nadrovin druhého druhu, jsou-li 4,,4,,4, redlna cisla,
ktera nejsou feSenim soustavy (10.3).

Diikaz:
Je analogicky dikazu véty 9.2 resp. 10.3.

Véta 10.5

Ctyfi nadroviny
L, EZaixi +a,=0,L, EZb,.xi +b,=0, L, EZcixi +c=0,
i i=1 j=

4_de +d,

nalezi témuz trsu nadrovin (prvého nebo druhého druhu), pravé kdyz
hodnost # matice

Ay, Ay, oo , a,, a,
b, b b,, b
s by , b,, b,
! (10.5)
Cly Cay cevenen. , Cps €
d, dy, ... , d,, d,

ze vSech koeficientil je rovna tfem.

Diikaz:

Dle véty 10.2, tfi nadroviny, urcujici trs nadrovin, maji hodnost matice
ze vSech koeficientd 4’'=3. Patfi-li napf. nadrovina L, do trsu
ur¢enému nadrovinami L,,L,,L,, je L, =AL +A,L,+A,L, a tedy
¢tvrty tadek matice (10.5) je linearni kombinaci zbyvajicich, tedy
hodnost # matice (10.5) je 3.

Poznamka

Jestlize hodnost matice (10.5) ozna¢ime 4" a hodnost matice (10.5)
bez posledniho sloupce A, pak plati: je-li A'=3, h=2 nalezi
nadroviny trsu druhého druhu. Je-li A'=h=3 potom nalezi
nadroviny trsu prvého druhu. Zdiivodnéte.
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Priklad

Urcete, zda dané tfi roviny v 4, tvoii trs ¢i svazek:

a)3x—y+z+1=0 b)x=0

y—z+6=0 y=0

x—=3y+5z =0 x+y+1=0.
ReSeni:

a) Hledame hodnost matice
3 -1 1 (1) (0 8 —14|1) (0 O —-6|-47
0 1 —-1]6|={0 1 —-11]6|=0 1 -—-1| 6
1 -3 51]0) {1 -3 5 |0/ \1t -3 5| 0

Je ztejm¢ h'=h =3, roviny nalezi trsu prvého druhu.

b) Je

1
0
1

—_ O
o O O

0
0,
1
hodnost 4'=3, h =2, roviny nalezi trsu druhého druhu.

Priklad
V' A, urCete rovnici roviny p, ktera nalezi trsu rovin
2x — y+ z+1=0
Xty =0 (10.6)
y+2z =0

a prochazi body4=[1,1,1], B=[0,0, 1].
ReSeni:
1. zpisob (pomoci trsu rovin): Rovnice trsu rovin je
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2,02x—y+z+1)+ A4 (x+y)+ 4L(y+22)=0
Rovina p trsu ma prochazet body 4, B, tedy plati

34, +24, +34, =0
A+ A, =0.

Zvolime-li napt. A, =1, 4, =-1je A4, =0.
Dosazenim do rovnice trsu vychazi

p: 2x—-2y—z+1=0.
2. zpusob (bez uziti trsu rovin):

Rovina p ndleZi trsu rovin, tedy musi obsahovat stfed S trsu t;.
spoleény bod rovin trsu. Reseni soustavy (10.6) dava jediny bod
S=[-2/7,2/7,-1/7]. Rovina p je dana tfemi body A4,B,S.
Piedpokladejme, Ze obecnd rovnice roviny p ma tvar
p.ax+by+cz+d=0. Dosazenim soufadnic bodi A4,B,S
dostaneme soustavu
a+ b+c+ d=0
c+ d=0
-2a+2b—-c+8d=0,
jejiz feSenim je napt. ¢tvefice a=2, b=-2,c=-1,d =1, tj. rovina
£ ma rovnici

p:2x-2y—z+1=0.

Cviéeni

1. Rozhodnéte, zda roviny urcuji trs ¢i svazek rovin v A4, :

a) 2x— y+ z—1=0 b) xX-y +6z+3=0
2x-3y+7z+5=0 2x-3y — z+ 1=0
X -z =0 S3x+2y —31z-14=0
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c) Tx — 5y -31=0 d x-2y+ 2z =0
4x +11z+43=0 2x + y+3z-1=0
2x+3y+ 4z +20=0 Sx +3z-4=0.

Vysledek: a) trs druhého druhu, b) svazek, c) trs prvniho druhu, d)
trs prvniho druhu.

2.V A, ur€ete rovnici roviny nalezejici trsu rovin
2x-3y+5z+4=0
x—3y—4z -3=0
Tx—-5y+z—-8=0,
ktera prochazi body M =[2,3, 1], N= [7, 11, 4].
Vysledek: x —y +z=0.

3. Urcete parametry b, ¢ tak, aby rovina x + by + cz + 1 =0 patiila
do trsu rovin

3x+ty—-z+4=0
2x—y+z+1=0
3x+y+z+3=0

a nesplyvala s zadnou z téchto tfi rovin. UrCete druh trsu.

Vysledek: b = c, trs prvniho druhu.

4. Zjistéte, zda Ctyfi roviny tvofi trs ¢i svazek rovin v 4, :

a) x—y+tz-1=0 b) x=0
3x+y—-2z-7=0 y=0
2x+2y-3z-1=0 z=0
8x -2z+3=0 x+z+1=0.

Vysledek: a) trs druhého druhu, b) netvofi trs ani svazek.
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5. Urcete soufadnice c,c; bodu C=[c,0,c,], ktery lezi v rovin¢

obsahujici body 4 =1[0,0,0] ,B= [5,0, 3], jestlize tato rovina patii
do trsu rovin

x+y=0, x+z=1, y+z=3.
Vysledek: 3¢, —5¢, =0.

6. Priisecikem rovin
2x+y —z—-2=0
x=3y+z+1=0
x+y+z-3=0
polozte rovinu rovnob&znou s rovinou &
o:x+ty+2z=0.
Vysledek: x +y + 2z -4 =0.

7. Napiste rovnici roviny, ktera patii do trsu rovin
x-y=0, x+y-2z+1=0, 2x+z—-4=0
a prochézi soufadnicovou osou y.

Vysledek: 10x - 7z=0.

8. Urcete rovinu, ve které lezi pfimka
p: Sx—8y—6z-23=0
4x— y—-3z— 4=0,
a kterd nalezi trsu rovin
2x=5y+ 7z-14=0
x+2y—6z+7 =0
3x+4y+11z—-10=0.
Vysledek: 3x—2z—-1=0.
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II. CAST

EUKLEIDOVSKY PROSTOR

Nyni budeme vySetfovat prostor, ktery ma kromé vsech vlastnosti, jez
mé afinni prostor, jesté¢ jednu vlastnost navic. Touto vlastnosti je
moznost méefit vzdalenost mezi libovolnymi dvéma body, stru¢né
feceno, zavedeni metriky. Zavedeni metriky ndm umozni zkoumat
nejen vzdalenost mezi body, ale i vzdalenost mezi podprostory
eukleidovského prostoru - napt. vzdalenost bodu od pfimky, bodu od
roviny, vzdalenost dvou mimobézek apod. Na zakladé pojmu
vzdélenost dvou bodid budeme zkoumat i obsahy a objemy téles.
Nejprve se budeme zabyvat objemem nejednodussich utvart - tzv.
simplexti. Od objemu simplexu se odviji vypocet objemu vSech
"slozit¢jSich"  téles. Kromé wvzdalenosti podprostori a objemu
simplexu budeme zkoumat jest¢ odchylku podprostorti, nekdy se téz
fika uhel podprostorii. VSechny tyto pojmy lze definovat pomoci
skalarniho souc¢inu dvou vektori ze zaméfeni afinniho prostoru.
Struéné feceno, eukleidovsky prostor je afinni prostor, na jehoz
zaméteni je definovan skalarni soucin. Budeme se proto nejprve
zabyvat vlastnostmi vektorovych prostori se skaldrnim soucinem -
tzv. unitarnich prostort. Po prozkoumani zékladnich vlastnosti téchto
vektorovych prostorit se skalarnim soucinem budeme definovat
eukleidovsky prostor.

K tomu, abychom mohli zkoumat vlastnosti eukleidovského prostoru
je obvykle nutné zavedeni soustavy soufadnic tj. zobrazeni, které
kazdému bodu pfifadi vzijemné jednoznaéné jeho soutadnice.
Zménime-li soustavu soufadnic, zméni se ziejme i soufadnice bodu.
Zavedeme specialni pravouhlou soustavu soutadnic, ktera se nazyva
kartézska soustava soufadnic (budeme znacit k.s.s.). Vyjadiime-li
napf. objem cCtyfsténu pomoci soufadnic jeho C¢tyt vrchold v néjaké
kartézské soustavé soutradnic, je zcela prirozené pozadovat, aby se
tento objem nezménil, vyjadiime-li jej pomoci soufadnic vrchold
Ctyfsténu v jiné kartézské soustavé soufadnic. Jednim z naSich
hlavnich tkold bude ukazat, ze pojmy jako vzdalenost dvou bodd,
vzdalenost dvou podprostorti, odchylka dvou podprostorti, objem
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simplexu aj. nezavisi na volb¢ kartézské soustavy soufadnic, jinak
feceno, Ze tyto pojmy jsou pojmy geometrickymi, ¢i jesté jinak, Ze
tyto pojmy jsou geometrickymi invarianty (z latiny "invarius" =
nemeénny).

Rada pojmii z teorie vektorovych prostorii se skaldrnim soudinem se
probira v zakladnim kursu linearni algebry. Myslime vSak, Ze nebude
na Skodu, kdyz budeme postupovat od pocatku a zavedeme
systematicky vSechny potiebné pojmy.
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1. Skalarni soucin

Definice 1.1

M¢éjme dan vektorovy prostor ¥, dimenze n nad télesem redlnych
gisel. Rikdme, e ¥, je vektorovy prostor se skalarnim soudinem
nebo téZ  unitarni prostor, jestlize je kazdym dvéma vektorim
a,belV, ptifazeno realné ¢islo a-b, které ma tyto vlastnosti:

1. a-b=b-a,

2. a-(b+c)=a-b+a-c,kde a,b,ceV,,

3. (Aa)-b=4A(a-b),kde A jerealné ¢islo,

4. a-a>0; a-a=0 pravékdyz a=o0.

Cislo a-b nazyvame skaldrni soucin vektori a,b.

Umluva: Misto a-a budeme psat a’.

Vlastnosti 1., 2., 3. nam ftikaji, ze skalarni soucin je komutativni,
distributivni a asociativni pfi nasobeni redlnym ¢islem. Z vlastnosti
1.- 4. napf. plyne:

(b+c)-a=b-a+c-a,

a-(Ab)y=4A(a-b),

0-a=(0b)-a=0(b-a)=0.

Uzijeme-li 2. a 3. vlastnost na vice vektorti dostaneme:

Je-li a:Zaiei, b:ijej potom
i=1 Jj=1

a-b :(iaieij ' (ibJeJJZZn:Zn:aibJ‘ei €.
i1 =

i=1 j=1
Odtud je vidét, ze k tomu abychom definovali skaldrni soucin pro
libovolné dva vektory a,b z V,, staci znat skalarni soucin pro

vektory baze e ,e,,...,e,.

Skalarni soucin jsme definovali axiomaticky, tj. byla zadana pouze
abstraktni struktura, aniz zname konkrétni objekty a operace. Lze
proto ocekavat existenci riznych modelt vektorovych prostort se
skalarnim soucinem.
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Nejznaméjsim modelem vektorového prostoru se skaldrnim soucinem
je vektorovy prostor V, tzv. geometrickych vektord (.
orientovanych use¢ek s pevnym pocate¢nim bodem), ve kterém je
skalarni sou¢in a-b definovan jako soucin délek vektora |al||b|
krat kosinus odchylky vektort a,b. Tento model vSak zdaleka neni
jediny. Uvazujme napf. prostor R” vsSech n-tic redlnych d¢isel a
pro libovolné dva prvky a=(a,,a,,...a,), b=(b,,b,,....b,) z

R" definujme
a-b=>ab,. (1.1)
i=]

Potom # - tice (a,,a,,...,a,), (b,,b,,...,b,) lze povaZovat za matice

typu (I,n). Oznacime-li je po fadé¢ A, B 1ze misto (1.1) psat
a-b=(a,,a,,..,a,) (b,,b,,.,b,) =A-B",

kde B” znadi matici transponovanou k B.

Je dulezité si uvédomit, ze na jednom vektorovém prostoru lze

definovat rizné skalarni souciny. Tak napi. v R" lze kromé
skalarniho souc¢inu (1.1) definovat skalarni sou¢in napft. takto

a-b=4-C-B" (1.2)

kde C je libovolnad symetrickd, pozitivné definitni matice n-tého
tadu. Pozitivné definitni  matice je takova matice C, spliujici
vlastnost: X-C-X">0 pro kazdou matici
X =(x,,%,,...,x,) #(0,0,...,0). Snadno se ovéfi, Zze operace (1.2) s
takto definovanou matici C je skalarni soucin.

Jelikoz symetrickych, pozitivné definitnich matic n-tého fadu je
nekone¢né¢ mnoho, lze usoudit, Zze v R" lze definovat skalarni
sou¢in nekoneéné¢ mnoha zplsoby. Zvolime-li za matici C
jednotkovou matici | dostaneme skalarni soucin (1.1).

Priklad
Ve vektorovém prostoru R” je kazdym dvéma vektortim a =(a,,a,),
b=(b,,b,) pfifazeno Cislo

a-b=2ab, —ab, —a,b +3a,b,. (1.3)
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Ukazte, ze takto definovand operace je skaldrni soucin.

ReSeni:
Operaci (1.3) Ize napsat v maticovém tvaru

a-b=(avaz)'(_21 _31](2}

2 -1
-1

X-C-XT =(x1’x2)(—21 _31)(2}:

=2x] —2x,x, +3x; =x; —2x,%, + X; +x, +2x; =

Matice C :[ ] je symetricka a pozitivné definitni, nebot’

(x1 - X, )2 +x; +2x3 >0.

Rovnost nastava pravé kdyz x, =x, Ax, =0Ax, =0,t. x, =x, =0.
Tedy operaci (1.3) je definovan skalarni soucin. Vlastnosti 1. - 4.
skalarniho soucinu mizeme ovéfit téz piimo.

Ukazeme jest¢ jeden model vektorového prostoru se skaldrnim
sou¢inem, casto uzivany v matematick¢é analyze. Uvazujme
vektorovy  prostor C,,, vSech realnych spojitych funkci na

uzavieném intervalu [a,b]. Skalarni sou¢in na prostoru C,,, lze

definovat néasledujicim zptisobem:
Pro kazd¢ dvé funkce f=f(x), g=g(x) z C,, definujme

fg=[ (olelr)as. 14)

Za integral vpravo v (1.4) lze vzit napf. Riemanniv integral. Z
vlastnosti Riemannova integralu Ize snadno odvodit vlastnosti 1. - 4.
skalarniho soucinu.

Pomoci skaldrniho sou¢inu budeme nyni definovat velikost
vektoru.
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Definice 1.2
Velikosti ( normou ) vektoru a nazyvame ¢islo |a|=+/a-a.

Cviceni

1. Ovéite, zda zobrazeni g definované na vektorovém prostoru R’
resp. R’ je skalarni soucin, plati-li pro libovolné dva vektory
u=(u,,u,), Vv=(v,,v,) z R> resp.

U= (u,u,,uy), V=>,v,,v;) z R’

a) g(u,v)=uv, +2u,v,,

b) g(u,v)=-u,

c) g(uVv)=uy, +uv, +u,v, +u,v,,

d) g(u,Vv)=uyv, +2u,v, +3u,v,,

e) g(WV)=u,v, +u,v,.

Vysledek: a ) ano, b)ne, c¢)ne, napi. (,—1)-(L,-1)=0, d)
ano, ¢€)ne.

2. Je dan vektorovy prostor geometrickych vektord (tj.
orientovanych tusecek s pevnym pocateCnim bodem) v roviné.
Ukazte, ze operace, ktera kazdym dvéma vektorim a,b pfifadi ¢islo

a-b=|a||b|cose,

kde ¢ je odchylka vektori a,b, je skalarni souéin.
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2. Cauchyova nerovnost

Jsou-li dva nenulové vektory a,b kolinearni, tj. existuje-li takové
¢islo k, ze a—kb =0, muzeme koeficient k najit tak, ze ob¢ strany
rovnosti 0=a—kb vynasobime skalarn¢ vektorem b . S vyuZzitim
vlastnosti skalarniho sou¢inu 1.- 4. dostaneme O=a-b—-kb-b a
odtud

a-b a-b
k=——= .
b-b b’
OznaCme
v:a—z—l})b. 2.1)

Pro kolinearni vektory a,b bude vektor v (2.1) nulovy. Pro
nekolinearni vektory a,b je vektor v nenulovy. Délku vektoru v
miZeme povaZovat za miru nekolinearnosti vektor a,b. Cim je
mensi |V |, tim méné se vektory 1i$i od kolinearnich vektort.
Zkoumejme délku | v | vektoru Vv :

2
v[’=a? —2a-ab—'2bb+(a—bj b?,

b2
(a-b)
lv|’=a® - o
Na levé strané je nezaporné Cislo a tedy plati
2
a.
a’ - (a-b)* bz) >0,
coz po upraveé dava
la-b|<|a||b].

Odvodili jsme nerovnost, ktera se nazyva Cauchyova (¢ti: koSiova),
(A.L. Cauchy (1789-1857) - francouzsky matematik). Rovnost nastane
pravé kdyz je vektor v nulovy, tj. pravé kdyZ jsou vektory a,b
linedrné zavislé. Vysledek shriime do véty:
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Véta 2.1 (Cauchyova nerovnost)
Pro libovolné dva vektory a,b z V, plati

la-b| < [a]]b], (2.2)

pfiCemZ rovnost nastava pravé kdyz jsou vektory a,b linearné
zavislé.

Poznamka
Pii dikazu Cauchyovy nerovnosti (2.2) mizeme také postupovat
nasledujicim zptsobem: Uvazujme velikost vektoru a—th , kde
a,b jsou nenulové vektory a t je libovolné realné ¢islo. Potom plati
la—th|’=(a—th)>=a* -2ta-b+t*b*> >0,
nebot’ velikost vektoru na druhou je vzdy nezaporna. Kvadraticky
trojélen t°b*> —2ta-b+a’ je pro vSechna realna t nezaporny, pravé
kdyz diskriminant ptislusné kvadratické rovnice neni kladny. Tj. praveé
kdyz plati (a-b)> —a’b> <0 ato je nerovnost (2.2). Rovnost nastane
pravé kdyz a—tb=o0, tedy pravé kdyz jsou vektory a,b linearné
zavislé.

Nerovnost (2.2) se pro nenulové vektory a,b ¢asto piSe ve tvaru
< 8P o
lallb|
Je nutné si uvédomit, ze nerovnost (2.2) plati pro jakoukoliv volbu

skalarniho soucinu. Zadame-li v R" skalarni soudin jako v (2.1),
potom plati

2.2)’

(Zn:aibij < _n afzn:bf, (2.3)

s rovnosti pravé kdyz a, =kb,, i=L2,.,n, Kk je Kkonstanta.

Nerovnost (2.3) je nejcastéji pouzivany tvar Cauchyovy nerovnosti. V
literatute se cCasto mluvi téZ o Cauchy-Schwarzové nerovnosti,
protoze kazdy z téchto vyznacnych matematikii objevil nerovnost
(2.2) ve specialnim tvaru pro urcitou volbu skalarniho souc¢inu. Ve
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tvaru (2.3) ji uvadi A. Cauchy. (H. Schwarz (1843-1921) - némecky
matematik).
Nyni odvodime diilezitou trojuhelnikovou nerovnost.

Véta 2.2. (trojuhelnikova nerovnost)
Pro libovolné dva vektory a,b z V, plati

lal+|b| >|a+Db]. (2.4)

Pfitom rovnost nastava pravé kdyz existuje ce R, c >0 aje bud
a=cb nebo b=ca.

a+b

Diikaz:
S vyuzitim Cauchyovy nerovnosti (2.2) dostavame

la+b|’=(a+b)’ =a*+2a-b+b’<|al’ +2|al|b|+|b|*=(a|+|b])’

Zkoumejme nyni, kdy nastava ve (2.4) rovnost. Ta nastdva praveé
kdyZz nastava rovnost v nerovnosti

a-b < lal|b], (2.5)
ktera plyne z (2.2), nebot a-b < |a-b|. Je-li napf. a=cbh,

dosazenim do (2.5) mame cb’® < |c| b* a rovnost nastiva pravé kdyz
c=>0.
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Nyni budeme definovat odchylku dvou vektord. Budeme pfitom
vychéazet z kosinové véty, znamé ze stiedni Skoly, podle které plati
nasledujici tvrzeni:

Necht’ u,v jsou nenulové vektory. Potom plati
lu=v|>=lul> +|v|* =2|ul|v]|cose, (2.6)

kde ¢ je tihel, ktery sviraji vektory u,v, obr.

Dosazenim za |u—-V|’=(u—-Vv)>=u’>—-2uv+Vv’> do levé strany
(2.6) dostaneme vztah

u-v=|uj|v|cose.
Proto nésledujici definice:

Definice 2.1
Odchylkou dvou nenulovych vektori  u,veV, nazyvame cislo

0 e<0, 7z>, pro které plati
_u-v
[uflv|

0s @ (2.7)

) T 1z y .
Je-li go:E, tj. cos ¢ =0, tikdme, Ze vektory U,V jsou na sebe

kolmé (ortogonalni ).
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Disledek (Pythagorova véta)
Jsou-li vektory U,V na sebe kolmé, potom

lu—=v > =ul’ +|v|>. (2.8)

Diikaz: Plyne ihned ze vztahu (2.6) pro ¢ = % , obr.

u-v

B

Cviceni
1. Dokazte, ze pro vektory u,veV, plati |[u—v|>|lu|—-|v].

2. Dokazte Cauchyovu nerovnost ve tvaru (2.3) piimym vypoctem.
(Navod: nerovnost dokazte nejprve pro n=2,n=3. Analogicky

postupujte pro libovolné n.

3. Odvod’te vzorec: Pro libovolna realna ¢isla X, X, ,..., X, plati
2 2 2 2
(X, + X, + o %, ) <062+ X242,

s rovnosti pravé kdyz X, =X, =...=X, .

4. Dokazte, Ze pro kladna realna ¢isla X, X,,..., X, plati

11 1),
(X, + Xy + ot X, )| —+—+ .o — | 217,
Xl XZ Xn

s rovnosti pravé kdyz X, =X, =..=X,.
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3. Ortogonalni a ortonormalni vektory

Definice 3.1
Rikame, Ze vektory a,,a,,..,a, vektorového prostoru V, jsou

ortogonalni,  jestlize plati a;-a; =0 pro vSechna i# ],
I,j=12,.,k. Vektor a se nazyva jednotkovy, jestlize |a|=1.
Vektory a,,a,,...,a, jsou ortonormalni, jestlize jsou ortogonalni a
jednotkové.

V tomto piipad€ budeme psat a, -a; =6, kde symbol 5{ (tzv.
Kroneckerovo delta) je roven nule pro i# j a rovna se jedné pro
I = j. (L. Kronecker (1823-1891) - némecky matematik).

Dilezitym pojmem je ortonormalni baze vektorového prostoru.

Definice 3.2

Rikime, 7e vektory  a,,d,,..,a, tvoii ortonormalni bazi

n

vektorového prostoru V, tvofi-li bazi a jsou-li ortonormalni.

Uvedeme nékteré vlastnosti ortonormalnich vektora.

Véta 3.1
Jsou-li nenulové vektory ortogonalni, jsou linearné nezavislé.

Diikaz:
Necht’ jsou vektory a,,a,,...,a, ortogonalni a necht plati

c,a, +c,a, +...+ca, =0. (3.1)

Vynasobime-li ob¢ strany této rovnosti skalarné vektorem a;, kde
j=12,...k, dostaneme c ja? =0. Protoze a; je nenulovy vektor,
plyne odtud ¢; =0 pro vSechna j=1,2,...,k. VSechny koeficienty

C,,Cy,....C, Vv (3.1) jsou rovny nule. Vektory a,,a,,...,a, jsou
tedy podle definice linearn¢ nezavislé.
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K tomu, abychom dokdzali najit néjakou ortonormdlni bazi
vektorového prostoru V, tedy sta¢i najit n ortonormdlnich

nenulovych vektorii. Ty je mozné najit postupem, ktery se nazyva
Gram-Schmidtiv ortogonaliza¢ni proces. V tomto procesu vezmeme
libovolnou bazi V , vektory této baze nejprve ortogonalizujeme a

nakonec "znormujeme". Tento proces nyni popiSeme.

Véta 3.2 (Gram-Schmidtiv ortogonaliza¢ni proces)
Necht' {a,,a,,...,a,} je libovolna baze vektorového prostoru V,.

Potom existuje ortonormalni baze {b,,b,,...,b,} prostoru V, takova,

ze b e <a1,a2,...,ai> pro vSechna i=1,2,...,n.

Diikaz:
Polozime b, =a,. Necht dale b, =a, +kb,. Zvolme Kk tak, aby

b, -b, =0. Tj. vynasobime rovnost b, =a, + kb, skalarn¢ vektorem
b,, dostaneme 0=b, -a, +kb a odtud k =—(b, -a,)/b’. Necht
dadle b, =a, +rb, +sb,. Vynasobenim této rovnosti postupné
vektory b,,b, za pfedpokladu, ze b, -b, =0 a b, -b, =0 dostaneme
r=-—(b,-a,)/b’>, s=—(b,-a,)/b} . Takto postupujeme dale
uplnou indukei az ziskdme n ortogondlnich vektort b,,b,,...,b,. Z
téchto vektort vytvofime normovanim ortonormalni bazi

Snadno se lze presvédCit, ze tyto vektory jsou ortogonalni a
jednotkové.

Ukazme pribéh ortogonalizace na piikladu vektorového prostoru
V,, obr.

Je-li {a,,a,} baze V, polozime nejprve b, =a,. Nyni je nutné
vektor b, vhodné vyndsobit redlnym ¢islem k tak, aby soucet vektort
kb, a a, byl vektor kolmy k vektoru b,. Jestlize b, =a, +kb,
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potom bude {b,,b,} hledana ortogonalni baze. V situaci na obrazku
je priblizné¢ k=-1/2.

\

M¢jme danu ortonormalni bazi {a,,a,,...,a,} vektorového prostoru
V, a necht pro libovolné dva vektory X,y plati

X=Xa, +Xa,+..+Xa,, Y=Y,a +Y,a, +..+Y,a,
Potom pro skalarni sou€in X-y  mame

X-y=Y xa;- Y y;a; =) %Y;a -a;= > XY,;5.
= i1 i i

i,j=1 i,j=1
Tedy plati
X-Y=XY, +XY, +..+X,Y,. (3.2)
Muzeme tedy shrnout:

Véta 3.3
Pro dva libovolné vektory X,y, které maji v néjaké ortonormalni

bazi soufadnice X=(X;,X,,....X,), Y=(Y;,Y,,--.,Y,) plati (3.2).

Z predchoziho tvrzeni plyne, Ze volba ortonormalni baze za bazi
vektorového prostoru V, je velmi vyhodna hlavné proto, Ze skalarni

soucin libovolnych dvou vektorti, vyjadienych v  této bazi, ma
jednoduchy tvar (3.2). Ve vektorovém prostoru se skalarnim
souinem budeme pouzivat vétSinou ortonormalni baze.

Cviceni
1. Ve vektorovém prostoru V, méjme danu ortonormalni bazi
{e,,e,,e;}. Necht' v této bazije v;=(1,1,-1), v, =(0,2, 1),
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v3 = (-2, -1, 1). Urcete ortonormalni bazi {u,,u,,u,} prostoru V, tak,
aby platilo u, € (v,), U, €(v,,V,), U; €(v,,v,,v;).

Vysledek:

U =1/ BA1L=1), u, =1/442(-1,5,4,), u, =1/J14(-3,1,- 2) .

2. Ve vektorovém prostoru R’ je dan skalarni soucin vektor@
X = (X%, %), Y =(¥,»Y,,Y;) predpisem
XY =2X Y, + XY, + X, ¥, +X, ¥, + X3Y; .

Urcete ortonormalni bazi podprostoru, ktery je generovan vektory
a) (1,0,0),(1,2,0).

Vysledek napt. {1//2(1,0,0) 1/2(1-2,0)}

b)(1,1,0), (0,1,1), (1,0,1).
Vysledek: napf.

(1/5(1,1,0),1/30(2, - 3, 5) 1/6(-2,2,~ 1), 1/ 6(-2,2, 1.

3. Necht pro vektory u,v unitdrniho vektorového prostoru V, plati v
nckteré bazi B

u-v=uyVv, +U,V, +...+U\V,
kde u=(u,u,,..,u,), v=(v,,v,,..,vV,). Potom je baze B

ortonormalni. Dokazte.

97



P. Pech: Analytick4 geometrie linearnich utvart

4. Matice pfechodu mezi dvéma bazemi

Ve  vektorovém prostoru ¥V, jsou dany dvé  baze
A={a,.a,,..,a,}, B={b,b,,...b }. Potom existuji jednoznacné

urcena realna Cisla Pis Li=12,..n tak, ze plati:

b, =p,a, +ppa, + ..+ P14,
b,=p,a, +pya,+..+ p,a,

4.1)
bn :pnlal +pn2a2 t .. +pnnan
Matici
Pu P - Pu
p— Pn Pn - Py (4.2)
pnl pn2 pnn

nazyvame matice prechodu od bdze A={a,,a,,..,a,} kbdzi
B={b,,b,,...b }. Znatime P(4,B).
Matice prechodu mezi dvéma orfonormalnimi bazemi je velmi
specidlni. Ukdzeme, ze v tomto ptipadé plati

P.-P"=1, (4.3)
kde P’ zna¢i matici transponovanou k matici P a | je jednotkova
matice.

Skutetng, podle (4.1) je b, => p,a,, i=1,2,..,n.

k=1
Odtud skalarnim vynasobenim obou stran vektorem b ; dostavame

bb, =D pudy b, =2 2 pup;d-a, = Y pup Sl =D Pul
k=1 k=1

k=1 r=1 k,r=1

Protoze plati b, -b, =5/, dostavame
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dpi=lproi=j a Y p,p,=0 proi#;.
k=1 =
coz je rozepsany vztah (4.3).
Radky matice (4.2) tvoii soufadnice vektorti b,b,,...,b , vyjadiené v
ortonormalni bazi 4=1{a,a,,...,a,} a pro skalarni sou¢in b, -b,
tedy plati vzorec (3.2). Miizeme fici, Ze matice P ma nasledujici
vlastnost:
Skalarni soucin dvou raznych fadkt matice P je roven nule, skalarni
soucin stejnych fadkul je roven jedné.
Ze vztahu (4. 3) plyne

P'=P", (4.4)

kde P 'zna¢i matici inverzni k matici P. Ta, jak znamo existuje,
nebot’ matice P je vzdy regularni.

Matice P, ktera ma vlastnost (4.4) se nazyva ortogonalni matice. Ze
(4.3) dale dostavame

det(P-P7)=(detP)* =1, tj. detP==1. (4.5)
Ptedchozi uvahy shrneme do véty.

Véta 4.1
Matice pfechodu mezi dvéma ortonormalnimi bazemi je ortogonalni.
Jeji determinant je roven 1 nebo —1.

Poznamka
Je-li P ortogondlni matice, potom detP==x1, jak jsme ukazali.

Tento vztah neplati obracené, tj. z predpokladu det P=+1 neplyne,
Ze matice P je ortogondlni.

Piiklad

Ve vektorovém prostoru R® jsou dany vektory W,,w, pro jejichz
soufadnice v ortonormalni bazi U ={u,,u,} plati w, =(2,-1),,
W, =(2,-2),. Vzhledemk jiné bazi V' ={v,,v,} maji vektory
W,,W, soufadnice w,=(-12),, w,=(-2,2),. Urcete matici
pfechodu od baze U k bazi V a zjistéte, zda je ortogonalni.
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Reseni:

Je w, =2u, — U, a W, = -V, +2v,
w, =2u, - 2u, W, = =2V, +2V,.

Odtud =V, +2v, =2U, —U,,

—2v, +2v, =2u, —-2u,.
Odectenim druhé rovnosti od prvni dostdvame v, =u, , Vv, =U,,tj.
v, =0u, +1u,
v, =1u, +0u,.

0
Vidime, Zze P je ortogonalni. To znamend, ze baze V = {V1 ,vz} je

0 1
Matice pfechodu P mé tvar P = (1 ]

ortonormalni.

Cviceni

1) Reste predchozi feseny piiklad pro zadani

a) Wy :(2,3)U:(—2,3)V, Wy = (6,—4)U:(6,4)V,
b) W1:(6,8)U:(10,0)V, W2:(7,1)U:(5,5)V,
C) W1:(1,2)U:(0,1)V, W2:(3,7)U:(2,3)V.

5/13—12/13} o
, ortogonalni,
12/13 5/13

(3/ 5 4/ 5) o
, ortogonalni,

Vysledek: a) (

4/5-3/5

0 1/2 . o
c) L 2 ) neni ortogonalni.

2) Dokazte, Ze matice pfechodu od jedné baze k druhé bazi
vektorového prostoru V¥, je regularni.

(Navod: Vyjadfete matici piechodu od badze 4 k bazi B a potom
matici prechodu od baze B k bazi A4).

3) UkaZte, Ze neplati:
det’P = 1< P je ortogonalni.
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5. Kolmost podprostori

Definice 5.1
Ve vektorovém prostoru V¥, uvazujme podprostor V, dimenze k.

Mnozinu vSech vektort z V,, které jsou ortogonalni ke kazdému
vektoru z ¥V, nazveme ortogonalni doplnék podprostoru V.

Znatime jej V,".

Ukézeme, e ortogonalni doplnék V," je vektorovy podprostor
dimenze (n-—k).
Necht' {a,,a,,...,a,} je ortonormalni baze V, a f{aa,,...,a,}

n

je ortonormalni baze V, . Libovolny vektor Xsziai z V' je
i=1
kolmy ke kazdému vektoru z V,, tedy 1 k vektorim béze
{a,,a,,...,a,}. Plati:
0=x-a, :(inaij-aj =X, pro vSechna j=12,...,k.
i=1

To znamena, Ze pro kazdy vektor X z V. je
X=x,,8,,+..+x,4a,, (5.1)

tj. vektor X lze vyjadfit pomoci linearni kombinace n —k vektori
(- PRI - PP -}

> n

Obracené: Plati-li (5.1), potom pro libovolny vektory z V, je

k
y= Zyjaj a dostaneme

j=1
X-y=Dxa, Zy] J= 33 w8l =0

i=k+1 i=k+1j=1

Dokézali jsme vétu:
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Véta 5.1
Je-li V, podprostor vektorového prostoru V,, potom ortogonalni

doplng&k V" vektorového prostoru ¥, je vektorovy prostor

dimenze n—-k.

Definice 5.2
Necht' V, je podprostor V,. Vektor b eV, je kolmy k podprostoru V,

jestlize je kolmy ke vSem vektoram z V. Zna¢ime b LV,.

VétaS.2
Je-li  vektor beV, kolmy ke vSem vektorim baze

{a,,a,,...,a, } podprostoru V,,potom b L V.

Diikaz:
Necht pro libovolny vektor X € V, plati

X=x,a, + X,a, +..+X,8,.
Potom b - X=in(ai-b):0.
i=1
Pojem kolmosti vektoru b k podprostoru V, lze zobecnit na dva
libovolné podprostory prostoru V,. VSimnéme si pfitom analogie
kolmosti dvou rovin.

Definice 5. 3
Dva podprostory V, a V_ jsou na sebe kolmé jestlize ve V, existuje

nenulovy vektor kolmy k V. a zaroven ve V, existuje nenulovy
vektor kolmy k V. PiSeme V., L V.

Poznamka

O vektorovych podprostorech ¥, a V., z nichz jeden je
ortogonalnim doplitkem druhého a naopak, tikame, Ze jsou totdlne
kolmé. Prostory totalné kolmé jsou na sebe kolmé, nikoliv vSak
naopak.
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Nasledujici véta dava nutnou a postacujici podminku pro kolmost
dvou podprostord.

Véta 5.3
Necht' {a,,a,,...,a,}, {b,b,,...b } jsou baze podprostortt V, a V..

r N

Potom V. LV, pravé kdyZ pro hodnost # matice G

plati 2 <min (7, s).

Diikaz:
Necht nejprve plati 4 < min (r, s), tj. fadky matic G a G’ jsou
linearné zavislé.
Pro matici G to znamen4, Ze existuje nenulové feSeni soustavy rovnic

x,(a,-b,)+x,(a, -, }+..+x,(a, -b,)=0, i =12, ...,s.
Z vlastnosti skalarniho soucinu plyne

(xa, +x,8, +..+x,a )b =0, i=12,..,s.

Tedy vektor X=x,a, +x,a, +...+x,a, je kolmy k vektorim baze
prostoru ¥V, tj. X _LV,. Analogicky z linedrni zavislosti sloupcii
matice G plyne existence nenulového vektoru y eV, tak, Ze

y LV, . Tedy V, LV,.

Obracené, necht nyni V, L V. Existuje tedy nenulovy vektor
y=yb +..+yb z V takovy,ze y LV, .
y-a =(yb +y,b, +..+yb)a =0 i=12,.,r

Dostavame soustavu rovnic
yl(ai- b1)+ yz(ai- b2)+...+ys(al.- bs): 0, i=L2,..,r,
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kde alespont jedno y, #0. To znamend, Ze sloupce matice G jsou

linedrn¢ zavislé, tj. h<s. Z existence nenulového vektoru
X € V., x LV, plyne linearni zavislost fadkd matice G, tj. hA<r.

Cviceni.
1. Ve vektorovém prostoru V¥, je dan podprostor V. Naleznéte
ortogondlni doplnék ¥+ prostoru V, plati-li v n&jaké ortonormalni
bazi:
a) ¥ =((2,1,0.2), (0,1,2,3)),
b) ¥ =((2,0,1,0)),
¢) ¥ =((1,1,0,0),(2,0,0,0,),(0,0,0,1)).
Vysledek: napt. a) V* =((1,— 6,0,2), (0, 4, 1,-2)),
b) VL = <(17 17 - 2a 0)9 (_17 07 25 1)’ (07 15 Oa 3)> )
¢) V' =((0,0,1,0)).

2. Ovéite, zda ve vektorovém prostoru ¥, jsou podprostory Va W
na sebe kolmé, jestlize v n€jaké ortonormalni bazi prostoru V, je:

a) V' =((2,1,0,1),(0,1,3,2)),
W =((1,2,1,0),(4,0,2,0),(1,1,1,1)),

b) V'=((1,1,1,2),(0,—2,-3, 1),(4,0,- 2,3)),
W =((1,-3,2,0),(1,4,3,2)),

) V'=((6,2,2,1),(3,2,1,0),(4,3,2,1)),
W =((-1,1,0,2),(2,2,1,4),(3,- 1,5, 2)).

Vysledek: a) nejsou na sebe kolmé,
b) na sebe kolmé,
¢) na sebe kolmé.
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6. Orientace vektorového prostoru

Mgjme dany dvé baze A={a,,a,,...a,}, B={b,b,,..,b}
vektorového prostoru ¥, a necht P(A4,B) zna¢i matici prechodu od
baze A kbazi B. Misto (4.1) mlUzeme psat

B=P-4.

Matice pfechodu mezi dvéma bdzemi je vzdy regularni a jeji
determinant je tedy razny od nuly. Pro matici P (A, B) je tedy bud’ det
P > 0 nebo det P < 0. Bude-li det P > 0, fikdme, Ze baze 4 a B jsou
souhlasné a zatadime je do stejné skupiny. Bude-li det P < 0 budou
baze A a B v raznych skupiniach. Snadno se ukaze, ze relace "byt
souhlasné" na mnozin¢ vSech bazi prostoru V', je relaci ekvivalence.

Jak znamo, kazda ekvivalence definuje rozklad. Dvé baze patii do téZze
ttidy, jsou-li souhlasné. Ukazeme, Ze tfidy rozkladu jsou prave dve.

Necht 4={a,,a,,..,a,} a B={-a,,a,,...,a,} jsou dvé¢ baze V.
Ziejmé je det P (A, B) =—1. Tedy tfidy jsou asponi dv€. Necht nyni C
je libovolnd jind baze. Nepatii-li C do tiidy ekvivalence obsahujici
bazi A, je det P(C,A) <0. Zaroven je P(4,B)=-1. Ze vzorce
(4.2) plyne vztah P(C,A4)-P(4,B)=P(C,B). S pouzitim véty o
nasobeni determinantli dostadvame
det P(C,B)=det P(C, 4)det P(4, B)=—det P(C, 4) > 0.

Béaze C tedy patii do tfidy ekvivalence obsahujici bazi B.

Definice 6.1
Orientovany vektorovy prostor V_ je takovy vektorovy prostor, v

némz jsme jednu ze dvou tfid bazi vzhledem k ekvivalenci "byt
souhlasné" zvolili za tfidu kladnych bazi.

Ukazme si dvé moZné orientace trojrozmérného vektorového prostoru
V,. Uvazujme trojici nezavislych vektorti u,v,w a umistéme je do
spolecného bodu. Piedstavme si na misté¢ vektoru W pozorovatele,
ktery se diva na odchylku @ vektorti u,Vv .
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Jestlize ma pozorovatel vektor U po pravé, resp. po levé ruce,
nazyvame uspofadanou trojici vektord U,V,W  pravotocivou resp.
levotocivou, obr.

i f
W w
u W Vv v [0 u
Pravotociva soustava Levotociva soustava

Cviceni

1. Urcete zda jsou linearn¢ zavislé ¢i nezavislé vektory, jejichz
soutfadnice v kladné bazi vektorového prostoru jsou

a)(2,1,0), (0,-1,0), (1,1,1),

b)(1,0,2,3), (2,1,1,4), (1,1,-1,1), (13,15,17,0),

o) (5,437} (-v2, 0,43) 2v2, -1, 3)

V ptipadé, Ze jsou vektory linedrné nezavislé, rozhodnéte, zda tvoti
(v daném potadi) kladnou ¢i zapornou bazi.

Vysledek: a) linedrné nezavislé, tvoii zapornou bazi,
b) linearn¢ zavislé,
¢) linearné nezavislé, tvori kladnou bazi.
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7. Ortogonalni doplnék - vektorovy soucin

V praxi se Casto setkdvame s ulohou, najit ortogonalni doplnék » —1
vektort ve V.

Definice 7.1

Ve vektorovém prostoru V, je ddno n—1 vektori a,a,,...,a,
kter¢ maji v néjaké kladné ortonormalni soustavé soutfadné
soufadnice a, =(a,,4a,,,...,a,,), i=12,..,n—1. Potom se vektor,
jehoz soufadnice jsou algebraické dopliky posledniho tadku
determinantu

a, ap, a,
a ay ay,
(7.1)
A1 Gy a,_in
Xy X X,
nazyva ortogonalni doplnék vektort a,,a,,...,a,,. Znacime jej

a, xa, x..xa,_.

Poznamka

Je tedy nutno rozliSovat mezi ortogonalnim doplitkem podprostoru,
coz je vektorovy podprostor a ortogonalnim doplitkem vektord, coz
je pevné urCeny vektor. Ortogonalni dopln¢k a, x a, x...xa, , se

¢asto zapisuje v tomto praktickém tvaru:

ne

ay ap a,
ay ay a,
axa,x..xa, _ =| .. e e e | = A€, +Ae,+ ..+ A48
Ap1n Ay Ayin
€ €, €,
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Zde jsme oznacili €,,,,.....,e, vektory kladné baze a

>¥n

A,,4,,...,4,  jsou algebraické dopliky prvkd posledniho fadku
determinantu. Soufadnice ortogonalniho dopliku a, x a, x...xa, , v
bazi {e,,e,,...,e,} jsoupraveécisla 4,,4,,...,4,.

Nezli pfistoupime ke zkoumdni vlastnosti ortogonalniho dopliku
uvedeme lemma.

Lemma
Necht je dana cCtvercovd matice A:(aij), i,j=12,...,n.

Algebraick¢ dopliky prvkd @, ozname 4;,. Potom pro

i,j=12,...,n plati
Aya, +Aya, +.+ A4,a, =56/ detA (7.2)

Diikaz:

Lemma v podstaté fika, ze soucin libovolného fadku matice A s

algebraickymi dopliikky jiného fadku, je roven nule. Zkoumejme

determinant matice A', jejiz i-ty a j-ty fadek obsahuje stejné prvky a

rozviime tento determinant podle i - t€ho fadku. Je
detA'=4,a,+A,a,+.+4,a,.

Protoze vSak a,, =a;.a, =a,,,...,a, =a, mizeme psat
detA'=4,a, +4,a, +.+4,a,,.

Nyni si sta¢i uvédomit, ze determinant, jehoz dva tadky jsou stejné, je

roven nule. Je-li ve vztahu (7.2) i=j, dostdvame znamy vztah pro

rozvoj determinantu podle fadku.

Véta7.1
Ortogonalni doplnék a,xa, x...xa,, je kolmy k vektorim
da,,4,,...,a
Dikaz:
Pii pouziti pfedchoziho znafeni, miZeme v néjaké kladné
ortonormalni bazi psat

(a,xa, x ..xa, ) -a, = da, + A,a,, +..+ 4 a,

n’in?

n-1°

(7.3)
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proi,j=12,....n.

Pouzijeme-li nyni tvrzeni lemmatu na determinant, ktery
dostaneme ze (7.1) a napiSeme do posledniho tadku
a;,a,,..,a,, ,dostdvame na prave stran¢ (7.3) nulu.

i1° o in?

Ukadzeme  nyni  dal§i  vlastnosti  ortogonalniho dopliku
a,xa,x.xa, .

Véta 7.2
Pro ortogonalni doplnék vektort a, x a, x...xa, , ve V, plati:

1) a,xa,x..xa,, =0 pravé kdyz jsou vektory a,,a,,...,a,
linearné zavislé.
2) Necht' jsou vektory a,,a,,...,a,, linearné¢ nezavislé. Potom je

baze

{a,,a,,...,a,,,a, xa, x...xa, | kladna.

3) Pro i# j plati

a x..xa, x..xa,x..xa,, :—(al X..Xa; X..xa, x...xa,H).

Tj. prohodime-li pofadi vektorti, méni se ortogonalni doplnék na
opacny.
4) Pro velikost vektoru a, x a, x...xa, _, plati

Dikaz:

1) Radky (a,,a,,...,a,), i,j=L2,..,n—1 matice (7.1), které
tvoifi soufadnice vektorli a,,a,,...,a, , jsou linedrn€ zavislé praveé
kdyz vSechny subdeterminanty (n —1). fadu jsou rovny nule. To vSak

jsou, az na znaménka, soufadnice ortogondlniho dopliku
a, xa, x..xa

n-1"
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2) Determinant matice pfechodu od kladné ortonormalni baze
{e,.e,,...,e,} k baz {a,a,,..,a, ,,a xa,x..xa, } ma tvar,
ktery dostaneme ze (7.1), napiSeme-li do posledniho tadku
algebraické dopliky  4,,4,,...,4,. Rozvineme-li  nyni tento

n—-1°

determinant podle posledniho tadku, dostdvdme hodnotu
Al + A7 +...+ A2 . To je ¢islo vét$i nez nula (podle 1. tvrzeni véty),
nebot’ vektory jsou linearné nezavislé.

3) Tvrzeni plyne ihned z vlastnosti determinantii: prohodime -li dva
fadky determinantu méni se hodnota determinantu na opacnou.

4) Ozna¢me determinant na pravé stran¢ v (7.4) symbolem
det G(a,,a,,...,a, ). Ve V,  lze vidy vybrat kladnou ortonormalni
bazi tak, aby vektory a,,a,,...,a, , mély soufadnice

n—

a,=(a;,a,,...,a;,,) , i=1,2,..,n—1. Potom lze psat

ap, Ay e Ay ap, Ay e Ay

a a a a a a
21 22 2,n-1 12 22 n-1,2
detG(a,,a,,...,a, ;)=

an71’1 an71’2 .oooa al,H az,,H .ooa

n—1,n—1 n—1,n—1

Na druhé¢ strané plati
la, xa, x..xa,_ =47 + 4; +...A>,
kde 4,,4,,...,4

determinantu (7.1), v némz vSak je a,, =a,

jsou algebraické dopliiky posledniho fadku v

, =-.=a,,, =0.Kazdy

algebraicky doplnék A4, prvkl posledniho fadku v (7.1) kromé 4,
vSak obsahuje nulovy sloupec a tudiz se rovna nule.

Tedy je
2
a Ay, e Ay
a a a
2 42 21 22 2,n—-1
la, xa, x..xa,  |'=4 =
an—l,l an—l,Z an—l,n—l

Dtkaz je proveden.
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Poznamka
Symetrickd matice
2
a,, a, -a,, > 1 k
2
a,-a, a,, .. a,-a
G(a,,a,,...,a,) = ’ ’ ,
2
ak a’l a’k a29 s a’k

kterd je pouzita v (7.4) pro k=n—1, se nazyva Gramova matice
vektord a,,a,,...,a, (t€Z metricka nebo fundamentdlni matice),

det G(a,,a,,...,a,) se nazyva Gramiiv determinant. Z tvrzeni (7.4)
predchozi véty plyne, Zze det G(a,,a,,...,a,) je pro libovolné &k
veétsi nebo roven nule. (J. Gram (1850-1916) - dansky matematik).

Ve vektorovém prostoru V; se misto ndzvu ortogonalni dopln¢k

vektorl vzil ndzev vektorovy soucin.
V dalsi c¢asti se budeme =zabyvat timto specidlnim piipadem
ortogonalniho dopliku vektord. Protoze se vektorovy soucin ¢asto

uziva, jeho vlastnosti shrneme zvlast.

Definice 7.2
Necht’ jsou déany vektory u,veV,, jejichz soufadnice v kladné

ortonormalni bazi jsou U= (u,,u,,u3), V= (v,,v,,v,).
Potom vektor

va:( j (7.5)

nazyvame vektorovy soucin vektori U,V .

U, U Uy Uy Uy U,

b

Vo Vs Vi Vi (i W

Véta 7.3.
Necht’ u,v,we V, , ce R. Vektorovy soucin ma tyto vlastnosti:

1) u><v:—(v><u),
2) (cu)xv =Ux (cv):c(u xv),
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3) (U+v)xw=(uxw)+(Vxw),

4) uxv=0 praveé kdyz jsou vektory u,v linedrn¢ zavisl¢,

5) uxvV je kolmy k obéma vektorim u,v ,

6) jsou-li vektory u,v linearn¢ nezavislé, tvori vektory u,v,uxv
kladnou bazi vektorového prostoru V7,

7)

u-v .
© Ul v sin® g,
u v (7.6)

|luxv|’=

tj. velikost vektorového soucinu je rovna obsahu rovnobé&znika
uréeného vektory U,V , obr.

A

|u x v

Jesté nez zacneme dokazovat, je dobré si uvédomit, Ze vektorovy
souin  UxV lze definovat jako vektor, jehoZ soufadnice jsou
algebraické doplnky prvki posledniho fadku determinantu

U, U, U
vV, vy (7.7)
X Xy X3

Oznacime-li  vektory kladné ortonormalni baze e,e,,e;, je

vyhodné psat
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U, U, U
U, u U, u U, u
2 U 1 3 1 2
uxv=\v, v, wl= e, — e, + e,
% \% \% \% \% %
V3 1 W3 1 W
e, e, e,

Diikaz véty:

1) Tvrzeni plyne z vlastnosti determinantii, kterd tikd, ze prohodime-
li dva tadky determinantu, zméni se hodnota determinantu na
opacnou.

2) Nasobime-li fadek determinantu néjakym realnym ¢islem mohu
toto Cislo vytknout pted determinant. Odtud tvrzeni 2.

3) Tvrzeni plyne z rovnosti

U +v, U, +v, U;+v, u, u, Uy v vV, Vs

w, w, wy [=wow, wylHw ow,  wyl

Odtud tvrzeni 4.
5) Pfimym vypoctem s pomoci (7.5) dostaneme

(UXV) - U=uu, vy — U UV, — U U,V + U UV, + UV Uy — Uiy, =0.
Analogicky pro vektor v.

6)Je-li u=u,e, +u,e, +u,e,, v=ve, +v,e, +v,e,, potom
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Matice piechodu P od baze {e .e,.e,} k bazi {uyv,uxw}ma tvar

u, u, Uy

P= v, v, Vv,
U, U u, u, u, U,

b b
V, Vs Vs oV Vi W,
Odtud
2 2 2
u u u u u u
2 3 1 3 1 2
det P = + + >0 .

Vy, V3 Vi Vs Vi W,

7) Nejprve dokaZzeme prvou rovnost v (7.6). Je

2 2 2 2

u u-v| (U, +u;, +u;,uv, +u,v, +u,v
det G(u,v)= _|™M 2 381V 2¥2 373
vV-u

2 2 2 2
\Y Vi, + VU, + VUL,V V) Vg

2 2
Uy U,Vy| Uy, uv u, u
1>7%272 257171 1 2
= e S Fee = @y, —uyvy) + o =
ViU,V | [V, ,Y; 1V
2 2 2
u, u u, u u, u
1 2 1 3 2 3 2
= + + :|UXV| .
Vi Vil Vs Vil Vs

K dtkazu druhé rovnosti v (7.6) pouzijeme vztahu
u-v=/ul|v|cos ¢.
Odtud je detG(u,v)=u’v’ —(u-v)’> =|ul’|v|* (1-cos’ ¢).

Véta 7.4
Pro vektory a,b,c,d eV, plati tzv. Lagrangeova identita (J. L.
Lagrange (1736-1813) - francouzsky matematik):
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(axb)-(cxd)= (7.8)

b-c, b-d

a-c, a~d‘

Diikaz:

Vétu dokazeme pouzitim soufadnic. Kladnou ortonormalni bazi
zvolime tak, aby a = (a,,0,0), b=(b,,6,,0). Je axb=(0,0,a,b,) a
tedy

¢,
dl d2
kde vektory c,d maji soufadnice ¢ =(c,,c,,c;), d=(d,,d,.d,)

(axb)-(cxd)=a,b,

b

Pro druhou stranu rovnosti (7.8) mame

acg, ad,
b, +b,c,, bd, +b,d,

¢, d,

¢, d,

=a,b,

a-c, a-d
b-c, b-d

Tedy leva a prava strana v (7.8) se rovnaji.

Poznamka
Pii volbé c=a, d=b v (7.8) dostaneme prvni rovnostv (7.6)

(axb)’ =a’b’ —(a-b)’. (7.9)

Ze (7.9) navic ziskavame druhy dikaz Cauchyovy nerovnosti, nebot’
odtud plyne a’b*—(a-b)>*>0, s rovnosti pouze pro linearné
zavislé vektory a,b.

Cviceni
1) Dokazte, Ze pro libovolné vektory a,b plati

laxb|<|al|b]
Kdy nastane rovnost?

2) Ve vektorovém prostoru V naleznéte vektor w, kolmy na dané
vektory, které maji v kladné ortonormalni bazi soutadnice:
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a)(2,-1,6,1), (0,8,2,1), (4,-1,3,-2),
b)(1,-1,0), (-3,7,1),

¢)(3,0,2),(-4,51),

d)(2,1,53),(0,1,3,7),(2,4,1,5),
€)(0,2,1,0),(1,1,0,1).

Vysledek a) (-125, 2, 66, -148), b)(-1,-1,4), ¢)(-10,-11,15),
d) (-90, 68, 38, -26), e) (r +s,-r,2r,—s), r,seR.

3) Jaké podmince musi vyhovovat vektory a,b aby vektory a+b a
a—b byly kolinearni?
Vysledek: a,b jsou kolinearni.

4) Dokazte rovnost

(axb)> +(a-b)*> =a’b* .

5) Jsou dany libovolné vektory p,q,r,n. Dokazte, ze vektory pxn,
gxn, rxn jsou komplandrni (tj. lezi v jedné roving).

6) Necht' vektory a,b,c vyhovuji podmince a+b + ¢ =0. Dokazte,
Ze potom plati

axb=bxc=cxa.

7) Vektory a,b,c,d jsou vazany vztahy axb=cxd,
axc=bxd.
Dokazte, ze vektory a—d a b-—c jsou kolinearni.

8) Dokazte identitu

2 2 2\(+2 2 2 2
(11 +m; +n, )(11 +m, +n2)—(1112 +mm, +n1n2) =

:(mlnz _m2”1)2 +(12’11 -1n, )2 +(11’/”2 +12’”1)2-
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8. Vnéjsi soucin

Ve vektorovém prostoru V3 jsme zavedli pro vektory a,b dva typy

soucinu. Skalarni soucin dvou vektorti je Cislo, vektorovy soucin
axb je vektor. Nyni zavedeme tfeti typ soucinu.

Definice 8.1
M¢éjme ve V', danu kladnou ortonormalni bazi E ={e ,e,,....e, }.

Necht’ vektory a,,a,,...,a, z ¥V, majivbazi E soufadnice

a, =(a;,a;,,...,a,), i=L2,..n. Potom ¢islo det A, kde

a, 4dp a,,
a a a
21 22 2
det A = det ", (8.1)
anl an2 ann

nazyvame vnéjsi soucin vektora [a,,a,,...,a,].

UkéaZeme, Ze vnéjsi sou¢in  [a,,4a,,...,a,] nezavisi na volbé kladné
ortonormalni baze.

Necht E'={e,e),...,e/} je jind kladnd ortonormalni baze V.
Oznatme P =(p,;), i,j=12,...,n matici pfechodu od baze E k bazi
E'. Pro soufadnice (a},a,,....,a,) vektoru a, v bazi E’
plati a, =Zalfk py- Tyto vztahy mizeme pro vSechna i=12,..n

napsat maticov¢. Je

! ! !

a4y e 4y, a, dyp e 4, | Pun P2 -+ Pu
! !/ !
Ay Ay o Gy, | |Gy Gy o Gy || Py Pp o Poy
— | ,
1 1 1A
anl an2 ann anl anZ ann pnl pn2 pnn

A=A"-P,
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kde A’ je matice sestavena ze soufadnic vektori a, v bazi E.

Odtud jiz snadno mame
det A=det(A"-P)=det A"-det P =det A",
nebot’ pro kladné ortonormalni baze £ a E' je detP =1.

Z (8.1) okamzité dostavame jiné vyjadieni vnéjSiho soucinu
[a,,a,,...,a,]=(a, xa, x ..xa,,)-a, (8.2)

pomoci skalarniho soucinu vektoru a, a ortogonalniho dopliku

a, xa, x..xa,_,.

Ve V; ma (8.2) tvar
[alaa27a3]:(a1 Xaz)'a3 (8-3)

Proto se nékdy pro vnéjsi soucin uziva nazev smiseny soucin.

Vnéjsi soucin vektora  a,,a,,...,a, je  Cislo, které, jak jsme
ukazali, nezavisi na volbé kladné ortonormalni baze. Toto ¢islo ma
nazorny geometricky vyznam. Ukazme to pro pfipady n=2 a
n=3.

Necht’ jsou dany vektory a,beV,, jejichz soufadnice v kladné
ortonormalni bazi jsou a=(a,,a,), b=(b,,b,), obr.

a  a,

Lze psat a=(a,,a,,0), b=(s,b,,0), axb:(0,0, b b
1 2

|

Odtud a ze vztahu (7.6) plyne
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I[a,b]|=|axb|=|a|/bsing=|a||blcoss.

Oznacime-li |blcoso =v,, |a|=L,, |ze psat
[[a,b]|=v,L, =L,,
kde L, je obsah rovnobéznika, ktery je urcen vektory a,b.

Necht’ jsou nyni dany tii vektory a,b,c z vektorového prostoru V.
Potom plati

|[a,b,c]|=](axb)-c|=]axb]|c|coso.

Oznac¢ime-li |C|coso =v,, |axb|=L, mame

|[a,b,c]|=v,L, =L,.
L, je objem rovnobéznosténu o podstavé velikosti L, a vySce v,,
ktery je uréen vektory a,b,c, obr.

T T T T T 7

- / - /
e e ,
J / / /

V) c / / /
p Ao
P
1) / -
L
a

Tento postup lze zobecnit na n vektort a,,a,,...,a,. Z (8.2) plyne
[a,,a,,....a,]|=[a, xa, x..xa,_, [|a, [cos .
Oznac¢ime-li |a, xa, x...xa, ,|=L,, a |a, |cosp=v, ,, miZeme

psat
|la,,a,,...,a,]|=v,,L,,=L,. (8.4)

Je ptirozené toto Cislo povaZovat za objem rovnobéznosténu, ktery je
ur¢en vektory a,,a,,...,a, €V, .
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Ptedchazejici ivahy miizeme shrnout do véty:

Véta 8.1
Absolutni hodnota vnéjsiho souc¢inu [a,,a,,...,a,] n vektori z V,

je rovna objemu rovnobéZnosténu, ur¢ené¢ho vektory a,,a,,...,a, .

Cislo |[a,,a,,...,a,]] se téz nazyva absolutni objem vektori
a,,

a,,...,a,.Jednd se o zobecnéni pojmu velikost vektoru. Plati totiz

n

. .. a,-a,
[a,,a,,..,8,]" = '|=detG(a,,a,,...,a,)>0

(8.5)

a detG(a,,a,,...,a,)=0 pravé kdyz jsou vektory a,,a,,...,a,
linedrné¢ zavislé, jak plyne ze vztahu (7.4). Pro n=1 dostaneme
detG(a,)=a; 94, |*.

Je-li ddno n linearné nezavislych vektori a,,a,,...,a, vektorového
prostoru ¥, , potom ¢tverec objemu rovnobéznosténu ureného témito
vektory je roven hodnoté Gramova determinantu
detG(a,,a,,...,a,).

M¢éjme nyni k vektort a,,a,,..,a,  z vektorového prostoru V ,
k<mn a ptejme se na k-rozmérny objem L, rovnob&znosténu

uréeného témito vektory. Odpoveéd’ dava nasledujici véta.

Véta 8.2
Pro objem L, rovnobéZnosténu ureného vektory a,a,,..,a, z

vektorového prostoru V,, kde k <n plati
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a, a, -a, 1 k
2
a, -a a .. d,-a
2 2 Yy 2 2 A
L; =detG(a,,a,,...,a,) = . (8.6)
2
a.-a, a;-a, a
Dukaz:
OznaCme
a;;  dp a,
A= ay Ay as,
Ay Apy o e a,,

matici, jejiz fadky tvofi soufadnice vektord a,,a,,...,a, Vv n&jaké

ortonormalni bazi {e,e,,...,e,}. Zvolme takovou ortonormalni bazi

{e|,e),...,e }, vzhledem k niz maji vektory a,,a,,...,a, soufadnice

dané fadkovymi vektory matice

Pro objem L,

’ !

a;; dp

1 1

12 = ay 4y
=

1 ’

Ay A

=detG(a,,a,,...

! ! ’

a, a, .. a;0..0
! ! !

A a, a, .. ay,0..0
! ! !

a, a, .. a;0..0

rovnobé&znosténu urcen¢ho vektory a,,a,,...,a, plati

;12

ay

Ay ' OAIT r
=det (A"-A"")=det (A-A") =

Ay

,a; ).
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Disledek
Jsou-li a,,a,,...,a, libovolné vektory z V, potom

detG(a,,a,,...,a,)=0, k=1,..,n,

a detG(a,,a,,...,a,) =0 praveé kdyz jsou vektory linearné zavislé.

Cviceni

1) V unitarnim prostoru ¥, jsou dany vektory Vv,,v,,...,V, svymi

soufadnicemi vzhledem ke kladné ortonormalni bazi. UrCete objem

L, rovnobéznosténu ur¢eného témito vektory, jestlize

a) Vi=(3,-2), ,=(6,1)

b) vi=(2,-1,-3),va=(-5,1,6),vs=(3,-2, 13),

c) Vi=(-3,7,-4),v,=(5,1,-5), v3=(11,7,-3),

d) vi=(1,0,1,0),v>=(5,2,4,3), v3=(-1,-3,7,0),
vi=(2,2,1,-5).

Vysledek: a) 15, b) 54, c¢) 472, d) 104.

2) V unitarnim prostoru V', jsou dany vektory v,,v,,..,V,, k<m,
svymi soufadnicemi vzhledem k ortonormdlni bazi. UrCete objem
rovnobéznosténu urc¢eného vektory v,,v,,...,V,,

jestlize:

a) vi=(2,1,0,2,-4) v»,=(4,3,1,8,-12), v3=(-9,-4,5,2,8),

b) vi=(1,2,-2), v,=(4,3,-4),

c) vi=(2,0,3,6),v2=(-1,6,-8,-12), v3=(5,8, 7, 3).

Néavod:

1. zpasob: Nejprve urime pomoci Gram-Schmidtova procesu
ortonormalni bazi vektorového prostoru generovaného vektory
V,,V,,...,V,. Potom vyjadiime soufadnice vektord V,,v,,...,V,
vzhledem k nalezené ortonormalni bazi a uzijeme vzorec pro objem
rovnobéznosténu ve V, .

2. zptisob: Pomoci vzorce (8.6).
Vysledek: a) 45, b) 345, ¢)343.
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9. Vztahy mezi skalarnim, vektorovym a vnéjSim
soucinem

Nasledujici véta udava vztah mezi skalarnim a vnéj$im soucinem.

Véta 9.1
Necht a,,a,,...,a,, b,b,,...b

n

jsou vektory z vektorového
prostoru V. Potom

a-b a-b, .. a-b

a,-b, a,-b, .. a,-b

[a,,a,,...,a,][b,b,,....0, 1= "I (9.1

a,-b a, b, .. a b

Diikaz:
Plyne ihned rozepsanim vztahu (9.1) v soufadnicich v néjaké
ortonormalni bazi.

Vsimnéme si, ze v ptipadé a, =b,, i=1,2,..,n dostdvame vztah
(8.5).
Nyni uvedeme vztah mezi vektorovym a skalarnim sou¢inem.

Véta 9.2 (Lagrangeova identita)
Necht a,,a,..,a,,, b,,b,,..,b

nezavislych vektort z vektorového prostoru ¥, . Potom plati

jsou dvé skupiny linearné

n—1

a1 : bl a’l . b2 a.l . bn—l
a,-b, a,-b, .. a,-b
(a, xa, x..xa, ,)-(b, xh, x..xb, )= 2 "M 2 "M 2 "0,
a, . bl a, . bz a, - bm
9.2)
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Diikaz:
Ukézali jsme, Ze pro vnéjsi soucin [a,,a, ...,a, ] plati

[a,,a,..,a,]=(a, xa, x...xa,_)-a,.

Vezméme nyni za vektor a, vektor b, xb, x...b . Plati
[a,,a,..,a, ,,b,xb,x...b 1=(a,xa,x..a, ) (b, xb,x..b, ).

V dasledku rovnosti

(b, xb, x..b, )b, =0 pro i=12,...,n—1 dostavame, viz vztah

9.1

[a,,8,,..,8, , 0, x..xb,  J[0,,0, 0,0, T= |,

n—-12 n

Rozvineme-li tento determinant podle posledniho fadku, po vydé¢leni
vyrazem [b,,b,,...,b, ]#0 dostaneme (9.2).

Vztah (9.2) se nazyva Lagrangeova identita, jejiz specialni ptipad pro
n=3 jsme uvedli ve vét¢ 7.4. Polozime-li v (9.2) b, =a, pro
i=1,2,..,n—1 dostavame (7.4).

Cviceni
1) Dokazte, Ze pro libovolné tii vektory u,v,w eV plati
Ux(Vxw)=(U-w)v—-(u-v)w.

Vektor uUx(VxW) se nazyva dvojny soucin vektorii U,V,W. Na

zaklad€¢ uvedeného vzorce ukaZte, Ze pro vektorovy soucin neplati
asociativni zakon.
Navod : Je
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ac, ad

b-c, b.d‘=a‘{(b‘d)c}—a-{(b~c)d}=

[a,b,cxd]=(axb)-(cxd)=

=a-{(b-d)c—(b-c)d}.
Rovnéz plati [a,b,cxd]=a-{bx(cxd)}.
Porovnanim obou hodnot dostaneme zadany vysledek.

2) Dokazte, Ze pro libovolné ¢tyti vektory a,b,c,d plati

(axb)x(cxd)=[a,b,d]c—[a,b,c]d.
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10. Eukleidovsky bodovy prostor

Definice 10.1
Afinni prostor 4,, na jehoZ zaméfeni V, je dan skalarni soucin, se

nazyva eukleidovsky bodovy prostor. Zna¢ime E .

Slovo ,,bodovy*“ v nadpisu znamena, ze se nejednd o eukleidovsky
vektorovy prostor, jak se nékdy nazyva vektorovy prostor se
skalarnim sou¢inem. Déle budeme slovo ,,bodovy‘ vynechavat.

Z definice eukleidovského prostoru vyplyvéa, ze na n¢j muizeme
pfevést vSechny pojmy z afinniho prostoru (bod, pfimka, nadrovina
apod.). Zakladnim pojmem eukleidovského prostoru, ktery neni v
afinnich prostorech definovan, je pojem vzdalenosti dvou bod.

Definice 10.2
Necht A,B jsoudvabody E,. Cislo | A—B| nazyvime vzddlenost

bodi 4, B znafime | AB].

Vzdalenost dvou bodi A4,B je tedy podle definice délka vektoru
A—- B, ktery je ur€en body A4, B.

Véta 10.1
Necht' 4,B,C jsou libovolné body z E, . Potom plati:

1) [AB|=[BA],

2) |AB|>20; | AB|=0 pravé kdyz A4=B,

3) |AB|+|BC| = | AC| (trojuhelnikova nerovnost).

Diikaz:

Vlastnosti vzdalenosti 1) a 2) plynou okamzité z definice skalarniho
souCinu. Trojihelnikovd nerovnost plyne z (2.4). Oznaclime-li

a=A-B, b=B-C, c=C-4,jepodle (2.4)

|A-B|+|B-C|2|4-C].
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Pfi zkoumani vlastnosti eukleidovského prostoru budeme cCasto
potiebovat specidlni typ soustavy soufadnic - tzv. kartézskou soustavu
soufadnic.

Definice 10.3
Necht P je bod eukleidovského prostoru £, anecht {e,e,,...,e,}

je ortonormalni baze zaméfeni V,. Linedrni soustava soufadnic,
urend bodem P a ortonormalni bazi {ee,,...,e, }, se nazyva

r ’ v .1
kartézska soustava souradnic’ v E .

Jsou-li dany v E, dva body A4,B jejichZ souradnice v n&jaké
kartézské  soustavé  soufadnic  jsou A=la,,a,,..,a,l],
B=[b,,b,,...,b,] potom pro vzdalenost | 4B | plati

| AB|=| A-B|=+/(a, -b, }* +..+(a, b, )", (10.1)

nebot’ vektor 4—B ma soufadnice (a, —b,,a, —b,,...,a

w =)
Cviceni

Necht’ jsou v eukleidovském prostoru E, dany dva pevné body
A, B, které maji v né¢jaké k.s.s. {P,e,,e,,...,e,} soufadnice
A=la,,a,,...,a,], B=[b,,b,,....,b,] a v jiné ks.s. {P,e/,e],...e}
maji soufadnice 4=[a,,a,,...,a,], B=[b/,b,,...,b!].

Ukazte, Ze pfi vypoctu vzdalenosti bodi | AB| s pouZitim vzorce
(10.1) vyjde v carkovanych 1 v neCarkovanych soufadnicich stejné
¢islo.

' Nazev kartézskd soustava soufadna je odvozen od zakladatele analytické
geometrie, jimz je francouzsky matematik R. Descartes (1596-1650), zvany téz
podle latinského piepisu Cartesius.
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11. Objem simplexu

V této kapitole budeme zkoumat objemy ,zadkladnich stavebnich
kament* eukleidovskych podprostort  E,. Na pfimce je tim

zakladnim stavebnim kamenem usecka, v roviné trojuhelnik, v
trojrozmérném prostoru Ctyistén, atd. Obecné se hovoii o simplexech
(z latiny "simplex" = jednoduchy). Nejdfive zavedeme pojem
simplexu.

Pro tplnost pfipomenme:

Definice 11.1
Mnozina M bodl afinniho prostoru A4, se nazyva konvexni, jestlize

s kazdymi svymi dvéma body A4, B obsahuje celou tsecku, ktera tyto
body spojuje.

Definice 11.2
Necht M je podmnozina afinniho prostoru 4, . Prinik vSech

konvexnich mnozin, které obsahuji mnozinu M, nazyvame konvexni
obal mnoZiny M.

Konvexni obal mnoziny M je ,nejmensi“ konvexni mnozina, ktera
mnozinu M obsahuje. A nyni slibené definice simplexu.

Definice 11.3
Konvexni obal (n+1) linearné nezavislych bodii v 4, se nazyva

simplex.

Priklad

Konvexni obal dvou riznych bodi ABje useCka, kterd tyto body
spojuje. Tedy simplexem na piimce A, je usecka.

Konvexnim obalem tii bodi 4,B,C, které nelezi v pfimce je
trojuhelnik ABC . Tedy simplexem v roviné A4, je trojuhelnik.
Podobné simplexem v trojrozmérném prostoru A, je ctyrsten.

Ve shod¢ s nasi zkuSenosti zavedeme nyni objem simplexu.
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Definice 11.4
Objemem simplexu, ktery je urCen body 4,,4,,...4,, z E,,

n

nazyvame ¢islo

1
V(AI,AZ,...,AH])=;\[A1 -4,.,,4, -4 A, =411 (11.1)

n+l? n+lo°*

Objem simplexu je vyjadien pomoci vnéjsiho sou¢inu n vektord
A-4,.,,4,—A4 | Zda se, ze bod A4,,, je urCitym
zpiisobem preferovan. V nasledujici vété vyjadiime objem simplexu
pomoci symetrického vzorce, ve kterém zadny bod preferovan neni.

n+l> n+lo*e n+l*

Vétal1l.1
V E, mé&me dano n+1 bodl A4,,4,,...,4,,,, jejichZ soufadnice v

dané k. s. s. jsou
A =la,,a,,..,a,], i=12,...,n. Potom pro objem simplexu plati

° ¥in

a,, a, .. a1
1| 4 Ay o Gy, 1

V(A Ay Ay) =— . (11.2)
an+l,l an+l,2 an+l,n 1

Diikaz:
Vyjdeme z definice 11.1. Vektory 4,-4,,,,4,,—4 LA, -4,

maji v kartézské soustavé soufadnic {P,e,,€,,...,e, } soufadnice

n+l?o n+lo°*

A=A, =y —a,,,,,0, =550, — A, ), 1=1,2,..,n. Podle

> *in

definice vn¢jsiho soucinu je

[Al - An+l > AZ - An+l EARA An - An+l ] =
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Ay —dyy G =44 a,
|G Ty Ay T4y a,,
A= Q=4 a,

—a

n

_an

—a

n

+1,n

+1,n

+1,n

(11.3)

Determinant n-té¢ho fadu na pravé strané v (11.3) rozsifime o jeden

radek a jeden sloupec tak, aby se jeho hodnota nezménila. Mame

n+l,n

n+l,n

n+l,n

[Al - An+l’ AZ - An+1""’ An - An+1] =
Ay —Quyy Ay — 4 a,, —a
Ay =Quyy Ay — Ay a,, —a
anl - an+l,l anZ - an+l,2 aZn —da
an+l,1 an+1,2 an+l,n

(11.4)

Pric¢teme-li posledni fadek determinantu v (11.4) ke kazdému z prvych

n fadka, dostavame determinant v (11.2).
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12. Obsah trojuhelnika

Pouzijme nyni vzorec (11.2) na vypocet obsahu trojuhelnika.
Predpokléddejme, Ze v roviné jsou dany body A,B,C které maji v
kartézské soustavé soufadnic  {P,e,,e,}soufadnice A=[a,,a,],
B=[b,,b,], C=[c,,c,]. Pro obsah V' trojuhelnika ABC podle
(11.2) plati

: a, a, 1
VZE . by 1. (12.1)
c ¢ 1

Mame-li vypocitat obsah trojuhelnika ABC pro piipad, Ze body
A,B,C leziv E, tj.body maji n soufadnic, potom vzorec (12.1)
neni ptili§ vhodny. V tomto piipad¢ lze uzit vzorce (8.6) (viz cviceni
k 8. kapitole, 2. ptiklad). Jiny zplsob spocivd ve vypoctu obsahu
trojuhelnika pomoci délek jeho stran.

Tento zpisob naznacime:

Ozna¢me A-C=b, B-C=a, odtud 4—B=b-a, obr.
B

C b A

Pro obsah V' trojihelnika ABC podle (11.1) plati V=%|[a, b]| a

podle (7.6)
a’, a-b

4y* = )
b-a, b
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Ozna¢me délky stran trojuhelnika ABC pismeny |B-C|=a,
|A-C|=b, |A-B|=c. Plati (a—b)>=a’-2a-b+b*, a odtud
a-b=(@@’+b>-c*)/2

2h%, a’+b*—c?

1617 =
a’+b*-c?, 24a°

(12.3)

Rozepsanim vztahu (12.3) dostaneme

16V? =4a’b*> —(a’> +b* —c*)* =

=Qab+a’ +b> —c*)2ab—a’ —b* +c*) =
:((a+b)2 —cz)(c2 —(a—b)2)=
=(a+b+c)a+b-c)a-b+c)(—a+b+c).
Oznacime-li s =(a+b+c)/2 mame konecné

V=s(s—a)s—b)s—c). (12.4)
Vzorec (12.4) je znamy Heronuv vzorec.

Cviceni

1) Urcete obsah trojtthelnika ABC v E,, A=[2,1,4], B=[-1,-2,1],
C=[-13,2]

a) uzitim vzorce (11.1),

b) uzitim Heronova vzorce (12.4),

eor 1
¢) uzitim vzorce V:Ez-v .

Vysledek: V = %\/E .

2. UrCete obsah V trojuhelnika OA,4,, jehoZz vrcholy maji v néjaké

k. s. s. soufadnice
O=[0,0,0], 4, :[amauaalz]’ 4, :[azvazzaan]-

Vysledek: V=%1/det(A-AT), kde A=[a11 i aw}
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13. Objem ctyisténu

Jsou-li dany body A4,B,C,D prostoru E;, jejichz soufadnice v
kartézské soustavé soufadnic jsou A4=|a,,a,,a,], B=[b,,b,,b,],
C=[c,c,,c;], D=l[d,,d,,d,], lze objem C¢Ctyisttnu ABCD
vypocitat podle vzorce

(13.1)

(@)
o
(@)
)
(@)
(98]
—_— =

Nyni odvodime vzorec pro vypocet objemu ¢tyfsténu pomoci délek
jeho Sesti hran. (obr.):

C
q
c B
p
D
a y
Oznaéme

a=A-D, b=B-D, c=C-D, p=B-A=b-a,

|al=a, |[bl=b,[cl=c, [pl=p, [ql=q], [T|=r.

Podle (11.1) pro objem V ¢Ctyisténu ABCD plati V= % |[a,b,c]],

tedy
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a’ a-b, a-c

36V*=|b-a, b* b-cl. (13.2)
c-a, c-b, ¢

Dale plati vztah p’=(b-a)’=b’-2a-b+a*> a odtud
a-b=(a’+b>-p*)/2.

Analogicky dostaneme

a-c=(a’+c*—=r*)/2 a b-c=0b"+c*-q%)/2.

Dosazenim téchto vztahti do (13.2) ziskame

2a°, a2+b2—p2, a’+c* —r?
288V =|a’> +b* —p°, 2b%, b*+c*—q*|. (13.3)
a’+c’—-r’, b*+c’—-q°, 2¢?

Vzorec (13.3) umoziuje vypocitat objem cCtyfsténu pomoci délek
jeho hran. Vzorci (13.3) dame jesté ponckud symetrictéjsi tvar.

Determinant ve (13.3) rozsiiime o fadek (—a’,—b°,—c>,1) a sloupec
(0,0,0,1) a tento fadek pticteme k ostatnim fadkim. Mame

2 2 2

a’, az—pz, a —-r°, 1

2 bz_pza bza bz_qza 1
288V = c?—y? Cz_qz c? 1 :

—a’, -b?, |

Posledni determinant roz$ifime o sloupec (1,—a’,~b>,~c*,0) a
radek (1,0,0,0,0) a tento sloupec pfi¢teme k prvnim tfem sloupctim.
Dostaneme
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1 1 1 0

-a* 0 -p* -1

288V =|—p> —p* 0 —¢* 1
—* —rr > 0 1

0 -a* -b* - 1

Vymeénime 1. a 5. sloupec a po malé upravé mame konecné

o 1 1 1 1
1 0 p* r* a

288V =1 p*> 0 gq° b (13.4)
1 7 q¢° 0 ¢’
1 a*> b* ¢ 0

Pro lepSi zapamatovani formule (13.4) oznacme A=4,, B=4,,
C=4,, D=4, anecht |4,4;|=a,.Potom

1 1 1 1
0 alzz a123 a124

0
1

288V 7 =\l a3, 0 a3, aj, (13.4)’
1
1

-

2 2 2
a; ay 0 aj

2 2 2
Ay Ay Ay

nebot pro prvky na diagondle je a. =0, i =1,2,3,4.

Polozime-li ve vzorci (13.4) V =0, dostaneme tzv. Eulerovu
ctyFbodovou relaci, ktera udadva vztah mezi Sesti vzdalenostmi mezi
vrcholy ctyithelnika v rovin€. Determinant tvaru (13.4) se nazyva
Cayley-Mengeriiv  determinant, (K. Menger 1902 - rakousky
matematik, A. Cayley (1821-1895) - anglicky matematik).

Jak znamo, ¢étyfhelnikje uréen péti prvky. Sest prvki étyithelnika je
tudiz na sob¢ zavislych a tuto zavislost vyjadfuje pravé Eulerova
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Ctytbodova relace. Z definice objemu totiz plyne, Ze objem Ctyfsténu
je nulovy pravé kdyz body ABCD lezi v jedné roving.

Cviceni
1) UrCete objem cCtyfsténu ABCD ,
4=1[0,0,2],B=[3,0,5],C=[1,1,0],D=[4,1,2],

a) s pouzitim vzorce (13.1) pro objem cCtyfsténu s vyuzitim
soufadnic vrchola Ctyfsténu,
b) s pouzitim vzorce (13.3) s vyuZzitim délek hran Ctyfsténu,

¢) s pouzitim vzorce pro objem jehlanu V = %P.v .

Vysledek: V =

N |~

2) Urcete objem Ctyfsténu, jehoz stény lezi v rovinach
x+y+z-1=0, x-y-1=0, x-z-1=0, z-2=0.

Vysledek: Vrcholy 4 =[1,0,0], B =[0, -1, 2], C=[3, -4, 2],
D=[3,2,2],V =6.

3) Napiste rovnici, ktera vyjadiuje Eulerovu ¢tyibodovou relaci pro
¢tytuhelnik o strandch a, b, ¢, d athloptickach e, f.
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14. VVzdalenost mnozin

Zékladnim pojmem eukleidovského prostoru je pojem vzdalenosti
dvou bodi. Vzdalenost bychom chtéli rozsifit i na jiné podprostory
E nezbody. Budeme pfitom vychazet z nasledujici definice.

Definice 14.1
Necht E,F jsou dvé neprazdné podmnoziny eukleidovského
prostoru E, . Potom vzddlenosti | EF'| mnozZin E, F rozumime
¢islo

|EF | =inf {| XY|; X €E,Y € F} . (14.1)

Poznamka

Vzdélenost dvou mnozin je tedy rovna infimu vSech vzdalenosti
| XY |, kde bod X je z jedné mnoziny a bod Y z druhé mnoziny.
Protoze vzdy plati | XY |>0, je mnozina vSech vzdalenosti | XY |
zdola omezena a infimum vzdy existuje. Stru¢né feceno, kazdé dvé
neprazdné mnoziny jsou od sebe néjak vzdaleny (obr.).

Pojem vzijemné polohy dvou podprostorit v E, se plné€ pfendsi z
afinnich prostord. Je tedy moznd jen tato vzajemnd poloha
podprostorii: dva podprostory jsou raznobézné, rovnobézné nebo
mimobézné. Noveé zavadime pro eukleidovské prostory pojem
kolmosti.
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Definice 14.2
Podprostory E_,E_ eukleidovského prostoru £, jsou na sebe kolmé

resp. totalné kolmé, jsou-li na sebe kolma resp. totaln¢ kolma jejich
vektorova zameétenti.

Pfi vySetfovani vzdalenosti dvou podprostori v E,  se budeme

zabyvat hlavné¢ témi podprostory, které nemaji spolecny  bod.
Raznobézné podprostory totiz maji podle definice vzdalenost
rovnou nule. Budeme se tedy zabyvat mimobéznymi a rovnobéznymi
podprostory.
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15. Vzdalenost bodu od podprostoru

Nejprve vypocCitdme vzdalenost libovolného bodu A€ E, od
nadroviny E, ,. K tomu budeme potiebovat rovnici nadroviny,
vyjadienou pomoci skaldrniho soucinu.

Nadrovina £, , =@ je urCena bodem @ a zaméfenim V, .
Ortogonalni dopln€k vektorového prostoru V, , je jednorozmérny
vektorovy podprostor V5. Necht n je n&aky nenulovy vektor z
V' . Bod X €E, jebodem nadroviny pravé kdyz je vektor X —Q
kolmy k vektoru a, obr.

Dostavame tak vyjadreni nadroviny E, , pomoci skalarniho soucinu
(X-0)-n=0. (15.1)

Plati-li v né&jaké kartézské soustavé soufadnic X =[x,,x,,...,x,],

0=1q,.9,,----9,1, N=(p,,P,,-.-, p,), ma rovnice (15.1) po Gpravé
tvar

piX, +px, ++px, +p,., =0, (15.1)'

kde p,,=-9,p,—q,p, —-..—q,p, j¢ konstanta.
V kapitole o afinnich prostorech jsme odvodili, ze kazda nadrovina
afinniho prostoru ma tvar (15.1)". V eukleidovském prostoru, ktery je
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téZ afinnim prostorem, to tedy plati také. V E, vSak maji koeficienty
Pi»Pss-s P, U proménnych x,,x,,..,x, nazorny geometricky
vyznam. Koeficienty p,, p,,..., p, jsou soufadnice vektoru n, ktery

je kolmy nanadrovinu E, | =w.

Véta 15.1
Jeli A bodz E, ,,

E,, orovnici (15.1) je rovna

pak vzdalenost | AE, , | bodu 4 od nadroviny

| AE |:%. (15.2)

Diikaz:
Je-li bod 4 bodem nadroviny, potom je podle definice vzdalenosti

podprostort, vzdalenost | AE, | | rovna nule.
Dale predpokladejme, ze bod 4 nelezi v E, . Najdeme takovy bod
A" € E, ,, pro ktery je vektor A— A" je kolmy ke vS§em vektoram
zaméfeni nadroviny E, ,. Bod A4’ najdeme jako prusecik pfimky
p =[4,n] anadroviny (15.1).
Necht’
p:X=A4A+m, E _ :(X-0)-n=0.

Dosazenim za X z prvé rovnice do druhé rovnice postupné
ziskame

(A=0)+in)-n=0, (A-0Q)-n+m*>=0, t:%.
Dosazenim za ¢ do rovnice pfimky p ziskdme bod A4'. Vzdalenost
| A4"| bodi A,A" je hledanou vzdalenosti |AE, | bodu 4 od
nadroviny E, ;. To ovSem musime dokéizat. Nejprve odvodime

vzorec (15.2).
Plati:

|AA"| = |A-A"| =

n’ In|

A—(A—M_Q)'”nj‘: (4-0)-n|
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Nyni ukdzeme, Ze pro kazdy bod X nadroviny E, , plati nerovnost
| AA"| < | AX |, (15.3)

s rovnosti pouze pro bod A’ (obr):

Tim bude diikaz véty dokoncen. Je
A-X=(A-A)+(4'-X).
Ob¢ strany rovnice skalarné vynasobime na druhou

(A-X) =(A-A) +2(4-A)-(A' - X)+(4' - X)*.
Jelikoz vektor 4" — A4 je kolmy k vektoru X — A", mame
(A=X) =(A= A"V +(A' = X)> > (4 - 4).

V poslednim vztahu jisté ctenaf poznava Pythagorovu vétu. Odtud
jiz plyne nerovnost (15.3) i pfipad, kdy nastane rovnost.

V predchozi vét¢ jsme pii vySetfovani vzdalenosti bodu 4 od
nadroviny £, , nalezli v nadroviné E, , takovy bod A', ze
| AE , |=| AA"|. Ukazali jsme, ze takovy bod vzdy existuje a je
jediny. VSimnéme si, ze jsme ulohu. urcit vzdalenost bodu od
nadroviny, pievedli na ulohu, ur¢it vzdalenost dvou bodl. Tento

princip zachovame 1 pfi dalS$im zkoumani vzdalenosti dvou
podprostord.
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Méme nyni dan libovolny podprostor E, prostoru E , ktery

n?

nemusi byt nadrovinou, a zkoumejme vzdéalenost bodu 4 od E, .

Véta 15.2
Necht A€ E, , E, je podprostor E, a necht E, je podprostor
totaln¢ kolmy k E,, ktery prochdzi bodem A. Oznacime-li

E, NE; = A", potom vzdélenost bodu 4 od E, je rovna vzdilenosti
bodu 4,4".

Dikaz:
Necht' E, =[B,V,]. Daleje E; =[4,V; ].Jak znamo,

E,NE; #0 < B-AeV, vV, <& B-AeV,,
coz ziejmé plati. Tedy priinik £, a E; je neprazdny. Podle véty o
dimenzi priiniku podprostorti je dim (E, N E; )= dim(V, "V, )=
=0. Tedy prinikem podprostort £, a E; je bod. Oznatme jej A'.
Dale, protoze Ac E;,, A'€ E, vektor A— A'eV," a to znamen4, Ze
piimka uréend body A4, A4’ je kolmak E,. Je-li X libovolny bod E,,
stejné¢ jako u nadroviny se ukaze, ze plati | 44"| < | AX|. Tedy
| AE, |=| AA]|.

Bod A4', o kterém jsme hovofili v pfedchozich vétach, se nazyva
kolmy prumeét bodu A do podprostoru E, .

Priklad

V eukleidovském prostoru E, urfete vzdalenost bodu A od
roviny p=[0,u,V], jestlize v n¢jaké k.s.s. plati 4 =2, -6, 5, -1],
0=1[3,1,4,-2], u= (2,3,5,2), v=(0, 1, 3, 4).

ReSeni:
Hledame kolmy primét A’ bodu 4 do podprostoru p. Protoze
A'e p, musi platit

A =[3+2t,14+3t+5,4+5t+3s5,— 2+ 2t + 4s].
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Vektor
A—A"=(-1-2t,—7-3t—s,1-5¢t—3s,1-2t — 4s)
je kolmy k vektorim u, Vv, tedy plati
2(-1-26)+3(-7 -3t —s5)+ 51 -5t —3s)+ 2(1 -2t —45)=0
a zaroven
1(=7-3t—5)+3(1-5t—-3s)+4(1 -2t —45)=0.
Odtud r=-1,s=1a A'=[l, -1, 2, 0].

Tedy |A—A'|=|(l, =5,3, —1)|=/36 =6.
Vzdalenost bodu 4 od roviny p je 6.

Cviceni
1) Na pfimce p najdéte bod A4 stejné¢ vzdaleny od rovin p a o,
pP:x+2y+z+1=0, o:x+2y+z-3=0,
p: x+y+z-2=0,
x=2y-z-1=0.
Vysledek: 4 = [3, -1, 0]

2) Najdéte bod P’ soumérny s bodem P podle piimky p,
P=[10,3,4),p: x=3+5t, y=2+4¢t, z=1+2t.
Vysledek: P'=[6,9, 2].

3) Urcete stted S kulové plochy, kterd prochazi body A,B abod S
lezi na pfimce p,
p: x+y+2z-1=0, A=[3,4,11], B=[-5,-2,-13].
3x+4y-2z-29 =0,
Vysledek: S =[2,5,-3].

4) Ptimkou p ved’te rovinu, kterd ma od bodu 4 vzdalenost d,
A=1[3,2,2], d=11, p:x+y-z+6=0,
2x+y—-z+4=0.
Vysledek: 3x+y—z+2=0, 7x-5y+5z-54=0.
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16. Vzdalenost podprostori

Véta 16.1

Necht E_,E. jsou dva podprostory eukleidovského prostoru £,
které nemaji spolecny bod. Potom existuji body A'€e E, a A"€E,
tak, Ze pfimka A4'4" je kolma k ob&ma podprostorum. Vzdalenost
podprostor £, , E_ je rovna vzdalenosti bodu 4’4" .

Diikaz:

Necht E =[B,V.], E,=[C,V,], oznatme W=(F.vV,)" a
sestrojme podprostor E=[B,V, v W]. Je vidét, Ze podprostor E
obsahuje podprostor £, a je riznob&zny s podprostorem E . Je totiz
ENE # Qpravé kdyz B-CeV vV vW =V, cozZjisté plati.
Oznaéme A" libovolny bod pruniku E N E, . Podle ptedchoziho v
E. existuje jediny bod A" takovy, ze pfimka A'A" jekolmak E..
Ukazeme, ze tato piimka je kolma zaroven k E . Totiz A'€E a
protoze A"€E, a E, cE proto A"€ E. To znamena, Ze vektor
A'— A" lezi v podprostoru V. v W . Protoze A'—A"L V., plyne
odtud A'—A"eW atedy A'—A"LV,, tj. pfimka A'A" je kolma
kE ik E.,.

Nyni ukazeme, ze vzdalenost |A'A"| bodi A', A" je vzdalenosti
podprostortt £, E . .

Dokéazeme: Pro libovolnébody X eE, , YeE  plati

| A'A"| < | XY . (16.1)

Je
X-Y=(X-A"+(A"-A)+(4'-7).
Skalarnim vynasobenim obou stran na druhou dostavame
(X-Y)  =[(X-A")+(A' -V +2[(X -4+ (A -Y)]-(4"- 4+
+(A4"- A"’
a odtud
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(X =Y)>> (4" - 4, (16.2)

nebot’
[(X —A")+(A-Y)]-(4"-4") =
=(X—-A4")-(4"-4")+(A-Y)-(4"-4")=0.
Rovnost v (16.2) a (16.1) nastane pravé kdyz
(X-4"+(A'-Y)=o0,
tj.pravekdyz X -Y=4"-4".

Zatimco pifi zkoumani vzdalenosti bodu 4 od podprostoru existuje v
daném podprostoru jediny bod 4" takovy, ze vektor 4" — A je kolmy
k danému podprostoru, bodi A', 4" takovych, ze vektor A" — A" je
kolmy na oba podprostory E,,E_, mize byt nekone¢né¢ mnoho (v
ptipad¢, ze V. NV, #0). Jako pfiklad uvedme dva rovnob&zné
podprostory.

Necht' jsou v E, dany rovnobézné podprostory E, ,E_ , které
nemaji  spoleny bod a necht E =[4,V. ], E =[BV,] a
predpokladejme, ze »>s. Potom je V,cV,,W=V', E=E, a
E NE =E . Zabod A" lze vzit libovolny bod podprostoru E ..
Tedy plati:

Véta 16.2

Jsou-li £ ,E  dva rovnobézné podprostory v E, a plati-li r>s,
pak je vzdalenost obou rovnobéznych podprostori rovna vzdalenosti
libovolného bodu X € £ od podprostoru E, .

Piiklad

Urcete vzdalenost dvou rovnob&znychrovin p a o v E;.

Reseni:

Necht’ rovnice danych rovin v néjaké k.s.s. jsou

p: ax+by+cz+d=0, o ax+by+cz+e=0. Dle predchozi
véty bude vzdalenost rovin p, o rovna vzdélenosti napt. bodu
X,€p od roviny o. Ozna¢ime-li X, =[x,,y,,z,] potom podle
(15.2)
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ax, +by, +cz, +e
_ 0 Yo 0

| pol=|X,0|= (16.3)
’ Na® +b* +c?
V  disledku  rovnosti ax, +by, +cz, +d =0 mame

ax, + by, + cz, =—d . Dosazenim do (16.3) dostdvame vzorec

|d —e]

lpol= :
Nat +b* +¢?

Zvolime-li a,b,c tak, aby +/a’+b’+c” =1, coz mizeme zafidit
vzdy, dostaneme pro vzdalenost rovnobéznych rovin p, o velmi
jednoduchy vztah

(16.3)"

lpo| = |d - ¢|. (16.3)"

Nyni budeme zkoumat piicky podprostorii. Piimka, kterd ma
jednobodovy prunik s kazdym ze dvou danych mimobéznych
podprostoril, se nazyva pricka mimobéznych podprostorii.

Definice 16.1
Jsou dany dva mimobéZné podprostory E ,E. v E,. Pricka, ktera

je kolmd k obéma podprostorim E, i E_, se nazyva osa

5
mimobéznych podprostorti a vzdalenost jejich prusecika A4', 4" s
obéma podprostory se nazyva délka osy.

Casto se misto osa pouziva nazvu nejkratsi pricka mimobéznych
podprostoru. V tomto piipadé ma pticka vyznam usecky, jejiz

p A

AN
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jeden krajni bod lezi v jednom podprostoru a druhy krajni bod v
druhém podprostoru g. Naptiklad nejkratsi ptickou mimobézek p,q je
useCka A'A", ktera je kolma k obéma mimobé&zkam, obr.

Priklad
V eukleidovském prostoru E, urCete osu mimobéZnych rovin
p=[4,uv]o=[B,u,v] a jejich vzdalenost. V néjaké k.s.s.

{P9e17e27e3se4} je
A=142,00], u= (1,2, 1,-1), v=(1,0, -1, -1),
B=1[524,2], u =(2,1,1,-1), v =(0,3,5,1).
ReSeni:
Vektory u,v,u’,v’ jsou linearné zavislé jak plyne diagonalizaci
matice soufadnic vektora u,v,u’,v’
1 2 1 -1 1 2 1 -1 1 2 1 -1
1 0 -1 -1} [0 -2 -2 0 0 -1 -1 0
21 1 —1]0o =3 -1 1| ]o 0 2 1
0 3 5 1 0o 3 5 1 0O 0 2 1
Tedy spojeni vektorovych podprostorti <u,v>v<u’,v’> mé dimenzi
tii. Protoze, jak se snadno ovéri, B—A§£<u,v>v<u',v’>,
jsouroviny p, o mimobé&zné. Ur¢ime ortogonalni doplné¢k vektorh
(1,2,1,-1), (0,-1,-1,0), (0,0, 2, 1). Oznacme jej n. Je

1 2 1 -1
oo -1 -1 0
o 0o 2 1]

e, e € e,

2 1 -1 11 -1 1t o2 -1 1 2 1
=—e|-1 =1 0[+e,J0 =1 0|-e]0 —1 0[+e,0 —1 —1.
0 2 1 0 2 1 0 0 1 0 0 2

Vychazin = (-1, -1, 1, -2). Nyni ur¢ime prunik prostort
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E=[4,u,v,n] a o=[B,U",V].
Je
E:X=A+tu+tv+t,n, o:B+t,u +t,v'.
Resime rovnici
tu+tv+t,n—t,u' —t V' =B— A.
RozepiSeme-li tuto rovnici do soufadnic, dostaneme soustavu Ctyt

rovnic 05 - ti neznamych.
Upravou matice soustavy dostdvame

I 1 -1 -2 0]1 I 1 -1 -2 0]1
2 0 -1 -1 =30 0 -2 1 3 =3-2

1 -1 1 =1 =541 10 -2 2 1 =53
1 -1 =2 1 -=1-2) o 0o =3 -1 —1/-1

I -1 =2 0|1
-2 1 3 =3-2
-2 =25
0o 0 -7 =714

-2 =25
0 -3 -1 -1-1

oS o o =
S
p—

oS o o =
S

Dimenze prianiku podprostori je rovna poctu parametri minus

hodnost matice, tj. v naSem piipad¢ 4—-3=1. Tedy prinikem

podprostori je jednodimenziondlni podprostor, tj. pfimka. Zvolme

napf. t;,=-1. Odtud ¢, =-1 a pro bod A'€E(lo dostaneme

A'=B—-u'-Vv' t.

A" =[3,-2,-2,-2]. Osa provin p a o marovnici

p: X =A+tn pronalezeny bod A'=[3,—-2,—2,—2] a vektor

n=(-1—-1,1,—2) nebo téz miZeme psat
pilx,x,,x,x,]1=[3,-2,-2,-2]+t(-1,-1, 1, =2).

K tomu, abychom urc¢ili vzdalenost rovin p a o ur¢ime prisecik
oSy p s rovinou p.
Je p: A+ru+sv.Reime rovnici

ru+sv—-m=4-A4".
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Upravou matice soustavy dostdvame

1 1 1 |-1) (1 1 1|1 1 1 11
2 0 1 |-4 0 -2 -1]-2 0 -2 —-1|-2

I -1 -1|-2 0O -2 -2(-11 (0 0 -1]|1
-1 -1 2 |-2 o 0 3 |-3 0 0 1 ]-1

Odtud =1 a dosazenim do rovnice osy p mame A"=A4"+n tj.
A" =12, -3, -1, -4]. Pro délku osy dostavame

A=A=\(,1,-1,2) =7

Vzdélenost rovin p a o jerovna V7.

Cviceni

1) Urcete osu mimobézek p,q :

p:2x—14=y-3=18-2z, q:x=3-Tt,y=1+2t,z=1+3t.
Vysledek: x=1+s, y=s5, z=-3+4s.

2) Najdéte osu roviny p a ptimkypv E,,
pix,=l-t—s,x,=t-2s, x;=2,x,=2+s,
pix,=r, X, =2r,x;=—6-3r, x, =5.

Vysledek: rovina a pfimka jsou riznobézné, spolecny bod
[-8/3, -16/3, 2,5].

3) Urcete vzdalenost mimobézek p =[4,u], ¢g=[B,v] v E,, kde

A=[1,2,0],u =(1,1,0), B=[0,2,3], v=(2,0,1).
Vysledek: A’ =[-1/6,5/6,0], A" =[-4/3, 2, 7/3],

| A'A"| = 7/ 6+6.

4) Urcete vzdalenost dvou rovin p=[4,u,,u,], o =[B,v,,V,] v E,,
A=[1,-6,2,-12], u,= (2,2,2,5), u,=(1,0,0,3),
B=[-9,0,-11,-2], v,=(0,4,5,0), v,= (1,2,2,2).

Vysledek: d =18.
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5) Uréete vzdalenost pfimky  p=[A4,U] aroviny p=[B,V,W] v
E,, A=[1,-1,-4,1], u =(1,3,5,1),B=[3,-8,4,-2 ],
v=(1,3,0,0), w=(1,6,-2,-1).

Vysledek: d =6.

6) Vzdalenost mimobézek a: X =A4+ta, b: X=B+tbh je dana
vzorcem
(4-B)-(axb)

laxb] '

|abl=

Dokazte.
Navod: Uvazte, Ze vzdalenost |ab| mimobézek a,b je rovna

vzdalenosti piimky a od roviny p =[B,b,a], ktera obsahuje pifimku b
a je rovnobézna s ptimkou a. Potom pouZijte vzorec (15.2).
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17. Odchylka podprostori

V této casti se  budeme zabyvat odchylkou podprostora
eukleidovského prostoru E,. Nékdy se téZz misto pojmu odchylka

podprostori fika uhel podprostort. Vzhledem k nésledujici definici
budeme pracovat vyhradné s vektorovymi podprostory.

Definice 17.1

Necht E_ ,E_ jsou podprostory eukleidovského prostoru E, , a
necht' vektorové prostory V .V,  jsou po fadé jejich zaméfeni.

Potom odchylkou podprostorit £, a E_ rozumime odchylku jejich

zaméteni V, V.

Nejprve definujeme odchylku jednorozmérnych podprostorti.
Vyjdeme pftitom z definice 2.1 odchylky dvou vektort. Vezmeme-li
misto vektori u,v jejich libovolné nenulové nasobky cu, dv, kde

c,d € R, potom se vyraz na pravé strané¢ v (2.7), az na piipadnou

zménu znaménka, neméni. Je proto ucelné zavést nasledujici
definici.

Definice 17.2
Odchylkou jednorozmérnych vektorovych podprostorii V, :<u> a

v, = <V> nazyvame ¢islo ¢ e< 0,% >, pro kter¢ plati

ju-v|
[uf|v|
Tedy odchylkou dvou pfimek rozumime mens$i ze dvou uhla ¢,y ,

které mezi sebou sviraji vektory ze zaméteni obou piimek, obr.
Takto definovand odchylka skutecné nezavisi na vybéru smérovych
vektorii pfimek. Vezmeme-li misto vektort u,v vektory cu,dv

cos @ = (17.1)

potom
_l(cw)-(@v)| _ led|[u-v| _|u-v]|
jeulfav] [clld|lul[v] [u]lv]
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Nyni se budeme zabyvat odchylkou pifimky a libovolného
podprostoru E, . Nejprve budeme definovat kolmy primét vektoru

b do podprostoru V.

Definice 17.3
Kolmym priimétem vektoru b do podprostoru V, nazyvame vektor

b'eV, takovy, ze vektor b—b’ je kolmy k V.

Zvolme ve V, ortonormalni bazi {a,,a,,...,a, } a pokusme se kolmy
prumét b’ vektoru b do V, vyjadiit. Necht' pro vektor b'e V, plati
b'=ca, +c,a, +....+¢,a,.0znacime-li n =b—-Db’ potom je

b'=b-n. (17.2)
Dosazenim za b’ do (17.2) dostavame

b-n=ca,+c,a,+..+c, a,.
Vynasobime-li obé strany této rovnosti vektorem a,,
i=1,2, ...,k dostaneme ¢, =b-a,, nebot a,-a, =5/ a n-a, =0
pro i=1,2,...,k.Provektor b’ tedy ze (17.2) plyne
b'=(b-a)a, +(b-a,)a, +..+(b-a,)a,.

Dokézali jsme vétu:

Véta 17.1
Pro kolmy primét b' vektoru b do podprostoru ¥, uréeného

ortonormalni bazi {a,,a,,...,a,} plati
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k

b'=>(b-a,)a,. (17.3)

i=1
Nyni ke slibené odchylce piimky a libovolného podprostoru.

Definice 17 .4

Necht’ jsou dany podprostory ¥, = <b> a V, vektorového prostoru
V.. Odchylkou podprostorit V, a V, nazyvame odchylku vektord b
ab', kde b’ je kolmy primét vektoru b do podprostoru V.

UkéaZeme, Ze takto definovana odchylka podprostort V, a V, ma

podobnou vlastnost jako odchylka dvou jednorozmérnych
podprostoril. Tuto vlastnost vyjadiuje nasledujici véta.

Véta 17.2
Necht' V, a V, jsou podprostory V, . Potom odchylka podprostorti

V, a V, jerovnanejmensi odchylce vektori, z nichZ jeden vektor je z
V, adruhy z V,.

Diikaz:
Predpokladejme, ze 7, :<b> kde |b|=1, 7, =<a1,a2,...,ak>, kde
k

{a,,a,,...,a, } je ortonormalni baze prostoru ¥, a necht’ X = inal. je
i=1

libovolny vektor z V,. Je-li ¥, LV, potom b-x=0 a odchylka je
stale rovna 7 /2 atvrzeni véty plati.
Pfedpokladejme, Ze podprostor ¥, neni kolmy na V, . DokdZeme, ze
potom plati
b- b, S b-x ’
[BI[b"] b x]
kde b" je kolmy primét vektoru b do V.
Protoze b'=>(b-a,)a,, plyneodtud b-b'=> (b-a)*=b"".

Po uprave se nerovnost (17.4) redukuje na tvar

(17.4)
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Ib'||x|>b-x. (17.5)

Vynasobime-li vztah X = Zx ;a; skalarn¢ vektorem a; dostaneme

x, =X-a, tedy X= Z(x'ai)al. . Odtud plyne rovnost b-x=b"-x
Dosazenim do  (17.5) dostdvame  Cauchyovu nerovnost
|b"|| x| >Db"-x, kde rovnost nastava pravé kdyz pro vektory b’ , x
plati b'=cx nebo Xx=cb’, kde ¢>0. Dokazali jsme nerovnost
(17.4) atim 1 tvrzeni véty, nebot (17.4) je ekvivalentni vztahu

cos(b,b") > cos(b, x).
Casto je v podobnych ivahach uZite¢na nasledujici nerovnost.

Véta 17.3 (Besselova nerovnost)
Necht’ a,,a,,...,a, je ortonormalni systém vektori z vektorového

prostoru ¥, anecht' b je libovolny vektor z V, . Potom plati

Zk‘,(b-ai)2 < b’ (17.6)

Rovnost v (17.6) nastava pravé kdyz je vektor b linearni
kombinaci vektort a,,a,,...,a, .

Dikaz:
Je

0<b-Y(b-aja) =b -2 (b-a) +(X(b-aja) =
=b*-2>'(b-a,)’+> > (b-a,)(b-a,)a,-a,=b*-> (b-a,)’.

Pokud se tyka rovnosti, necht’ b = le.ai. Potom x, =b-a, a odtud
b* = Z(b : ai)z. Diikaz obracené implikace je obdobny.

Poznamky

1) Volime-li v (17.6) k=1, b=u, a, =’V—‘ dostavame
\"

Cauchyovu nerovnost |U-v|<|u||v|. Besselova nerovnost (17.6)
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je tedy zobecnénim Cauchyovy nerovnosti (F.W. Bessel (1784 -
1846), némecky astronom a matematik).

2) Oznacime-li b" kolmy primét vektoru b  do podprostoru
generovan¢ho ortonormdlnimi vektory a,,a,,...,a, vidime, Ze

b'=>(b-a,)a, a odtud b?=> (b-a,)*. Misto (17.6) lze tedy
psat
b <D, (17.6)'

tj. velikost kolmého primétu vektoru b do néjakého podprostoru je
mensi nebo rovna velikosti vektoru b. Besselova nerovnost je tedy
zobecnénim znamé skutecnosti, ze délka kolmého primétu usecky
do roviny je mensi nebo rovna délce dané tsecky.

3. Necht’ {a,,a,,...,a,} je ortonormalni baze vektorového prostoru V',
a necht b je libovolny vektor z V. Potom v dusledku véty 17.3.
plati

n
D cos’, =1,
i=1

kde ¢, zna¢i odchylku vektort a,,b. Je-li vektor smérovym
vektorem piimky p, potom se vyrazy cos ¢,, i=12,...,n nazyvaji

sméroveé kosiny primky p.

Snadno se pocitd odchylka pfimky od nadroviny. Pfedpokladejme, ze
zaméteni piimky je podprostor V), a zaméfeni nadroviny je
podprostor V¥, . Ortogondlni dopln¢k podprostoru V, je

jednorozmérny podprostor V', . Necht V, :<b> a Vi =<n> a
ozna¢éme b’ kolmy primét vektoru b do V, . Pfedpokladejme,
7e b=Db"+n .Provektory b,b’,n plati podle (2.7) Pythagorova véta

b>=b"?+n*>. (17.7)
Dale je

155



P. Pech: Analytick4 geometrie linearnich utvart

b-b" [b']> |b| _b-n _(b'+n)-n_|n|

= — = — = , CoOsy = =
[b b [bI[b"[ [b] [bfln|Iblin|  [b]

0s @

Dosazenim do (17.7) dostaneme
cos’ @ +cos” =1

aodtud y = % — @ . Dokazali jsme vétu:

Véta17.4
Necht jsou ¥, a V,, dvapodprostory prostoru ¥, anecht V' je

podprostor kolmy na V, . Ozna¢ime-li ¢ odchylku V, a V, _,,
potom plati

O +y = % . (17.8)
Priklad
Urcete odchylku pfimky p a roviny p v E;, jestlize p=[4,U],
p=[B,v,W], kde 4=[3,-1,3], u=(1,1,2) , B=[2,L,1],
v=(L1L-1), w=(1,0,0) .

Reseni:

1.zptisob: Nejprve urc¢ime odchylku y ptimky p a normaly roviny p.
Za normalovy vektor roviny p vezmeme vektorovy soucin
Vxw=(0,-1,-1). Dale

_Juvxw)| [(LLY)-(0-1-D| 3 3

lullvxw|  JI+1+4J0+1+1 642 2

cos
Tedy l//=%. Podle pifedchozi véty je odchylka ¢ piimky p a

. V4
roviny p rovna 3

2. zptusob: Odchylku ¢ pfimky p a roviny p uréime jako
odchylku vektoru u piimky p a jeho kolmého primétu u’ do
zaméfeni (v,w) roviny p.
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Pomoci Gram-Schmidtova procesu vektory Vv, W nejprve
ortogonalizujeme. Polozme w=w=(1,0,0), v'=v+kiw.Po
vynasobeni posledniho vztahu vektorem w’ dostaneme k£ =—1, tedy
v'=v—w= (0,1,—1). Vektory w', v’ znormujeme a dostaneme

[Oi_i

w"=(1,0,0), v J Pro kolmy pramét u’ vektoru u

plati u'=iw"+N", pfiCemz k=u-w"=1, [=u-v'=———  Po

dosazeni vychazi (1 0, 0) [0 E, ——j = ( ,——,—} Pro

odchylku ¢ plati cosg = —= l
[uffu’| 2

Poznamka

Ve druhém zpisobu feSeni piedchoziho piikladu jsme pouzili
kolmého primétu vektoru ze zaméfeni piimky p do zaméfeni
roviny p. Odchylka ptimky p a roviny p je pak rovna odchylce

vektoru ze zaméfeni p¥imky p a jeho kolmého primétu. Casto se
hovoti o kolmém primétu p' primky p do roviny p, obr.

To je ptimka lezici v roviné p, kterd je dédna napt. priseCikem P s
rovinou p a kolmym primétem jednoho svého bodu X, ktery je
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rizny od P. Mnozinou kolmych priméth vsech bodi ptimky p do
roviny p je pravé pifimka p'. Odchylka pfimky p a roviny p je
potom rovna odchylce pifimky p a jejiho kolmého pramétu p’ do
roviny p.

Nyni uvedeme vétu, kterd udava vztah mezi odchylkou vektorovych
podprostortt ¥, a V,_; a odchylkou jejich ortogondlnich doplikd.

Véta 17.5
Necht’ V, a V,_, jsou podprostory vektorového prostoru ¥, a necht

V' a V., jsou po fadé jejich ortogonalni dopliiky. Potom
odchylka podprostortt V;, a V,

. Je rovna odchylce podprostor
Via V5.

Diikaz:
Ozna¢éme odchylky podprostort ¥V, a V, ,, V" a V., V, a V.", po
fad¢ «, 5, y . Potom plati podle (17.8)

a +7=% a ﬂ+7=%

aodtud o = f.

Odchylku dvou libovolnych podprostori vektorového prostoru V,

N 24

nekolik moznosti, jak odchylku definovat. Ackoliv jsou tyto definice
riuzné, vSechny musi splyvat v ptipadech n=1,2,3. Dale je ptfirozené
pozadovat, aby se odchylka podprostort ¥, a V_ rovnala odchylce
jejich ortogondlnich doplitkkd V" a V,'.

Na zavér proto definujme odchylku dvou nadrovin, kterd v sob¢
zahrnuje posledni reédlny, dosud nezahrnuty ptipad, odchylku dvou
rovinv E;.
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Definice 17.5
Necht V., a V!, jsou podprostory vektorového prostoru V, .

Odchylkou podprostort V, , a V!, rozumime odchylku jejich
ortogonalnich dopltikd V., a V7 .

Posledni definice vyuZijeme ke stanoveni odchylky dvourovinv E,.

Piiklad
Urcete odchylku ¢ rovin p, o v E;.

ReSeni:
a) Je-li v ksss. p:ax+by+cz+d =0, o:
a,x+b,y+c,z+d, =0,
potom
|a1a2 +b,b, +clcz|

2 2 2 2 2 2
\/al +b +c¢ \/a2 +b; +c¢,

cos @ =

b) Jestlize p=[4,u,v], o =[B,W,z] potom

[(UxV)-(WxZ)]
luxVv||wxz|

cos ¢ =

Cviceni
1) Urcete odchylku rovin p =[A4,u,V], o =[B,W,z], jestlize
A=[1,23], u = (0,2,-1), v =(1,-1,0),
B=[-1,0,1],w =(1,0,-2), z =(0,1,1).

V4
Vysledek: @ = ?
2) Pfimkou p prolozte rovinu p, kterd svird s osou y tthel ¢ =45°.
p:x=-3-3t, y=4+t, z=-2+t¢t.
Vysledek: y—z—-6=0,3x+5y+4z-3=0.

3) Urcete odchylku ¢ pfimky p a roviny p,
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p:x+y+3z=0, p:2x+y+z+1=0.
x—y— z=0,

Vysledek: ¢ = % .

4) Najdéte pravouhly pramét piimky p do roviny p,

p:ix=4t p:x—y+3z+2=0.
y=4+3¢
z=-1-2¢

Vysledek: x=—4—-7s, y=1—-4s,z=1+5.

5) Urcete rovnici roviny p, kterd prochazi body 4, B a ktera je kolma
k roviné o,

A=[-1,-2,0],B=[1,1,2], o x+2y—-2z-4=0.

Vysledek: 10x—6y—z—-2=0.

6) Prisecikem piimky p s rovinou p ved’te ptimku kolmou k roviné o,
kde

pix=12+4¢ p:3x+5y—-2z-2=0, o:x—y+6z-2=0.
y=9+3¢
z=1+t

Vysledek: x =5, y=—5,z=-2+6s.
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