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PREDMLUVA

V této ucebnici jsou podany zéklady teorie algebraickych kiivek 2.
stupné, které téz nazyvame kuzeloseCkami. Pro studium této knihy se
predpokladaji znalosti zakladniho kurzu analytické geometrie linearnich
utvard, viz napi. [10]. Nékteré dilezité pojmy jsou zopakovany, aby byl
text pfistupny vétSimu okruhu ctendit.

Diilezita je filosofie vykladu. Existuje fada publikaci na téma kuzelosecky
a zdalo by se, ze je velmi jednoduché o kuZeloseckach prednéset na
vysoké Skole. Neni to vSak pravda, alespon z mého pohledu. VétSina
ucebnic o kuzeloseCkach jsou vlastné u¢ebnicemi algebry, geometrie byva
velmi malo. V tomto textu jsem se pokusil shrnout své zkuSenosti z
nékolikaleté¢ ptrednasky na Pedagogické fakulté¢ JihoCeské univerzity v
Ceskych Budgjovicich tak, aby v ném vedle algebry méla misto i
geometrie a aby se tyto dvé discipliny vzajemné dopliovaly. V textu je
zafazeno mnoho obrazk, protoze geometrie bez obrazkl neni geometrii.
Uvodni kapitoly pojednévaji o jednotlivych kuZeloseCkach a jejich
vlastnostech. Je uvedeno nékolik definic a konstrukci kuzelosecek. Byla
snaha definovat kuzelosecky riiznymi zptisoby a pokud mozno jednotnym
zpusobem. V prvni ¢ésti je kladen diiraz na geometrii, tedy na feSeni tiloh
syntetickou metodou a na nakresleni objektu. Tyto geometrické vlastnosti
jsou v zapéti vysttidany algebraickymi vlastnostmi kuzelosecek, takze
student by mél umét najit rovnici kuzelosecky z danych zékladnich prvkd,
napsat rovnici teCny danym bodem, danym smérem atd. Tento piistup se
proliné celou ucebnici.

Od kapitoly 6, tedy pfiblizné¢ v jedné poloving, jsou kuzelosecky
zkoumény jako algebraické kiivky druhého stupné. Po zavedeni
nezbytnych pojmt je provedena klasifikace kuZzeloseCek prevedenim
jejich rovnice na kanonicky tvar pomoci oto¢eni a posunuti soustavy
soutfadnic. V dalSich kapitolach jsou z algebraického hlediska zkoumany
singularni body, asymptotické sméry a stfed kuZelosecky. Dale jsou
studovany tecna a jeji zobecnéni polara, sdruzené¢ sméry a sdruzené
praméry. V zavéru jsou pomoci charakteristické rovnice a vlastnich Cisel
nalezeny hlavni sméry kuzelosecky a na zéklad¢ této metody je ukazana
klasifikace kuzelosecek a ptfevedeni rovnice kuzelosecky na kanonicky
tvar. Tato metoda je pouzita pii klasifikaci kvadratickych ploch, které
vSak zde zkoumdny nejsou. Behem vykladu byl kladen diraz na



skutecnost, Zze zavadéné pojmy nezavisi na volbé soustavy soufadnic.
Pouzivali jsme hlavné kartézskou soustavu soufadnic, ale n¢kdy i linearni,
pokud to povaha véci dovolovala.

Kazda kapitola obsahuje kromé& vykladu téz fadu feSenych piikladi. Na
konci kazdé kapitoly jsou cviceni, ktera obsahuji dalsi piiklady k
samostatné praci. V zavéru knizky ve vysledcich je mozné si vysledky
zkontrolovat.

Kromé tradicniho rysovani tuzkou s pouzitim pravitka a kruzitka byl
béhem piedndsek a cviceni pouzivan téz dynamicky software Cabri II.
Pouzivani tohoto softwaru vyZzaduje pii konstrukci ulohy stejné znalosti
jako klasické rysovani, takze v tomto sméru studentim pocitac¢ praci nijak
neuleh¢uje. Na druhé strané, rysovani pomoci pocitace je velmi vysoké
kvality, pocita¢ studenty motivuje, dynamicky software umoziuje
sestrojenim jediného bodu objektu napi. bodu elipsy zndzornéni vSech
bodit dané mnoziny, software dovoluje vytvareni hypotéz apod.
Podékovani patii recenzentim - pani doc. Ing. L. Vanatové, CSc. a panu
RNDr. J. Horovi, CSc. za peclivé piecteni rukopisu a cenné rady a
pfipominky, které ptispély ke zkvalitnéni textu.

V Ceskych Budgjovicich 16. Gervna 2004

Pavel Pech



1 Elipsa

1 Elipsa

Z.akladni vlastnosti

Definice
Elipsa je mnozina bodl v roving, jejichz soucet vzdalenosti od danych
bodii F}, F, je konstantni.

Body F;, F, nazyvame ohniska' elipsy. Spojnice libovolného bodu M
elipsy s ohnisky F,,F, nazveme pruvodice bodu M. Nékdy budeme
privodi¢em bodu M rozumét vzdalenost | MF, | popt. | MF, |. Elipsa je
potom mnozina bodi, které maji od dvou danych bodl staly soucet
pravodict . Tento soucet budeme znacit 2a, tj. plati
| MF, | +| MF, |=2a.

Vzdalenost ohnisek F,F, zna¢ime 2e a nazyvame ohniskovd
vzdalenost. Z¥ejmé plati a >e. Cislo e se nazyva (délkovd) vystiednost
elipsy a znaci vzdalenost ohnisek elipsy od stfevdu S elipsy. Misto slova
vysttednost se téz uzivad nazvu excentricita. Cislo a nazyvame délka
hlavni poloosy elipsy a &islo b=+a’ —e® nazyvame délka vedlejsi
poloosy. Ptimka, na niZ lezi ohniska elipsy Fj, F, je hlavni osa elipsy.
Body A4,B na hlavni ose elipsy, které nalezi elipse jsou Alavni vrcholy
elipsy. Pro n¢ plati | AS |=|BS|=a. Pfimka jdouci sttedem S elipsy,
kolmo na hlavni osu o, je vedlejsi osa elipsy. Body C,D elipsy, lezici
zaroven na vedlejsi ose, jsou vedlejsi vrcholy elipsy. Pro vedlejsi vrcholy

! 7 1at. "focus" = ohnisko
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plati |CS|=|DS|=b a |CF,|=|CF,|=|DF,|d4DF,|=a. Pravothly

trojhelnik SF\C nazyvame charakteristicky trojuhelnik elipsy. Jeho

strany jsou vazany vztahem a” =b? + .

Vsimnéme si, Ze v ptipade, kdy ohniska splynou v jeden bod, dostaneme

kruznici. Potom e =0, tj. kruZnice ma nulovou excentricitu a plati a =5.

V literatufe se Casto setkdvame s ndzvem excentricita pro Cislo e =¢e/a,

které budeme pro odliSeni nazyvat numericka vystrednost.

Déle zavedeme pojem vnéjSich a vnitinich bodt elipsy. Bod X se nazyva

vnejsi bod elipsy, jestlize | F, X |+ | F,X |>2a.Bod X je vnitinim bodem

elipsy, jestlize | F; X |+| F, X |<2a . Rovina je tak elipsou rozd¢lena na ti

casti

- na mnozinu vnitfnich bodi elipsy, které tvoti vnitrek elipsy (obsahuje
ohniska),

- na mnozinu bodu elipsy,

- na mnozinu vnéjsich bodu elipsy, které tvoti vnéjsek elipsy.

Rovnice elipsy

V této casti odvodime rovnici elipsy. Zvolme kartézskou soustavu
soufadnic tak, aby F, =[—e,0] a F, =[e,0] .

A=[-a,0]

D=[0,-b]

Necht' X =[x, y] je libovolny bod elipsy. Podle definice plati
| XF, | +| XF, |=2a. (1)



1 Elipsa

Rozepsanim rovnice (1) dostavame

\/(x+e)2 +y? +\/(x—e)2 +y? =2a.

Druhy scitanec na levé strané pifevedeme na pravou stranu a rovnici
umocnime. Po jednoduché upravé dostaneme

2
a (x—e) +y* =a’ —xe.
Dalgim umocnénim s vyuzitim vztahu a? —e* =b? dostidvame rovnici
X
2

+2 -1, )

Tedy kazdy bod X =[x, y] elipsy, vyhovujici (1), spliiuje rovnici (2).
Ukazeme nyni obracené, ze kazdy bod X o soufadnicich [x,y], ktery
vyhovuje rovnici (2), je bodem elipsy, tj. spliiuje vztah (1). Upravou
rovnice (2) dostaneme

2 2
y2:b2£1—x—2j nebo yZ:(az—ez)(l—x—zJ.
a a

Odtud

|XF1|:w/(x+e)2+y2 = (a+£x} =
\/ a

nebot’ z (2) plyne | x |< a, z definice elipsy pak a >e. Analogicky

e e
a+—xl=a+—x,
a a

Sectenim obou vztahli dostavame rovnici (1). a

Ukazali jsme, ze vztahy (1) a (2) jsou ekvivalentni. Mlzeme tedy
definovat elipsu také nasledujicim zptisobem:

Definice
Elipsa je mnoZina bodli X =[x, y], které vyhovuji v n¢jaké kartézské
soustaveé soufadnic rovnici
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2 2
X

— 4+ =1. 3)

Q
®|‘<
[\S)

Rovnice (3) se nazyva kanonickd rovnice elipsy.

Déle jsme ukézali, ze pro privodice libovolného bodu X =[x, y] elipsy
(3) sohnisky F, =[—e,0] a F, =[e,0] plati
|XF1|:a+£x a |XF2|=a—£x. 4)
a a
Poznamka

V ptipadé kruznice je e=0. Oznalime-li » =a =5, potom ma rovnice
kruznice o poloméru r se sttedem v pocatku tvar

xP+y’=r’,

Konstrukce elipsy
Jednotlivé body elipsy lze sestrojit nasledujicim zptisobem - tzv. bodova
konstrukce elipsy. Na tseCce omezené ohnisky F,, F, zvolme pomocny
bod / a sestrojme kruhové oblouky k;, k> o polomérech r, =|Al|,
r, =| BI'| se stiedy v ohniscich F}, F, .
k1
M; ¢ M,

V prisecicich dostavame body M,,M,, M, M, elipsy. Napf. pro bod
M, plati
|M \F, |+|M F,|=|Al|+|IB|=| AB|=2a.



1 Elipsa

Soucet pruvodict bodu M, je roven 2a, tedy bod M, nalezi elipse
s vrcholy 4, B.

Pfi rysovani nahrazujeme elipsu v okoli jejich vrcholi oblouky
v oy oo 2 v 1z v v .7
oskulacnich kruznic®. Tyto kruznice ,,nejlépe* ze vSech kruznic nahrazuji

elipsu, jak se dokazuje v diferencidlni geometrii. UkaZzme si jejich
konstrukci. Body 4,0,C doplnime na obdélnik AOCE a z vrcholu E

spustime kolmici na thlopticku AC. Prusecik této kolmice s hlavni a
vedlejsi poloosou dava stredy S, a §, pfisluSnych oskulacnich kruznic.

Opréavnénost této konstrukce mozno nahlédnout nasledujicim zpisobem.

Necht' k& je libovolna kruZnice, majici stted S na hlavni ose elipsy a
prochézejici napt. vrcholem A4 elipsy. Rovnice této kruznice mé tvar

(x—5)> +y>=(a—s)*. Pro prise¢ik X =[x, y] kruznice k s elipsou o

rovnici b*x* + a’y* =a’b* plati vztah

? 7 lat. "osculum" = polibek

11
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x’e’ =2a’sx—a’(e’ —2as)=0.

Kruznice £ bude ,,nejlépe‘ nahrazovat elipsu v okoli vrcholu A4, jestlize
jeji priaseciky A a X s elipsou splynou.

Tento ptipad nastane, jestlize ma hotejsi kvadraticka rovnice dvojndsobny
koten, tj. jestlize jeji diskriminant je roven nule. Diskriminant je roven
nule prave kdyz je splnén vztah

(as—ez)2 =0,
2 2

: y e y s ;
tj. kdyZ s =—. Pro polomér r, takové kruznice plati , =a —s =—. Pro
a a

polomér oskulacni kruznice ve vedlejSich vrcholech elipsy analogicky
2

Lo a R . ¥ 10
dostavame r, = Odtud také plyne uvedena konstrukce stfedd S, S,

oskula¢nich kruznic ve vrcholech elipsy. Plati totiz, Ze trojuhelniky ES, A
5,4] _|4E|
| AE| |CE|
vrcholech elipsy se né¢kdy nazyvaji hyperoskulacni kruzmice, termin
oskula¢ni kruznice je pak vyhrazen pro kruZznici, kterou nahrazujeme
elipsu v libovolném jejim bod¢.

Z definice elipsy plyne dalsi jednoduché konstrukce, kterd mé ptiznacny
nazev zahradnicka konstrukce elipsy.

a CAE jsou podobné. Odtud . Oskula¢ni kruznice ve

Upevnime-li konce provazku o délce 2a v ohniscich F,F,, potom pii
pohybu hrotu, pfi kterém zlstava provazek stale napnuty, opisuje hrot
elipsu, viz obrazek, ktery je pievzat ze [7].

12



1 Elipsa

Jina konstrukce elipsy je zalozena na pohybu prouzku papiru, odtud jeji
nazev prouzkova konstrukce elipsy.

Rozeznavame dvé prouzkové konstrukce elipsy - souctovou a rozdilovou.
Pii souctové konstrukci elipsy se po dvou k sobé kolmych ptimkach
pohybuje svymi koncovymi body usecka PQ délky a+b. Potom bod
X, délici asecku PQ v poméru a:b opisuje elipsu o poloosach a,b. Pti
rozdilové konstrukci se po dvou k sobé kolmych osach pohybuje svymi
dvéma koncovymi body usecka P,Q délky a—-b. NaSe tvrzeni
dokazeme napf. pro souctovou prouzkovou konstrukei.

Zvolme kartézskou soustavu soufadnic tak, aby osy x a y byly v danych
kolmych piimkach a ptredpokladejme, ze body P,Q,X, maji v této
soustavé soufadnice P=[p,0], O=[0,q], X =[x, y].

Q
a
c C
X
X
b
a b
A S P B A S P B
a-b
Q
D D
Souctova prouzkova konstrukce Rozdilova prouzkova konstrukce

Podle Pythagorovy véty plati
p’+q’ =(a+b)’. ey
Z podobnosti trojihelnikit POQ, XX,0, PX,X dale plyne

x__a y__b
p a+b’ qg a+b
a odtud
a+b a+b
pP=X a q=y
a b

13
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Dosazenim téchto vztahli do (1) dostdvame rovnici elipsy. Bod X se tedy
pohybuje po elipse.
Analogicky se provede diikaz pro rozdilovou prouzkovou konstrukci.

Poznamka

Na principu prouzkové konstrukce je zalozen pfistroj elipsograf , pomoci
kterého je mozno narysovat libovolnou elipsu. Jedna se tedy o zobecnéné
kruzitko, nebot’ umistime-li napt. v souctové konstrukei hrot X do stfedu

usecky, jejiz krajni body P,Q se pohybuji po dvou k sobé kolmych
piimkéch, dostaneme kruznici.

Tento specialni ptipad lze dokdzat téz ptimo. V pravouhlém trojuhelniku
POQ je bod X stftedem piepony PQ. Potom z Thaletovy véty plyne, Ze

délka t€znice OX je rovna polovin€ piepony, tedy je konstantni. Timto
zpusobem je feSeno napf. zavirani a otvirani dvefi ve vozidlech méstské
hromadné dopravy.

Dalsi konstrukce, tzv. trojuhelnikova konstrukce elipsy o poloosach a,b,

je nasledujici. Nad tseckami AB a CD sestrojime po fadé dve
soustfedné kruznice, tzv. hlavni vrcholovou kruznici a vedlejsi
vrcholovou kruznici. Polopfimka p vedend stfedem elipsy protina

kruznice v bodech M, a M,. Potom se rovnobé&zka s hlavni osou elipsy,
vedend bodem M,, a rovnobézka s vedlejsi osu elipsy, vedena bodem
M, , protinaji vbod€ M elipsy. Oznacime-li totiZ ¢ Uhel, ktery svira

14



1 Elipsa

poloptimka p s kladnou ¢asti osy x, potom pro soufadnice x,y bodu
M v dané soustavé soufadnic plati

x=acost, y=bsint, (2)
kde t € <0, 272). Casto piseme [x, y]=[acost,bsint].

Dosadime-li vztahy (2) do rovnice elipsy, dostaneme identitu. To
znamena, ze takto vytvoreny bod M nalezi elipse.

Y

A=[-a,0]

Rovnice (2) nazyvame parametrické rovnice elipsy.

Afinni obraz KruzZnice

Podle trojuhelnikové konstrukce ke kazdému realnému Cislu ¢ e <0,27r)
existuje jediny bod elipsy X(¢)=[acost,bsint]. Podobné mulizeme
libovolnému bodu X =[x, y] kruznice pfifadit bod X'=[x', '] elipsy,
leZicimu na rovnobéZce s osou y. Oba body X a X' maji stejné x-ové
soufadnice, pro y-ové soufadnice plati y=asint, y'=bsint. Odtud

mame y’=§ vy, obr. Toto zobrazeni pfifazuje bodu X =[x,y] bod

X'=[x', ] tak, ze plati

X
b (1)
a
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Zobrazeni dané rovnicemi (1) nazyvame pravouhla afinita . Osa x je osa
afinity. Ze vztahu (1) vidime, Ze tato pfimka je jedinda mnoZina
samodruznych bodii, tj. bodl, které se zobrazuji samy na sebe. Smér dany
dvojici sob¢ odpovidajicich bodt X, X' je smér afinity, ktery je v piipadé
pravouhlé afinity kolmy na osu afinity. Pravouhld afinita (1) zobrazi

A=[-a,0]

b

2
. . . . a
kruznici o rovnici x* +y*> =a” na kfivku o rovnici x'* + [—y'j =a’

12 12

.. . . X T y
coZ je rovnice elipsy —-+ );—2 =1. Dokazali jsme vétu:
a

Véta
Obrazem kruznice v pravouhlé afinité (1) je elipsa.

Snadno se ukdze, Ze pravouhla afinita je urena osou afinity x a parem

16
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odpovidajicich bodi X, X', kde XX' L x. Je-li Y libovolny bod roviny,
ur¢ime jeho obraz nasledovné. Sestrojime pifimku XY a jeji prunik / s
osou afinity. Bod Y lezi v pruniku pifimky X'/ a kolmice na osu afinity

bodem Y, obr.

Pravouhlé afinity mGzeme vyuZzit pii konstrukci prisecikd elipsy a
pfimky p . Predpokladejme, Ze elipsa je ddna napf. vrcholy A4,B a
ohnisky F|,F,. Sestrojime hlavni vrcholovou kruZnici v. VedlejSimu

vrcholu C odpovida bod C' na hlavni kruznici. Mame tedy par
odpovidajicich bodii, osou afinity je hlavni osa elipsy. Piimce p
odpovida piimka p', ktera prochazi prasec¢ikem ptimky p s osou afinity
a bodem R’', ktery je obrazem libovolné zvoleného bodu R piimky p, a
ktery je sestrojen podle ptfedchozi konstrukce. Pruse¢ikim X', Y’
ptimky p' s kruznici v odpovidaji hledané priseciky X, ¥ ptimky p s
elipsou.

Tecna elipsy

Ptedpokladejme, Ze bod M =[m,n] je bod elipsy o rovnici
2
e (1)
a

Bodem M vedme libovolnou pfimku r , jejiz parametrické rovnice
jsou
17
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r: x=m+ut, y=n+vt, (2)

kde ¢ je parametr a U= (u,v) je smerovy vektor piimky r.
Budeme hledat spolecné body elipsy a pifimky ». Dosad’'me proto rovnice
(2) do (1). Dostavame rovnici pro neznamou ¢ tvaru

At* +2Bt+C =0, (3)
kde

A=a’v? +b*u?,

B=vna® +umb?, 4)

C=b*m? +a’n* —a’b*.

Rovnice (3) je kvadraticka, ze (4) totiz plyne, Ze A # 0. Protoze bod M
nalezi elipse, je zfejme¢ C =0. Rovnice (3) se potom redukuje na tvar

At* + 2Bt =0. (5)
Jeden koten této rovnice je nula. Tento kofen vede, po dosazeni do
rovnice (2), kpruseciku M pitimky r a elipsy. Bod M bude

dvojnasobnym prasecikem piimky r» a elipsy, jestlize nula bude
dvojnésobnym kotenem rovnice #(At+2B)=0, tj.jestlize B=0. Ze

vztahu 0= B =vna® +umb? dostaneme napi. volbou u =na’, v=—-mb*
soufadnice u,v smérového vektoru U pfimky ». Ztejmée je takto zvoleny
vektor U vzdy nenulovy a ptfimka » v kazdém bod¢ elipsy existuje.

18



1 Elipsa

Definice

Necht’ M je libovolny bod elipsy. Pfimka, prochazejici bodem M, ktery je
dvojnasobnym prisecikem této piimky s elipsou, se nazyva tecna elipsy
s dotykovym bodem M . Ptimka, prochazejici bodem M, ktera je kolmé na
teCnu se nazyva normala v bode M.

Nyni odvodime rovnici tecny elipsy s bodem dotyku M =[m,n]. Pfimka
r ma parametrické rovnice

2
r. x=m+mna't,

y=n-mb’t.
Vylou¢ime-li z téchto rovnic parametr #, ma obecnd rovnice ptimky r
tvar
mx ny
—+—5=1L (6)
a b

Rovnice (6) je rovnice tecny elipsy (1) s bodem dotyku M =[m,n].

Poznamka
Pro lepsi zapamatovani rovnice teCny elipsy je uzite¢né vSimnout si
podoby rovnice tec¢ny elipsy (6) s rovnici elipsy (1).

V dalsi ¢asti uvedeme jednu velmi dilezitou vlastnost te¢ny elipsy, ktera
nadm umozni sestrojeni tecny elipsy v libovolném jejim bodé. Nejprve
zavedeme dalsi potiebny pojem.

Privodi¢e bodu M elipsy, tj. spojnice bodu M s ohnisky F,F,, déli
rovinu na dvé dvojice vrcholovych uhli. Té dvojici vrcholovych uhld,
ktera obsahuje stred elipsy S, tikdme vnitrni uhly privodicii bodu M .

vevr

pruvodicu bodu M . A nyni jiz ke zminéné vlastnosti tecny elipsy.

Véta

Vewr

Diikaz: Soustavu soufadnic zvolme tak, aby dana elipsa méla rovnici (1).
Pro ohniska F,F, pak je F, =[-e,0], F, =[e,0] a pro bod M elipsy
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P. Pech: Kuzelosecky

necht’ je M =[m,n]. Rovnice tecny v bodé¢ M je dana vztahem (6).
Staci ukazat, ze privodi¢e F\M a F,M svirajis tecnou ¢ stejny thel.

Ukéazeme, ze sina =sin . Pro vzdalenost | F\¢ |ohniska F|od tecny ¢

—em
2
plati podle (6) |Ft|= 4 _anra , kde jsme oznacili gzg,
! 2 2
m? n ka a
e

2 2
m

k= —4+n—4. Pro vzdalenost | F,M | ohniska F, od bodu dotyku M je
a b

podle (4) z kapitoly "Rovnice elipsy "

A _ 1
FM|=a+em a sina= =—_ Pro druhy uhel analogick
| £M FM] ka y B gicky
e";_l‘
dostaneme |F2t|= a = a-an a | F,M|=a—em. Tedy
k ka
sin,6’—M—L Odtud sina=sinffa a=p O
|F,M|  ka '
Poznamka

Této vlastnosti teCny by bylo vyuzivat napf. v medicinské praxi.
Nechame-li rotovat elipsu kolem hlavni osy, vznikne plocha zvana
rotacni elipsoid. Ptedstavte si komoru tvaru rota¢niho elipsoidu a
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1 Elipsa

umistéme do jednoho ohniska nemocny organ pacienta, ktery ozafujeme
latkou, umisténou ve druhém ohnisku. Vyzatfované paprsky se odrazeji od
stén elipsoidu do jediného bodu, do druhého ohniska. Paprsek jdouci
napf. z ohniska F| se odrazi od stény elipsoidu podle fyzikalniho zadkona
,uhel odrazu se rovna uhlu dopadu®, pfi¢emz plochu nahrazujeme
v blizkosti bodu dopadu te¢nou rovinou plochy, €ili v fezu te¢nou elipsy.
Elipsu tak mtizeme chépat jako ,,usmérnovac paprski do jednoho bodu.

Pro te¢nu elipsy dale plati nasledujici véta, které se téz n¢kdy pouziva
jako definice te¢ny.

Véta
Tecna elipsy je pfimka, kterd ma s elipsou jediny spole¢ny bod, jejiz
vSechny ostatni body jsou vné&jsi.

Diikaz: Dokézeme, Ze ptimka, kterd puli uhel pravodic¢t bodu M elipsy
ma, krom¢ bodu dotyku M, v§echny ostatni body vné;jsi.
Necht’' R je libovolny bod te¢ny ¢, riizny od bodu M. Pro priivodi¢e bodu
Rje

| ER|+|FRI= FR|+| QR[> FO[H M |+|F,M |=2a.
a odtud

| FFR|+|F,R|>2a.

Tedy bod R je bodem vnéjSim. O
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P. Pech: Kuzelosecky

Ohniskové vlastnosti elipsy

Déale vyslovime a dokazeme dvé véty, kterych se cCasto uziva ke
konstrukei elipsy z danych prvki.

Véta
Mnozina bodit soumérnych s jednim ohniskem elipsy podle vSech tecen je
kruznice se stfedem ve druhém ohnisku o poloméru 2a .

Diikaz: Predpokladejme nejprve, Ze bod Q ma vlastnost z véty, tj. je
soumérny napft. s ohniskem £, podle te¢ny ¢. ProtoZe tecna plli vnéjsi
uhel pravodict bodu dotyku M, je

| EQ[=| EM [+ |MQO|=| EM [+| MF, |=2a,

odtud plyne, ze bod M leZi na kruznici g, =(F},2a).

Necht’ obracen¢ bod Q je libovolny bod kruznice g,. Oznacme ¢ osu
usecky F,Q a sestrojme prisecik M piimek ¢ a F{Q. Bod M zfejmé
vzdy existuje, nebot’ kdyby byly pfimky ¢ a F;Q rovnobézné, potom
bude pfimka F,Q kolma na F;Q a trojuhelnik FF,Q bude pravouhly.
Odtud |FQ|<|FF,|<2a a to je spor. Pro prise¢ik M plati
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1 Elipsa

|FM | +|F,M |=|FM|+|MQ|=|F,Q|=2a, tj. bod M nalezi elipse.
Piimka ¢ prochazi bodem M a je osou uhlu QMF,, tedy je tecnou,

podle niZ je bod QO soumérny s ohniskem F,. O

Poznamka
Kruznice g, =(F,,2a), g, =(F,,2a) se nazyvaji ridici kruznice elipsy.

V dalsi vété budeme zkoumat paty kolmic spusténych z ohnisek elipsy na
teCny.

Véta
Mnozina pat kolmic spusténych z ohnisek elipsy na jeji teCny je kruznice
se sttedem ve stfedu elipsy o poloméru a.

Ditkaz: Necht bod P je pata kolmice spusténé napf. z ohniska F, na
teCnu ¢, obr. Jelikoz te¢na ¢ je osou uhlu OMF,, je bod P stfedem
ise¢ky OF, a stfed elipsy S je stfedem use¢ky F,F,. Usecka SP je

: 1
proto v trojihelniku FF,Q stfedni ptickou a | SP| =§|FIQ\ =a. Bod

P tedy nalezi kruznici v=(S,a).
Obracen¢ se obdobnym zptisobem jako v pfedchozi vété ukaze, ze
libovolny bod P kruznice v=(S,a) je patou kolmice spusténé z ohniska

na n¢jakou tec¢nu elipsy. O

Poznamka

1) Kruznice v=(S,a) se nazyva (hlavni) vrcholova kruznice elipsy.

2) Mnozina pat kolmic spusténych z pevného bodu-p6lu P na tecny
kiivky se nazyva upatnice dané kiivky vzhledem k pélu P . Upatnici
elipsy s polem v jednom ohnisku elipsy je tedy podle posledni véty
vrcholova kruznice elipsy v.

Priklad

Je dana kruznice k a uvnitt kruznice pevny bod M. VySetfete mnozinu
sttedti vSech kruznic, které se dotykaji dané kruznice k& a prochazeji
danym bodem M.
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P. Pech: Kuzelosecky

ReSeni: Oznaéme k =(0,r). Necht kruZnice / je libovolna kruZnice
spliiujici podminky ulohy, obr. Oznaéme X jeji stfed a necht’ ¥ je bod
dotyku kruznic £ a /. Jak znamo, body O, X,Y lezi na jedné pifimce a
plati

|0X|+|XM|=|0X|+|XxY|=|0Y|="r.

Tedy soucet vzdalenosti bodu X od dvou danych pevnych bodli O, M je
konstantni a bod X ndlezi elipse s ohnisky v bodech O,M, jejiz délka

hlavni poloosy je %

Obrécené, je-li bod X Ilibovolny bod uvedené elipsy, potom je
r=|0OX|+|XM |=|OX |+| XY | a odtud | XM |=| XY |. Bod X je tedy
sttedem kruznice, ktera se dotykd dané kruznice k£ a prochazi danym
bodem M.

Zavér: Hledanou mnozinou bodii je elipsa s ohnisky ve stfedu O

kruznice £ a v bod¢ M, jejiz délka hlavni poloosy je rovna % O

V posledni tloze jsme vlastn€ fesili ulohu ur€it elipsu, zname-li jeji
fidici kruznici a ob€ ohniska, z nichz jedno je ve stfedu tidici kruznice.
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1 Elipsa

Cviceni

1. Sestrojte elipsu, jsou-li dany hlavni vrcholy A4, B a bod M elipsy.

2. Zbodu R vedte teCny k elipse.

3. Kelipse ved’te teny danym smérem s.

4. Do trojuhelniku POR vepiste elipsu tak, aby dany bod F; byl jejim
ohniskem.

5. Sestrojte elipsu, je-li dano:

a) hlavni vrchol A4, vedlejsi vrchol C, délka hlavni poloosy a,

b) hlavni vrchol 4, vedlejsi vrchol C, délka vedlejsi poloosy b,

c¢) ohniska F|, F, bod M elipsy,

d) ohnisko F,, vedlejsi vrchol C, délka vedlejsi poloosy b,

e) ohnisko F|, vedlejsi vrchol C, excentricita e,

f) hlavni vrchol 4, ohnisko F), délka vedlejsi poloosy b,

g) hlavni vrcholy 4, B, te¢na ¢,

h) ohniska F|, F,, tecna ¢,

1) ohnisko F|, bod M elipsy, délka vedlejsi poloosy b, excentricita

e,

j) ohnisko F,,te¢ny t,,t,, délka hlavni poloosy a,

k) ohnisko F|, tecna ¢ s bodem dotyku 7", délka hlavni poloosy a,

1) ohnisko F;,bod M elipsy, te¢na ¢, délka vedlejsi poloosy a,

m)ohnisko F;, body M,,M, elipsy, délka hlavni poloosy a,

n) ohnisko F,, te€ny ¢,,z,,bod V vedlejsi osy.

Napiste rovnici kruznice, ktera se dotykd os soufadnic a prochazi
bodem M =[-8§,1].

Je dén trojuhelnik ABC svymi vrcholy A=[4,-1], B=[-1,-1],
C =[1,3]. Napiste rovnici kruznice trojihelniku opsané.

Napiste rovnici kruznice vepsané trojuhelniku 4 =[2,-3],
B=[16,15/2], C =[-2,0].
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2 Hyperbola

Z.akladni vlastnosti

Definice
Hyperbola je mnozina bodi v roving, jejichz rozdil vzdalenosti od danych
bodii F}, F, je konstantni.

Body F),F, nazyvame ohniska hyperboly. Konstantni rozdil vzdéalenosti

budeme znacit 2a. Spojnice libovolného bodu M hyperboly s ohnisky

F,,F, jsou priivodice bodu M. Muizeme téZ fici, ze hyperbola je

mnozina bodu, které maji od dvou danych bodu staly rozdil pravodici, t;.
|MF,| - |MF,|=2a.

Vzdalenost ohnisek Fj,F, znaCime 2e a nazyvame ji ohniskovd
vzddlenost. Podle definice plati a<e. Cislo e se nazyva délkovd
vystrednost (excentricita) hyperboly a vyjadiuje vzdalenost ohnisek
hyperboly od stredu S hyperboly. Cislo a nazyvame délka hlavni
poloosy hyperboly a &islo b=+/e* —a® nazyvame délka vedlejsi poloosy.
Pfimka, na niz lezi ohniska F|,F, je hlavni osa hyperboly. Body A4,B

hyperboly lezici na hlavni ose jsou (hlavni) vrcholy hyperboly. Pro body
A, B plati | AS |=| BS |=a . Pfimka jdouci stfedem S kolmo k hlavni ose

je vedlejsi osa hyperboly. Z definice je ziejmé, ze vedlejsi osa zadné body
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2 Hyperbola

hyperboly neobsahuje (rozdil privodict bodit na vedlejsi ose je roven
nule). Hyperbola se skldd4d ze dvou disjunktnich ¢asti, které nazyvame
vétve hyperboly. Pro body M na jedné vétvi je | MF,|—|MF, |=2a,
zatimco pro body druhé vétve hyperboly mame | MF, |—| MF, |=2a.

u, u,

Fp A a S B F2o

X € rox NI c 1y
Cislo e=— se nazyva numericka vystrednost. Numericka vystfednost
a

hyperboly je vzdy vétsi nez jedna, nebot’ e > a.
Pro urceni tvaru hyperboly jsou velmi uZitecné asymptoty u,,u,
hyperboly. Jsou to ptimky jdouci stfedem hyperboly S svirajici s hlavni

osou thel ¢, pro ktery plati tan ¢ = 2

a
Bod X se nazjva vnéjsi bod hyperboly, plati-li |F} X| - |F, X| < 2a. Bod
X se nazyva vnitrni bod hyperboly, plati-li HFlX | - |F2X ” >2a.

Hyperbola tak déli rovinu na

- vnéjsek hyperboly, ktery je tvofen vnéjSimi body,

- na body hyperboly

- a vnitrek hyperboly (obsahuje ohniska), ktery je tvoien
vnitinimi body hyperboly.
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V ptipadé, ze e= av2, potom a=>b a hyperbola se nazyva rovnoosd.

Asymptoty rovnoosé hyperboly jsou, jak snadno nahlédneme, vzdjemné
kolmé.

Rovnice hyperboly

Nyni odvodime rovnici hyperboly. Pfedpokladejme, ze hyperbola je dana
ohnisky F|,F, a délkou hlavni poloosy a. Kartézskou soustavu

soufadnic zvolme tak, aby platilo F, =[—e,0], F, =[e,0].

E~[-e,0] |A~[-a,0]

Déle predpokladejme, ze X =[x, y] je libovolny bod hyperboly. Podle
definice hyperboly plati

| XF, |~ | XF, | = 2a. (1)
Rozepsanim rovnice (1) dostadvame

\/(x+e)2 +y° —\/(x—e)2 +y2‘:2a.

Rovnici povysSime na druhou

x*+e’+y* -2a° :\/(()hte)2 +y ) (x—e)* +y?).
Po dal§im umocnéni a upravé dostaneme
a* +x’e’ —x*a’ —e*a’ —y*a’ =0.
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2 Hyperbola

S naslednym uzitim vztahu > =e® —a” ziskdme rovnici
2 2
Xy
——-—=1. (2)
b
Obracené, predpokladejme, ze bod X =[x,y] vyhovuje vztahu (2).
Chceme ukéazat, ze potom bod X nalezi hyperbole o poloosach a,b, tj.

ze plati (1). Je
IFX|=y(x+e) +37,  |FX|=y(x-e) + 1.

Vyjadtime-1i y? ze vztahu (2), po kratké upravé mame

2
|X171|= (Ex+aj — ¢
a

Q

e
=—x+a, prox>a,

—Xx+a
a a
3
_ 3)
e e
=.|l—x+a| =——x—a, pro x < —a,
a a
a
e 2 e e
|XF2|= (—x—a] =l—x—-a|=—x-a, prox>a,
a a a
“4)
2
e e
=.|—x—a| =——x+a, pro x < —a.
a a

Vyuzili jsme pii tom nerovnosti | x| > a, kterd plyne z (2), a nerovnosti
e>a z definice hyperboly. Odectenim (4) od (3) dostaneme vztah (1).
Tedy bod X nélezi hyperbole.

Rovnice (2) je kanonicka rovnice hyperboly.

Z naSich tivah vyplyva i tato moznost definice hyperboly:

Definice
Hyperbola je mnozina bodi X =[x, y] v roving, které v n&jaké kartézské

soustavé soufadnic vyhovuji rovnici

2 2
Xy

2 2
a b

Odvodime jesté parametrické rovnice hyperboly.
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Necht’ pro soutradnice bodu X =[x, y] plati

a

xX= , y=btant, (5)

cost
T 3z Y o/ -
kde e <0,2n), t# > t# - Je zfejmé, Ze vztahy (5) vyhovuji rovnici
hyperboly (2). Rovnice (5) nazyvame parametrické rovnice hyperboly.
Uvedeme jesté jiné, Casto uZzivané parametrické rovnice hyperboly,

vyuzivajici vlastnosti funkci hyperbolicky sinus a hyperbolicky kosinus.
Jak znamo, pro hyperbolicky sinus a hyperbolicky kosinus plati vztah
cosh? 7 —sinh? £ =1, pro viechna realn4 ¢.
Pfipomenime, ze
t —t t —t

e +e . e —e
cosht= S sinht =

Pro bod X =[x, y] roviny, polozme
x=acosht, y=bsinht, (6)

kde parametr ¢ je libovolné redlné c¢islo. Dosadime-li rovnice (6) do
kanonické rovnice hyperboly (2), dostaneme identitu. Rovnice (6) jsou
parametrické rovnice hyperboly.

Asymptoty hyperboly o poloosach a,b dostaneme zrovnice (2),

polozime-li na pravou stranu nulu, ;.

2 y2
—b—2=0. (7)

m|><
[\e)

Rozepsanim (7) mame
(bx —ay)(bx +ay) =0,

a odtud pro rovnice asymptot u,,u, dostaneme

b
u,: y=—;x,
b
Uy: y=—=x
a
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2 Hyperbola

Konstrukce hyperboly

Jednotlivé body hyperboly mulzeme snadno sestrojit nasledujicim
zpusobem, tzv. bodova konstrukce hyperboly. Zvolme na poloptimce
opacné k F,F, libovolny bod R a zohnisek F,,F, opiSme kruhové

oblouky k,,k, o polomérech | AR |, | BR|. Priseciky kruhovych obloukl

ky,k, davaji body M,,M,, M, M, hyperboly.

Pti konstrukci se hyperbola nahrazuje v okoli vrchol, obdobné jako
v piipad¢ elipsy, oblouky oskulacnich kruznic. Konstrukci oskulacni
kruznice popiSeme. V hlavnim vrcholu A4 vzty¢ime kolmici a jejim
prase¢ikem E s asymptotou vedeme kolmici k této asymptoté. Prasecik
této kolmice s hlavni osou dava stied S, oskula¢ni kruZnice.

Opravnénost této konstrukce 1ze vidét z nésledujici tvahy. Necht' & je
libovolna kruznice majici stted S na hlavni ose hyperboly a prochéazejici
napi. vrcholem B hyperboly. Rovnice této kruznice ma tvar
(x—5)>+y>=(s—a)’. Pro prasetik X =[x,y] kruznice &

s hyperbolou o rovnici b*x* —a’y* =a’b? plati vztah
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x’e® —2a’sx —a’(e* —2as)=0.

Kruznice k£ bude ,nejlépe” nahrazovat hyperbolu v okoli vrcholu B,
jestlize jeji priseciky B a X s hyperbolou splynou. Tento piipad
nastane, jestlize ma hotejsi kvadraticka rovnice dvojnasobny koften, tj.

jestlize jeji diskriminant je roven nule. Diskriminant je roven nule pravé
kdyz je splnén vztah

2 2
. e < . . b
nebo také s=—. Pro polomér p takové kruznice je p=s—a=—.
a a
Odtud také plyne uvedena konstrukce stfedu oskulacéni kruznice ve

vrcholech hyperboly. Plati totiz, ze trojuhelniky SAE a EAS, jsou

) 5,4 |4E|
podobné, tedy =—.
|4E| |48
Tec¢na hyperboly

Necht M =[m,n] je libovolny bod hyperboly a necht’ » je libovolna
pfimka urenda bodem M a smérovym vektorem U= (u,v).
Predpokladejme, Ze hyperbola je dana kanonickou rovnici
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2 Hyperbola

[\S)

=1. (1)

a|><
3] [\S)

|
@|‘<
3]

Rovnice ptimky 7 jsou
r: x=m-+tu,

2)

y=n+iv.

Hledejme spolecné body piimky » a hyperboly. Dosazenim rovnic (2) do
(1) ziskdme rovnici tvaru

At* +2Bt+C =0, (3)
kde pro koeficienty 4, B,C plati

A=b*u* —a*v?,

B=b*um—a’vn, 4)

C=b*m* —a*n* —a’b*.
Ziejmé je C =0, nebot’ bod M nalezi hyperbole. Rovnice (3) se potom
redukuje na tvar

At* + 2Bt =0. (5)

Tato rovnice je kvadratickd pro 4#0, tj. pro U # (a,b) nebo U # (a,—b),
jak plyne ze (4). Zvolme smérovy vektor u piimky r tak, aby U # (a,b)
a U#(a,—b). Potom rovnice (3) ma dvojnasobny koten pravé kdyz nula
vyhovuje rovnici At+2B=0, t. jestlize B=0. Ze vztahu
0=B=b*um—a’*vn vypolteme soufadnice smérového vektoru
U= (u,v) prfimky r, kterd ma shyperbolou dvojnasobny prisecik
M =[m,n]. Sta&i volit napt. u=a’n, v=b>m. Takto zvoleny vektor
u=(u,v) je zfejmé pro jakoukoliv volbu bodu M hyperboly nenulovy a
takova piimka tedy v kazdém bod¢ hyperboly existuje.

Definice

Necht M je libovolny bod hyperboly. Pfimka prochazejici bodem M,
ktery je dvojnasobnym prusecikem této ptimky s hyperbolou, se nazyva
tecna hyperboly s dotykovym bodem M . Piimka prochézejici bodem M,
ktera je kolma na tecnu se nazyva normdla v bodé M .
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Nyni odvodime rovnici tecny hyperboly s bodem dotyku M =[m,n].
Ptimka » ma parametrické rovnice

r. x=m+ nazt,
y =n+mb’t.
Vylou¢ime-li z téchto rovnic parametr ¢, ma (vzhledem ktomu, Ze
v rovnici (4) je C =0) obecnd rovnice ptimky r tvar

= 1. (6)

xm  ym

2 2
a b

Rovnice (6) je rovnice tecny hyperboly (1) s bodem dotyku M =[m,n].

Poznamka
Pro lep$i zapamatovani rovnice tecny hyperboly je uzitecné si v§imnout
podoby rovnice te¢ny (6) s rovnici hyperboly (1).

V dalsi casti uvedeme dulezitou vlastnost te¢ny hyperboly, kterda nam
umozni sestrojeni tecny hyperboly v libovolném jejim bodé&. Nejprve
zavedeme dalsi potiebny pojem.

Privodi¢e bodu M hyperboly, tj. spojnice bodu M s ohnisky F|,F,,
déli rovinu na dvé dvojice vrcholovych uhli. Té dvojici vrcholovych

vevr

M. Dvojice vrcholovych thli neobsahujici stted tvoii vnmitrni uhly
pruvodicii bodu M. A nyni jiz ke zminéné vlastnosti te¢ny hyperboly.
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2 Hyperbola

Véta
Tecna hyperboly puli vnéjsi thly pravodict bodu dotyku.

Diikaz: Tvrzeni dokdzeme analytickou metodou. Soustavu soufadnic
zvolme tak, aby dana elipsa méla rovnici (1). Pro ohniska F,F, pak je
F, =[-e,0], F,=[e,0] a pro bod M elipsy necht je M =[x,,y,].
Rovnice te€ny ¢ v bodé M je dana vztahem (6). UkaZeme, Ze pruvodice
FM a F,M sviraji s tenou ¢ stejny uhel. Staci ukézat, Ze
sina =sin . Pro vzdalenost |Ft| ohniska F,od tecny ¢ plati

—ex,
2 + 2 2
Rt = a _lex ta |, kde jsme oznatili k:w/x%+y%,
3.2 ¥ 2 ka a b
Yo Yo
a* b
=< . Pro vzdalenost |FIM | ohniska F, od bodu dotyku M je podle
a
(3) z kapitoly "Rovnice hyperboly" |FIM | =l ex, +a| a vychazi
. \Fe 1
sina = =—.
|FM|  ka

Pro druhy thel £ analogicky dostaneme
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exo_‘
2 —
L W VY F R
. B 1 . .
Tedy sm/3=|FM|:E. Odtud sina=sinffa a=p4. O
2

Pro tec¢nu hyperboly dale plati nésledujici véta, které se téz nékdy pouziva
jako definice tecny.

Véta
Tecna hyperboly je ptimka, ktera ma s hyperbolou jediny spolecny bod,
jejiz ostatni body jsou vnéjsi.

Diikaz: Dokazeme, ze ptimka, kterd pili thel privodict bodu M
hyperboly ma, kromé bodu dotyku M, vSechny ostatni body vnéjsi.
Necht' R je libovolny bod te¢ny rizny od bodu M. Pro privodice bodu
R je
| FR[=|F,R|=| F\R|=|OR| <|F,Q|=| FM || F,M |=2a
a odtud
| FFR|-|F,R| < 2a.

Tedy bod R je bodem vnéjSim. O
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2 Hyperbola

Ohniskové vlastnosti hyperboly

Déle vyslovime a dokazeme dvé véty, kterych se Casto uziva ke
konstrukci hyperboly z danych prvkd.

Véta
Mnozina bodl soumérnych s jednim ohniskem hyperboly podle vSech
teCen lezi na kruznici se sttedem ve druhém ohnisku o poloméru 2a.

Diikaz: Predpokladejme nejprve, ze bod Q ma vlastnost z véty tj. je
soumérny napf. s ohniskem F, podle te€ny ¢. Protoze te¢na puli vné&jsi
uhel privodict bodu dotyku M, plati

| BQ|=|F\M |- MQO|=| F\M || MF, |=2a.
Odtud plyne, Ze bod M lezi na kruznici g, = (F,,2a). O

Poznamka
Vsimnéme si rozdilu mezi pravé dokdzanou vétou a obdobnou vétou pro
elipsu. U elipsy je hledanou mnoZinou cela kruznice g, =(F},2a),

zatimco u hyperboly jeji podmnoZina nebo jinak feceno, z kruznice g, je
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nutno nékteré body vyjmout. Jsou to ty body, které nejsou soumérné
s ohniskem F, podle nékteré tecny. Ukazme, které body to jsou, obr.

Necht' QO je libovolny bod kruznice g,. Ozna¢me ¢ osu UseCky F,Q a
sestrojme pruse¢ik M piimek ¢ a F|Q. Bod M zifejmé vzdy existuje,
kromé ptipadu, ze ptimky ¢ a F;Q jsou rovnobézné. Potom ptimka F,Q
je kolma na F|Q trojthelnik F\F,Q je pravouhly. Z kruZnice g, je tedy
nutno vyjmout bod Q,, ktery je bodem dotyku te¢ny ke kruznici g,
z ohniska F),. Analogicky je nutno z kruZnice g, vyjmout bod Q,, ktery
je symetricky s bodem @, podle hlavni osy hyperboly.

Kruznice g, =(F,,2a), g, =(F,,2a) se nazgvaji Fidici kruznice
hyperboly.

V dalsi véte¢ budeme zkoumat paty kolmic spuSténych z ohnisek
hyperboly na tecny.

Véta
Mnozina pat kolmic spusténych z ohnisek hyperboly na jeji te¢ny lezi na
kruznici se sttedem ve stiedu hyperboly o poloméru a .

Diikaz: Necht’ bod P je pata kolmice spusSténé napt. z ohniska F, na
teCnu ¢. JelikoZ tecna ¢ je osou Uthlu OMF,, je bod P stfedem usecky
QF,, sted hyperboly S je stfedem use¢ky F,F,. Usetka SP je proto

v trojuhelniku FF,Q stiedni pfickou a |SP|:5|F1Q|:a. Bod P tedy

nalezi kruznici v=(S,a). O

Poznamka

Také zde je nutné si vSimnout rozdilu mezi pravé uvedenou vétou a
analogickou vétou pro elipsu. Hledanou mnozinou zde neni celd kruznice
v, ale pouze jeji podmnozina. Z kruznice v je nutno vyjmout body
dotyku tecen P,, P,, vedenych ke kruZnici v z ohnisek F| a F;.

Kruznice v=(S,a) se nazyva vrcholova kruznice hyperboly.
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Piiklad

Je dana kruznice k a vné kruznice pevny bod M. VySetfete mnozinu
sttedlt vSech kruznic, které se dotykaji dané¢ kruznice k a prochazeji
danym bodem M.

Reseni: Oznaéme k = (O, r) kruznici se sttedem O a polomérem r. Necht’
kruznice [/ je libovolnad kruZnice spliujici podminky ulohy, kterd ma
s kruznici £ napft. vnéjsi dotyk. Oznaéme X jeji stfed a necht’ Y je bod
dotyku kruznic k a [. Jak znamo, body O, X,Y lezi na jedné piimce a
plati
|OX |-| XM |=| OX |-| XY |=| OY |=r.

Tedy rozdil vzdélenosti bodu X od dvou danych pevnych bodi O, M je
konstantni a bod X nalezi hyperbole s ohnisky v bodech O,M, jejiz

délka hlavni poloosy je g

Obracené, je-li X libovolny bod wuvedené hyperboly, potom
r=l0X|—-| XM |=]0X |-| XY | a odtud | XM |=| XY |. Bod X je tedy
sttedem kruznice, ktera se dotykd dané kruznice k£ a prochédzi danym
bodem M.

Zavér: Hledanou mnoZinou bodi je hyperbola s ohnisky ve sttedu O

kruznice £ a v bodé¢ M, jejiz délka hlavni poloosy je rovna % O
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Dalsi vlastnosti hyperboly

V této casti uvedeme nekteré dalsi vlastnosti hyperboly. Plati véta:

Véta
Usek teény omezeny asymptotami hyperboly je ptilen bodem dotyku.

Diikaz: Vétu dokazeme analytickou metodou. Pii vhodné zvolené
2 2

e : X"y . y
soustavé soutadnic je rovnice hyperboly PRy =1, rovnice tecny ¢ s
a

bodem dotyku 7' =[x,,y,] je — - e =1 arovnice asymptot u,, u,
a

2 2

hyperboly je X——Z—Zzo. Najdeme praseciky M,N teny ¢ s
a

2
asymptotami u,, u,. Z rovnice tecny vyjadiime y a dosadime do
b2
Yo

. XX,
rovnice asymptot. Je y=|—-

2
a

a odtud

2.2 422 2 2
a -b"x b°x b
52 Yo 09y 0o

42 2 2
ay, aly, Yo
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2 Hyperbola

Protoze bod dotyku T =[x,,y,] lezi na hyperbole, je
a’ yo2 —bzxo2 =a’b’ arovnice pro vypodet priise¢ikii ma po vynasobeni
nenulovou konstantou tvar

x* =2xx,+a’ =0. (1)

Soucet kofent rovnice (1) je podle Vietovych vzorct roven 2x, a odtud

x-ové soufadnice stfedu je x,. Sttedem usecky M, N je tedy bod dotyku

[xoayo]' O

Ptedchozi vétu lze vyuzit ke konstrukci te€ny v daném bodé€, zname-li
asymptoty hyperboly. Staci sestrojit pfi¢ku, jejiz krajni body lezi na
hyperbole, a ktera je danym bodem pllena (s pomoci stfedové
soumérnosti). Vysledky véty uzijeme ve vété nasledujici.

Véta
Te¢na hyperboly spolu s asymptotami urcuje trojuhelnik, ktery ma
konstantni obsah.

Diikaz: Dokazeme, Ze obsah trojuhelnika SMN nezavisi na volbé te¢ny.
Necht M =[x,,y,] a N=[x,,y,]. Pro obsah P trojuhelnika SMN

plati P:%|SM |-|SN |sin2ca, kde 2a je thel asymptot. Déle je

|SM |cosa =x,, |SN|cosa=x,. Tedy P:lﬂsin%{. Ze

2 cos’a

vztahu (1) plyne x,x, =a’. Po dosazeni a Gipravé dostaneme vztah
P=a’tana, (2)
ktery nezavisi na volb¢ tecny. a

Na zavér této kapitoly uvedeme tlohu, ve které se vlastnosti hyperboly
vyuziva v praktické ¢innosti. Jednd se o takzvanou zvukoméricskou ulohu
(nazev je prevzat ze starsi literatury).
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Zvukoméricska uloha
Ve ttech riznych mistech 4,B,C byl v zaznamenan zvukovy signal po
fad¢ v Casech ¢,,¢,,t, . UrcCete misto zdroje signélu.

Reseni: Predpokladejme, Ze ¢asy jsou udany v sekundach a Ze plati
t,<t,<t,. V mist¢ 4 byl signdl zaznamenan nejdiive, v mist¢ B byl
signdl zaznamenan se zpozdénim ¢, —f, sekund oproti mistu A.
Predpokladame-li, Ze se zvuk §ifi rychlosti v m/s (je to pfiblizné 330 m/s),
je zdroj signalu X o (¢, —¢,)v metra dal od mista B neZ od mista 4. Tedy
pro rozdil vzdalenosti plati | XB|—| XA| =(¢, —t,)v a zdroj signdlu X
leZzi na hyperbole, jejiz ohniska jsou v bodech 4,B a 2a=(t, —t))v.
Uvazujeme pouze tu vétev hyperboly, ktera je blize bodu A4, obr.

Analogicky vySetfime situaci vzhledem k bodim B,C (ptip. 4,C). V
tomto pfipadé¢ plati pro vzdalenosti |XB|, |XC| rovnost

| XC|—|XB|=(t;—t,)v abod X lezi na hyperbole, jejiz ohniska jsou v
bodech B,C a 2a=(t;,—-t,)v. Opét uvazujeme pouze jednu vétev

hyperboly, a sice tu, ktera je blize bodu B. Prisecik dvou vétvi hyperboly
dava hledany bod X. O
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Poznamka

a) Uvedené vlastnosti hyperboly se v souc¢asné dobé velmi vyuziva pro
stanoveni polohy v roviné ¢i v prostoru s pouzitim kontrolnich bodu -
geostacionarnich druzic, které jsou zavéSeny nad zemskym povrchem. V
prostoru se misto hyperbol pouzivd prostorova analogie - rotacni
jednodilny hyperboloid. RovnéZz zvukovy signal je nahrazen jinym
druhem signalu (radiovy, laserovy, svételny apod.)

b) Dtive se k ur€eni bodu X , vzhledem k néro¢nosti vypoctu v daném
Case, nahrazovaly hyperboly jejich asymptotami.

Cviceni
1. Zbodu R vedte tecny k hyperbole.
2. Sestrojte hyperbolu, je-li dano
a) ohnisko F), asymptota m , smér s druhé asymptoty,
b) ohniska F,F, , te¢na ¢,
¢) ohniska F,F, ,bod M hyperboly,
d) hlavni vrcholy 4, B, tecna ¢,
e) ohnisko F|,te¢na ¢ s bodem dotyku 7', smér s hlavni osy,
f) ohnisko F), asymptota m , délka hlavni poloosy a,
g) ohnisko F), asymptota m , tecna ¢,
h) stfed S, asymptota m , tecna ¢, délka hlavni poloosy a,
1) ohnisko F), te¢na ¢, s bodem dotyku 7;, dalsi te€na ¢,,
j) ohnisko F,,body M,, M, hyperboly, délka hlavni poloosy a,
k) ohnisko F),tecny ¢,,¢,, délka hlavni poloosy a .
3. Sestrojte rovnoosou hyperbolu, je-li dan stied S, te¢na ¢, délka hlavni
poloosy a.

4. K hyperbole ved’te tecny, které sviraji s hlavni osou tthel 75°.
5. Uréete kanonicky tvar hyperboly x° —y> —4x+6y—-6=0.

Kuzelosecku nakreslete.
6. UrCete kuzelosecku xy+3x—y+1=0. Navod: Z rovnice vyjadrete

proménnou y.
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3 Parabola

Z.akladni vlastnosti

Definice
Parabola je mnozina bodl v roviné, které maji od daného bodu F' a dané
ptimky d stejnou vzdalenost.

Bod F nazyvame ohnisko, ptimka d je ridici primka. Spojnice
libovolného bodu M paraboly s ohniskem F a piimka kolma na fidici
ptimku prochézejici bodem M jsou privodice bodu M . Nekdy budeme
pravodicem bodu M rozumét vzdalenost | MF' | popt. | Md |. Parabola je
mnozina bodd, které maji od dané pfimky a daného bodu stejné
pravodice, tj.
| MF |=| Md |.

Vzdélenost ohniska od fidici pfimky je parametr p. Piimka kolma
k tidici pfimce d a prochdzejici ohniskem F' je osa o paraboly. Bod V
na ose, ktery puli vzdalenost bodu F' od fidici ptimky, se nazyva vrchol.
Déle zavedeme pojem vnéjSich a vnitfnich bodd paraboly. Bod X
nazveme vnéjsim bodem paraboly, jestlize | XF'| > | Xd |. Plati-li vztah
| XF'| < | Xd|, potom se bod X nazyva vnitini bod paraboly. Parabola
tak déli rovinu na tii ¢asti

- vnéjSek paraboly, ktery je tvofen vnéjSimi body,

- body paraboly,

- vnitrek paraboly (obsahuje ohnisko), ktery je tvofen vnitinimi
body paraboly.
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Rovnice paraboly

Nyni odvodime rovnici paraboly. Kartézskou soustavu soufadnic zvolme
tak, aby F :[5,0} a rovnice fidici pfimky d byla d: x:—g. Necht’

X =[x, y] je libovolny bod roviny.

[-p/2,0] V=[0,0] F=[p/2,0] X

Predpokladejme nejprve, Ze bod X nélezi parabole. Potom podle definice
| XF|=| Xd . (1

RozepiSeme-li tento vztah v soutadnicich, dostdvame

Umocnime tuto rovnici na druhou a po kratké apravé mame

y?=2px. 2)
Obracen¢ piredpokladejme, ze pro bod X =[x,y] plati rovnice (2).

2
Dosazenim za y* z (2) do vyrazu | XF |= \/ (x — g] +y? dostaneme

| XF|=

x +§| —| Xd |. Tedy plati (1).
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Rovnice (2) se nazyva kanonicka rovnice paraboly. Vzhledem k tomu
muzeme definovat parabolu nasledujicim zptisobem:

Definice
Parabola je mnozina bodii X =[x, y] vroviné, které¢ v néjaké kartézské

soustaveé soufadnic vyhovuji rovnici
y2 =2px..

Ukazme jest¢ parametrické rovnice paraboly. Zde staci polozit

x:Ltz, y=t, 3)
2p

kde ¢ je libovolné redlné cislo. Rovnice (3) nazyvame parametrické
rovnice paraboly.
Konstrukce paraboly

Libovolny bod paraboly, ktera je dana ohniskem F a fidici pfimkou d,
sestrojime takto tzv. bodova konstrukce paraboly.

Nejprve sestrojime vrchol V' paraboly, ktery lezi na ose o a pro ktery je
|VF |=|Vd|. Dale vlibovolném bodé¢ R polopifimky VF sestrojime
kolmici k ose paraboly a najdeme jeji pruseciky M ,,M, skruZnici £,
kterda ma stfed v ohnisku F a polomér |Rd|. Body M,,M, zjevné
nalezi parabole.
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Pii konstrukci nahrazujeme parabolu v okoli vrcholu V obloukem
oskulacni kruznice. Jeji stfed S sestrojime snadno, nebot’ jak se dokazuje
v diferencidlni geometrii, polomér oskula¢ni kruznice paraboly v jejim
vrcholu je roven parametru p. Staci tedy nanést vzdalenost p =| Fd | na
polopitimku VF a dostaneme stied S oskulaéni kruznice paraboly.
Opravnénost této konstrukce mizeme nahlédnout nasledovné.

X=[x.y]

V=[0,0]\ F=[p/2,0] S=[s,0] X

M¢gjme libovolnou kruznici k£ se sttedem S =[s,0] na ose paraboly, o
rovnici (x—s)*> + y*> =s?, kterd ma s parabolou y” =2px spoleény
vrchol V' =[0,0]. Pro prise¢ik X =[x, y] kruznice s parabolou plati
rovnice

x* =2x(p—-s5)=0.
Prasecik X splyne s vrcholem paraboly, jestlize ma tato rovnice

dvojnésobny koten, coz nastane praveé kdyz s = p.

Tecna paraboly

Ptedpokladejme, ze bod M =[m,n] je bodem paraboly o rovnici

y? —2px=0. (1)

Bodem M ved’me libovolnou piimku r, jejiz parametrické rovnice jsou
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r.: xXx=m+ut,

2)

y=n-+vt,

kde ¢ je parametr a U =(u,v) je smérovy vektor.

Budeme hledat spole¢né¢ body paraboly a pifimky r. Dosad’'me proto
rovnice (2) do (1). Dostavame rovnici pro neznadmou ¢ tvaru

At* +2Bt+C =0, (3)
kde
A=,
B =nv- pu, 4)
C=n*-2pm.

Protoze bod M nélezi parabole, je ziejmé C =0. Rovnice (3) se potom
redukuje na tvar

At* + 2Bt =0. (5)
Rovnice (5) je kvadraticka praveé kdyz A4 # 0 a to nastane podle (4) pouze

v ptipad¢ kdy v#0. Zvolme tedy smérovy vektor u=(u,v) pfimky r
tak aby nebyl rovnobézny s osou paraboly. Jeden kofen této rovnice je
nula. Tento kofen vede, po dosazeni do rovnice (2), k praseciku M
pfimky 7 a paraboly. Bod M bude dvojnasobnym prisecikem piimky r

a paraboly, jestlize nula bude dvojnasobnym kotfenem rovnice (5)
t(At +2B)=0, tj. jestlize B=0. Ze vztahu 0= B =nv— pu dostaneme
napt. volbou u =n, v=p soufadnice u,v smérového vektoru u piimky

r. Ztejmé je takto zvoleny vektor u vzdy nenulovy a ptimka » v kazdém
bod¢ paraboly existuje.

Definice

Necht M je libovolny bod paraboly. Pifimka prochdzejici bodem M,
ktery je dvojndsobnym prisecikem této pfimky s parabolou, se nazyva
tecna paraboly s dotykovym bodem M. Ptimka prochazejici bodem M,
ktera je kolma na tecnu se nazyva normdla v bodé M.

Nyni odvodime rovnici tecny paraboly s bodem dotyku M =[m,n].

Piimka » ma parametrické rovnice
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r. x=m-+in
y=n+1p.

Vylou¢ime-li z téchto rovnic parametr #, ma obecnd rovnice pifimky r
tvar

ri yn—p(x—m)—n’=0. (6)
Odecteme-li od obou stran rovnice (6) vyraz pm, lze tuto rovnici

(protoze bod M nalezi parabole, je n* —2pm=0) upravit na nasledujici
tvar

r: yn—p(x+m)=0. (7
Rovnice (7) je rovnice tecny paraboly (1) s bodem dotyku M =[m,n].

Poznamka
Pro lepsi zapamatovani rovnice teény paraboly je uzite¢né si vSimnout
podoby rovnice te¢ny (7) s rovnici paraboly (1).

Dale dokazeme dulezitou vlastnost te¢ny paraboly, které se téz, obdobné
jako u elipsy, vyuziva v praxi. Nejprve vsak zaved'me pojem uhlu
pravodict. Privodice bodu M paraboly d€li rovinu paraboly na dvé
dvojice vrcholovych thli. Ty dva vrcholové tihly, z nichz jeden obsahuje
vrchol paraboly, jsou vnejsi uhly privodici bodu M paraboly. Zbylé dva
vrcholové thly jsou vnitrni uhly privodicu bodu M. A nyni slibena véta:
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Véta
Tecna paraboly puli vn¢jsi thel privodici.

Diikaz: Vétu dokazeme uzitim analytické metody. Pro parabolu o rovnici

yr=2pxije F :[5,0} , rovnice te¢ny ¢t v bodé¢ M =[x,,y,] paraboly je

podle (7) ¢t: px—y,y — px, =0 aplati yo2 =2px,.

Ukéazeme, Ze uhly, které svird tecna ¢ s pfimkami OMa FM jsou
shodné. Stac¢i ukdzat, ze je splnéna rovnost sina =sin . Plati
2
L+pxo
) | Ft| 2 p . ‘s
sina = = =—, kde jsme oznacili

|FM | 2
NP+, (x—gj + ¥y

2
-y, +2
k:m. Analogicky sin = 10t _ 1) Px, | _P

| MO \/pz"'yoz | xq | k

tedy sina=sinfa a=p. O
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Pravé dokadzana vlastnost teCny paraboly ma Siroké pouziti v praxi.
Naptiklad pfi konstrukci svitilen mé svitilna tvar rotaéniho paraboloidu,
ktery vznikne rotaci paraboly kolem osy. Situaci miizeme sledovat na
fezu paraboloidu rovinou obsahujici osu rotace. Rezem je parabola,
vjejimz ohnisku je umisténo vlakno zarovky. Svételné paprsky se
odrazeji od stén paraboloidu do jediného sméru, ktery je rovnobézny
s osou rotace. Parabola tak plsobi jako usmérnovac, ktery paprskiim
vSech moznych smérti ddva jediny smér. Na stejném principu jsou
zalozeny 1 televizni parabolické antény, slune¢ni pece apod.

——
——
ﬁF

Pomoci pfedchozi véty dokdzeme nasledujici vlastnost te¢ny paraboly,
které se n¢kdy uziva k definici tecny paraboly.

Véta
Tecna paraboly je ptimka, ktera ma s parabolou jediny spole¢ny bod, jejiz
vSechny ostatni body jsou vnéjsi.

Diikaz:
Vétu dokdzeme syntetickou metodou. Je-li R libovolny bod tecny ¢
paraboly, rizny od bodu dotyku M, potom | RF |=| RQ|, protoze tecna ¢

puli vn&jsi thel privodi¢id bodu dotyku M. Z pravothlého trojuhelnika
QOXR déle plyne |RQ|>|Rd|. Odtud |RF|>|Rd]|, tedy bod R je

vnéjsim bodem paraboly. O

Déle nasleduji dvé véty, které pojednavaji o mnoziné bodi soumérnych
s ohniskem podle tecen a 0 mnozin¢ pat kolmic z ohniska na tecny.
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Véta
Mnozina bodl soumérnych s ohniskem paraboly podle vsech tecen je
fidici ptimka d.

Diikaz: Necht bod Q je soumérny s ohniskem F podle te¢ny ¢. Protoze
teCna puali vnéjSi uhel pravodich, jsou trojuhelniky PFM a POM
shodné. Odtud |QM |=|FM |, tj. bod Q nalezi fidici pfimce d.
Obracené, necht’ Q je libovolny bod fidici pfimky d. Sestrojime osu ¢
usecky QF. Rovnobézka s osou paraboly bodem @ vzdy protne piimku
t vbodé M, pro ktery plati | OM |=| MF'| nebot’ ¢ je osa useCky QF.

Bod M tedy nélezi parabole a ptimka ¢ je jeji te€nou. O

Véta
Mnozina pat kolmic spusSténych zohniska paraboly na jeji teCny je
vrcholova te¢na v.

Diikaz: Necht bod P je patou kolmice, ktera je spusténa z ohniska F' na
teCnu . Bod P je sttedem strany QF a bod V' je sttedem strany DF.

Potom je ptimka PV stfedni pfickou v trojuhelniku DFQ, odkud plyne,
Ze bod P naleZi vrcholové tené v.
Dukaz obracené implikace je analogicky. O
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V dalsi ¢asti zavedeme dva nové pojmy. Necht je v libovolném bodé¢ M
paraboly sestrojena teCna ¢. Bod dotyku M promitneme kolmo na osu
paraboly o do bodu M'. OznaCme pismenem K prusecik teény ¢
sosou o apismenem N prisecik normaly n s osou paraboly o. Potom
useCku KM' nazyvame subtangenta a useCku M'N subnormdla.

Plati nasledujici véta:

Véta
Subtangenta je pulena vrcholem a délka subnormaly je rovna parametru
p paraboly.

Diikaz: Obé tvrzeni véty plynou okamzit¢ z pravouhlého trojuhelnika
KM'M a pravothlého trojuhelnika NM'M, ktery je shodny

s trojuhelnikem FDQ. Déle je vhodné si uvédomit, Ze ctyfuhelnik
KFMQ je kosoctverec. O

V nasledujici véteé uvedeme vlastnost paraboly, které se Casto vyuziva ke
konstrukci paraboly z danych prvkii.

Véta
Piimka, kterd spojuje prusecik dvou tecen paraboly se stiedem spojnice
jejich bodi dotyku je rovnobézna s osou paraboly.

Diikaz: Oznacme prisecCik tecen paraboly ¢,,7, pismenem R a jejich
body dotyku po fad¢ 7,,7,, obr. ProtoZe tec¢na pili Ghel privodict, je
tecna ¢, osou usecky FQ, a teCna t, osou usecky FQ,. Proto plati
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| RO, |=| RF |=| RQ, |, a to znamena, Ze body Q,,F,Q, lezi na kruznici
k =(R,|RF|). Bodem R ved'me rovnobézku s s osou o paraboly. Pfimka
s je kolma na usecku Q,0,, ktera je tétivou kruznice k. Jak znamo, z
vlastnosti tétivy kruznice, kolmice na tétivu Q,Q, stfedem R kruZnice
protina tétivu Q,0, v jejim stiedu U. Piimka s protina strany lichobéZnika
0,0,T,T, s pravymi uhly pii vrcholech Q,,0, v bodech U a S. ProtoZe
sI1OT, 11 0,T,, je usecka US stfedni pficka lichobéznika Q,0,T,7,.
Odtud plyne, Zze bod S je sttedem strany 7,7, . Ukazali jsme, ze pfimka
RS |o. O

Poznamka

Piimka RS se nazyva primér paraboly. Pozdéji ukdzeme, Ze te€na v bodg,
v némZ RS protina parabolu je rovnobézna s 7;7,. Obdobna vlastnost
plati i pro elipsu a hyperbolu. V téchto ptipadech si je tieba uvédomit, ze

pramér elipsy 1 hyperboly prochézi sttedem kuZzelosecky. Pokuste se véty
pro elipsu a hyperbolu zformulovat.

Cviceni
1. Zbodu R vedte tecny k parabole.

2. K parabole ved’te te¢ny danym smérem s.
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3. Sestrojte parabolu, je-li dano:

a)
b)
c)
d)
e)
f)
g)
h)

D

osa o, bod M paraboly, parametr p,

vrchol V', te€na ¢t s bodem dotyku 7,
vrcholova te¢na v, bod M paraboly, parametr p,
osa o, vrchol V' ,bod M paraboly,

osa o, ohnisko F',teCna ¢,

osa o, tecna ¢ s bodem dotyku T,

ohnisko F', te¢ny ¢,,t,,

vrcholova te¢na v, tecny ¢,,¢,,

ohnisko F', body M, M, paraboly,

ohnisko F',tecna ¢, bod M paraboly,
vrcholova te¢na v, te¢na ¢ s bodem dotyku 7',
fidici ptimka d , tecny ¢,,¢,,

m) fidici pfimka d , te€na ¢, bod M paraboly,

n)

tecny ¢,,¢, ajejich body dotyku 7,7, .

4. Zbodu P na fidici pfimce d ved'te teCny k parabole. Dokazte, ze
te¢ny jsou vzajemné kolmé.

5. Ukazte, ze rovnici 2y +2x-4y+1=0 je dana parabola, uréete jeji

parametr p a vrchol.
6. UrCete mnozinu bodt, které maji od pfimky g a bodu M staly soucet
vzdalenosti. Navod: Reste analytickou nebo syntetickou metodou.

7. Uréete parametr a vrchol paraboly y® —10x—2y=0. KuZelosetku
nakreslete.
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4 KuZelose¢ky jako fezy na kuzelové ploSe

Rezy na rotacni kuzelové plose

Kftivky, kterymi jsme se zabyvali v pfedchozich kapitolach, se souhrnné
nazyvaji kuzelosecky, nebot’ je lze ziskat, jak sdm nézev napovida, jako
fezy na kuzelové ploSe. Pfi fezu rotacni kuzelové plochy rovinou, ktera
neprochazi vrcholem kuzelové plochy totiz dostaneme pravé jen elipsu,
hyperbolu nebo parabolu. Typ kuzelosecky, ktery obdrzime, je zavisly na
tom, pod jakym tithlem protind rovina fezu kuzelovou plochu.

Ozna¢me o uhel, ktery sviraji povrchové ptimky rota¢ni kuZelové plochy
s rovinou kolmou k ose rotace. Oznacme dale B uhel, ktery svird rovina
fezu o srovinou kolmou k ose rotacni kuzelové plochy. Potom mohou
nastat tyto tii pfipady:

a) o>, fezem je elipsa.
b) o =, fezem je parabola.
c) a. <, fezem je hyperbola.

Ditikaz tohoto tvrzeni podava nésledujici véta:
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Véta (Quételetova-Dandelinova')
Rovina o, kterd neprochazi vrcholem kuzelové plochy a kterd svira

s rovinou kolmou k ose rota¢ni kuzelové plochy thel B mensi nez je thel
a, ktery sviraji povrchové pfimky kuzelové plochy s rovinou kolmou

k ose rotace, protind kuzelovou plochu v elipse. Je-li tthel a roven uhlu
B, potom rovina o protind kuzelovou plochu v parabole. Je-1i thel 3

vétsi nez thel o, potom fezem roviny ¢ a kuzelové plochy je hyperbola.

Ohniska F' a F" popt. ohnisko F v piipad¢ paraboly, jsou body dotyku
kulovych ploch «',x" vepsanych kuzelové plose, které se zaroven

dotykaji roviny fezu o.

Diikaz:
a) elipticky rez
V tomto ptipadé predpokladejme, ze o >f:

Necht’ P je libovolny bod fezu. Uk4zeme, ze plati
| PF'|+| PF"|=| AB], (1)

! &ti: Kételetova - Dandelenova. L. A. J. Quételet (1796-1874) - belgicky matematik a
astronom, zakladatel matematické statistiky, G. P. Dandelin (1794-1847) - belgicky
fyzik a matematik.
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kde body F' a F" jsou body dotyku kulovych ploch k" a «”, které jsou
vepsany kuzelové ploSe a dotykaji se roviny ¢ fezu. Dale jsme oznacili
k',k" kruznice, podél kterych se kulové plochy k' a " dotykaji dané
rotaéni kuzelové plochy a P', P" znali spole¢né body povrchové piimky
p kuzelové plochy prochazejici bodem P a kruznic k' a k".

Dukaz je zaloZen na této vlastnosti: Vedeme-li bodem P tecny ke kulové
plose, potom useky na teéné z bodu P do bodu dotyku jsou stejné. Proto
plati | PF'|=| PP'|, | PF"|=| PP"| a odtud

| PF'|+| PF"|=| P'P"|.

Tim jsme jiz ukazali, ze fezem je elipsa, nebot’ vzdalenost | P'P"| je
nezavisla na volbé bodu P. Nyni jesté ukazeme, ze | P'P"|=| AB|. Plati

totiz
| P'P"|=|A'A" |=| A'A|+| AA" |=| AF' |+| AF" |=| AF" |+| F'F"|+| AF"|.
2)
Analogicky je
| P'P"|=|BF'|+|BF"|=|BF'|+|F'F"|+|BF'|. 3)

Porovnanim pravych stran (2) a (3) dostaneme | AF" |=| BF''| a napf. ze
vztahu (2) plyne

| P'P"|=| AF" |+| F"F'|+| F'B|=| AB].
Odtud dostavame vztah (1). Rezem je elipsa s velikosti hlavni osy
2a= AB]|.

b) parabolicky rez:
Nyni je a=f. Ukazeme, ze pro libovolny bod fezu roviny o a rotacni
kuzelové plochy plati
| PF|=|Pd|,

kde ptfimka d je prusecnice roviny A obsahujici kruznici k, podél niz se
kulova plocha « dotyka kuzelové plochy, a roviny fezu c. Je

| PF|=| PP'|=| QQ"|.
Z rovnobéznika PQQ'd plyne rovnost | QQ'|=| Pd | a odtud nase
tvrzeni, obr.
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c) hyperbolicky rez:
Nyni predpokladejme, Ze thel o, ktery sviraji povrchové piimky
kuzelové plochy s rovinou tvofici kruznice, je mensi nez thel B, ktery

svird rovina fezu s rovinou tvofici kruznice. Ozna¢me déle P libovolny
bod fezu. Dokazeme, ze plati

| PF"|—| PF"|=| AB].
Je
| PF"|—| PF'"|=| PP"|—| PP"|=| P'P"|.
Vzdalenost |P'P"| nezavisi na volbé bodu P, proto je rozdil

| PF"|—| PF'| konstantni a fezem je hyperbola. Ukazme, Ze tato
konstanta je rovna | AB|. Plati

| P'P"|=| A'A" |=| AA" |—| AA' |=| AF"|—| AF'|=| AB|+|BF"|—| AF']|.
Zcela analogicky je
| P'P"|=|B'B"|=| BB"|-| BB" |=| BF'|—| BF"|=| AB |+| AF'"|—| BF"|.
Porovnanim obou poslednich vztahii dostavame rovnost
| AF'"|=| BF"|
a odtud
| P'P"|=| 4B,
coz jsme chtéli dokazat, obr.
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Ridici pimka kuZeloseky

Pfi zkoumani kuzelosecek je na prvni pohled patrny rozdil v definicich
elipsy a hyperboly na stran¢ jedné a definici paraboly na stran¢ druhé.
V definici elipsy a hyperboly se zkouma soucet a rozdil pravodi¢t bodi
od dvou danych bod, zatimco v definici paraboly se zkoumaji pritvodice
bodl od dané piimky a bodu. Pokusme se tuto nejednotnost odstranit a
definovat vSechny tfi kuzeloseCky stejnym zplsobem. Nejprve zavedeme
pojem fidici ptimky i pro elipsu a hyperbolu.

Ridici piimky elipsy a hyperboly
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4 Kuzelosecky jako fezy na kuzelové plose

Definice
Ridicimi primkami d,,d, elipsy (hyperboly) nazyvame piimky, které

. . , , . a . . c 1
jsou kolmé na hlavni osu ve vzdalenosti — od stfedu, kde ¢ je numericka
€

vysttednost elipsy (hyperboly).

Pfipomenime, 7e € ZE, kde e je (délkova) vysttednost. V piipad¢ elipsy
a

2
. a _a X rar s ur vr NURT
je a>e, aproto —=—>aqa. Ridici pfimky d,,d, tedy lezi vné elipsy a
€ e
2

elipsu neprotinaji. V pfipad¢ hyperboly analogicky vychazi a_2 - a,
e e

nebot’ a<e. 1 vtomto piipad¢ fidici pfimky hyperboly hyperbolu
neprotinaji.

Odpovéd’ na zplsob, ktery definuje elipsu, hyperbolu a parabolu
jednotnym zplsobem, dava nasledujici véta:

Véta
Kuzelosecka je mnozina bodu v roving, které maji od daného bodu F a
dané pfimky d staly pomé&r vzdalenosti rovny konstanté €. Je-li € <1,

kuzelosecka je elipsa, pro € =1 je kuzelosecka parabola a pro €>1 je
kuzelosecka hyperbola.

Dikaz:
a) V piipad¢ elipsy zkoumejme nejprve pomér vzdalenosti libovolného
bodu elipsy M =[x,y] od ohniska F, =[e,0] a fidici pfimky

d,: x=2 Je

4
e Y e e a
|MF2|=1/(x—e)2+y2= (a——xj za——xza——xza—&xzt{——x],
a a a &
4
a odtud
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|MF2| :s=£<1
|Md2| a

Obracené, necht’ bod M je takovy bod roviny, pro ktery plati

=g<],

kde F, je libovolny bod a d, libovolna pfimka roviny. Oznacme p

2
a

. T DR v e
vzdalenost ohniska F, od fidici pfimky d,. Polozme e=—, p=——e.
a e

2
€

Potom a = L. p, e=
1-g> " l1-¢
Zvolme kartézskou soustavu soufadnic tak, aby M =[x, y], F, =[e,0] a

2p'

a

d,: x=2 Potom je IMF,|=y/(x-e)* +y* a |Md,|=
€

——X
€

dosazenim ho hotejSiho vztahu mame

Jix—e)Y +y’=¢
£

a

a
— =X

Tuto rovnici umocnime na druhou
(x—e)’ +y’=(a—&)’,
a odtud
2 2
X
RASEE

2
a

=1.

%)

Stejny vysledek dostaneme, budeme-li zkoumat pomér vzdalenosti
libovolného bodu M elipsy od ohniska F; a fidici pfimky d,.

b) V piipadé hyperboly zkoumejme opét pomér vzdalenosti libovolného
bodu M =[x,y] hyperboly napf. od ohniska F, =[e,0] a od fidici

pfimky d, : x=2
€

Pro body jedné vétve hyperboly, pro néz je x > a, vychazi
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——x a=&—-a=¢ x——
&

Pro body M =[x, y] druhé vétve hyperboly je x<—a aplati

|MF|—1/(x ey +y° 1/ —x a

\Md, =2 - x.
&

—xa

|MF|—1/(x e)’ +y° = —x a

| Md, |—x——
&

—xa

———x+a——gx+a = (——x]

Pro vSechny body hyperboly tedy skute¢né plati
[MEy|
‘s 1.
|Md 2| a

Dikaz opacné implikace je zcela obdobny jako v pfipadé elipsy a
nebudeme jej provadét.
Totéz vychazi, vezmeme-li dvojici F},d,.

c) Pro parabolu, kterd je ddna ohniskem F a fidici pfimkou d, plyne
piimo z definice

[MF]

W =

kde M je libovolny bod paraboly. O

Pravé dokazanou vétu je mozno téz snadno dokazat pomoci Dandelinovy-
Quételetovy véty. Ukazme si to na piipadu elipsy.

Ozna¢me piimku, v niz se protinaji rovina kruznice, podél niz se dotyka
kulova plocha k' kuZelové plochy, a rovina fezu o, pismenem d'.
Ukazeme, ze pomér vzdalenosti libovolného bodu P fezu od bodu F' a
ptimky d' je konstantni a mensi nez jedna.

Je

[P _|PP|_loa]_|4B°]_sinp
\Pd’| |Pd'| |Pd| |4B| sina

= ¢ = konst.
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o~ C W v W e
Ukéazeme jeste, Zze e =—. Je
a

| AB® |=| AA"|-| A'B° |=| AF'|~| BF'|=2e,

odtud
‘ABO‘ 2e e
E="——=—2=—,
|AB| 2a a

Obdobny dikaz pro hyperbolu pfenechame ¢tenafi.

Cviceni

1. Dokazte, ze fezem rotacni valcové plochy a roviny, ktera neni
rovnobéznd s osou valcové plochy, je elipsa. Navod: Jedna se o
analogii Dandelinovy - Quételetovy véty na valcové plose.

2. Ukazte na ptikladech z praxe, kde vSude se vyskytuji kuzelosecky.
Pokuste se najit vSechny druhy kuzelosecek - elipsu, hyperbolu i
parabolu v jednotlivych oborech lidské ¢innosti, napt. v uméni, v
architektufe a stavebnictvi, ve fyzice, v primyslu apod.
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5 Transformace soustavy souradnic

V této kapitole se budeme zabyvat otdzkou, jak se méni soufadnice bodi
afinniho prostoru A, pfi zméné linearni soustavy soufadnic. Ve druhé

casti budeme zkoumat transformaci kartézské soustavy soufadnic v
eukleidovském prostoru. Zopakujeme strucné pojem linearni soustavy
souradnic, viz [10].

Definice
Necht P je pevné€ zvoleny bod z A4, a necht {e,,e,,...,e, } je baze
zaméfeni V, . Potom linedrni (afinni) soustavou souradnic S v A,
rozumime (n+1)-tici

S={P,e.e,,...e,} (1)

R

Bod P se nazyva pocatek linearni soustavy soufadnic S.

Linearni soustavou soufadnic (6) je kazdému bodu X € 4, jednoznacné

pfifazena uspofadand n-tice redlnych Cisel [x,, x,,..., x, ] tak, Ze plati

X—Pzzn:xl.e[. )

i=1

Vztah (2) lze téz psat v ekvivalentnim tvaru

X=P+) xe, 2%

i=1
ve kterém je bod X vyjadien jako soucet bodu a vektoru. Cisla
Xy 5 Xy pee X nazyvame soufadnice bodu X a  zapisujeme

n

X=[x,%5,....,x,].

Obdobn¢ zavadime soufadnice vektoru. Je-li u libovolny vektor
n

vektorového prostoru V, ze zaméfeni A4, a plati-li u= Zuiei, nazyvame
i=1

¢isla u,,u,,...,u, soufadnice vektoru U a piSeme U= (u,,u,,...,u,). Pro

vetsi piehlednost budeme psat soutadnice bodii ve hranatych zavorkéch a
soufadnice vektorti v kulatych zavorkach.
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Soutadnice bodu X resp. vektoru U zdvisi na volbé soustavy soufadnic
S. Zménime-li §, zméni se i soufadnice bodu X. Jak se méni souradnice
bodu X pfi zméné soustavy soufadnic je pfedmétem nasledujicich tvah.
Necht X je libovolny bod afinniho prostoru 4, . Pfedpokladejme, ze bod
X ma vlinearni soustavé soufadnic S = {P,el,ez,...,en} soufadnice
X =[x,,x,,...,x,]. Probod X potom plati vztah (2°).

Zvolme nyni jinou soustavu soufadnic S'={0.e.e}....e.}
Predpokladejme, Ze v plvodni soustavé soufadnic S ma bod Q
soufadnice [q,,q,,...,4,], 1.

Q=P+iQiei (3)

a necht pro vektory e; ,,¢arkované* baze plati

e =a,e +a,e, +..+a,e

In~n

e, =a,€ +aye, +..+a,,e

n

e =a,e +a,e,+..+a,e

nn=-n?

nebo

=

el=Yae,. 4

a;; ap a,
A= ay Qayp s,
anl an2 ann

se nazyva matice prechodu od baze {e,,e,,...,e, } kbazi {e/,e},...,e }.
Soufadnice bodu X v ,nové“ soustavé soufadnic S’ oznaéme
X =[x],x5,....,x ], t.

X=0+) xle. (5)
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Dosazenim vztahii (3) a (4) do rovnosti (5) dostdvame
X=0+ Zx;elf =P+ Zqiei + in'Zaijej =P+ Z(Zaijx; + qjjej.
i=1 i=1 =l j=1 j=1 \Ui=l

Porovnanim s (2”) dostavame
n

X; :zaijxlf +q;, j=12,..n (6)
i=1

Vzorce (6) jsou transformacni rovnice, které vyjadiuji vztah mezi
Hstarymi® a ,novymi* soufadnicemi bodu X. Vztah (6) lze piehledné
napsat pomoci matic. Povazujeme-li totiz soufadnice bodit X a Q za

matice typu (L,n) a oznaCime-li je pismeny X =(x,x,,..,X,),
X'=(x{,x5,....,x)), Q=(q,,9,,----9,), dostavame transformacni
rovnice (6) v maticovém tvaru

X=X"A+Q. (7)
Obdobné¢ nyni odvodime vztah pro soufadnice vektoru v ptivodni a nové
soustaveé soutadnic.

Necht' libovolny vektor U ma vsoustavé S resp. S’ soufadnice
U=(u,Uy,...,ut,) TeSPp. U= (U, Us,...,U. ).

Potom je U= u,e, = > ule| avzhledem k (4) mame
i=1 i=1

n

n n n n
u= Z“;e; = Z”;Zatjej = Z(Zazf”i’je/’
i-1 1 = -1

=l j=1
a odtud porovnanim soufadnic

n

u, = aiju;, j=L2,...,n. (8)
i=1

Vzorce (8) jsou transformacni rovnice pro soufadnice vektoru u.
Ozna¢ime-li U =(u,,u,,...,u,), U'=(u,,u;,...,u,) matice typu (1,n),
muzeme vztah (8) vyjadfit v maticovém tvaru

U=U'A. 9)
Potfebujeme-li vyjadiit X' ve vztahu (7) pomoci X, staé¢i vynasobit

maticovou rovnici (7) matici inverzni k matici A.
Dostavame
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X'=XA'"-QA™".
Pro U’ v (9) analogicky plati
U'=UA".
Piipomefime, Ze inverzni matice A~ k matici A vzdy existuje, nebot

matice pfechodu A je regularni. Vyjadiime-li totiz prvky necarkované
baze pomoci ¢arkované, mame

e, =2 ajye, (10)
k=1

kde A’'=(a);) je matice ptechodu od baze {e;,e),....,e,} kbazi
{e,.e,,...,e,} . Dosazenim za e, z(10) do (4) dostaneme

n n n n
r_ _ roar oAt
i —Z%e.f —Z%Za;kek = Z%-ajkeka
j=1 k=1

J=1 Jok=1

a odtud, porovname-li levou a pravou stranu posledni rovnosti, dostaneme
N k
! —_—
2 a;a =87,
J=1

tj. maticové vyjadieno AA'=1, kde | je jednotkova matice. Soucin
dvou ¢tvercovych matic je jednotkovéd matice a to je mozné pouze tehdy,
jsou-li matice A a A’ regularni.

Definujeme-li na zaméteni V, afinniho prostoru A, skalarni soucin,

n

dostaneme eukleidovsky prostor £, . V eukleidovském prostoru je
vyhodné zvolit soustavu soufadnic § = {P,e1 ,€, ,...,en} tak, aby vektory

€,,e,,.,8, byly jednotkové a vzijemné kolmé, tj. aby baze

»€,
{e,,e,,...,e,} byla ortonormélni. Takova soustava soufadnic se nazyva

kartézskd soustava soufadnic'. Soufadnice bodu nazyvame kartézské
(pravouhlé) souradnice.

Vysetfime, jakym zplsobem jsou soufadnice t¢hoZz bodu X véazény ve
dvou riznych  kartézskych  soustavach. Predpokladejme, Ze

' Nazev kartézska soustava soufadnic je odvozen od jména zakladatele analytické

geometrie, jimz je francouzsky matematik R. Descartes (1596-1650), zvany téz podle
latinského ptepisu Cartesius.
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v eukleidovském prostoru E, mame dany dvé Kkartézské soustavy

soufadnic S'a S’ a necht’ X je libovolny bod. Pouzijeme téhoz znaceni
jako v pfipadé¢ transformace linedrni soustavy soufadnic. Protoze
eukleidovsky prostor je zdrovenn afinnim prostorem, plati zde stejné
transformaéni rovnice (7) a (9). Matice pfechodu A od baze
{e,.e,,...,e,} kbazi {e/,e],...,e/} je zde navic ortogonalni, tj. plati pro

ni vztah A" = A”. To snadno nahlédneme touto ivahou. Vynasobime-li

n
totiz skalarné rovnici e; = Zaije ; vektorem €;, dostaneme
J=l

i ro_ . _ . —_ s _
e -e; _Zaije/‘ Zakses = Zaijaksej e, = Zaijakséj —Zaijakj
Jj=1 s=1 J.s=1 J,s=1 Jj=1
a odtud v diisledku platnosti vztahu e;-e, =5/ dostavime AA" =1,
odkud plyne A" = A™".

Nyni podrobné rozebereme transformaci kartézské soustavy soutadnic v
E,, tj. vroving. Predpokladejme, ze v eukleidovské rovin€é je dana
kartézska soustava soufadnic S = {P,e1 ,€, }, v niz ma libovolny bod X
roviny soufadnice X =[x, y]. Zvolme dale jinou kartézskou soustavu
soufadnic S'= {Q,e{,e;}, ve které ma bod X soufadnice X =[x',y'] a
predpokladejme, Ze A=(a;) je matice pfechodu od baze {e,,e,} kbazi
{e;,e}}, tj. plati vztah

e/ =a,€ + a,e,

€, =a,€ +aye,.
Necht bod Q ma v plivodni soustavé soutadnic S soutadnice [ p, ¢].
Protoze |e, |=|e, |=|e| |=]e,|=1ae, -e,=¢ -e, =0, proto

aj +ah =ay +ay =1 a  ayay +apay, =0, (11)

Z rovnic (11) plyne, ze existuje jediny thel ¢, 0<¢@ <27, pro ktery
plati a,, =cos¢@, a,, =sin¢@. Pro hodnoty a,, a a,, jsou nyni mozné
dva ptipady:

1) a,, =—sing, a,, =cos¢p, nebo  2)a, =sing, a,, =—Ccose.
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1) V prvnim ptipadé maji podle (7) transformacéni rovnice tvar

. [ cosp, sing
)=y +(p.q) (12)
—sing, cos¢@
nebo po slozkach
x=x'cosp—y'sinp+ p,
p-—ysme+p (13)

y=x'singp+ y'cosp+q.

V tomto pifipadé¢ jsme soustavu soufadnic {P, e,,e, } posunuli do bodu P’
a zaroven jsme otocili vektory e,,e, kolem pocatku P o (orientovany)
uhel « .

Vsimnéme si, ze matice piechodu
cosa, Ssina
A= ,
—sina, cosa
je skutecné ortogondlni a plati det A=1. Tato vlastnost charakterizuje
tzv. primé shodnosti (otoCeni a posunuti).
Potfebujeme-li  vyjadiit z (12) carkované soufadnice pomoci

nec¢arkovanych, sta¢i si uvédomit, Ze inverzni matice A~ je rovna matici
transponované A’ tj.
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_ cosa, —sina
Al =
sina, cosa

r r . . , ., -1
Vynasobime-li zprava rovnost (12) inverzni matici A~ , dostaneme

., cos@, —sing cos@, —sing
(x:y):(xay) . _(p,CI) . ’
sing, cos@ sing, cos@
tj.
x'= (x—p)cosg+(y—g)sing,
Xy =—(x—p)sing+(y —q)cos .
Poznamka

Transformacni vzorce (13) mizeme nalézt také nasledujicim velmi
jednoduchym zptsobem. Ptfedpokladejme, ze libovolny bod X ma v
kartézské soustavé soufadnic S ={P, X, Yy)soufadnice X =[x,y] a v

kartézské soustavé soufadnic S'={P, X’ y'}, ktera ma stejny pocatek
jako S a je oto¢ena o thel ¢, soufadnice X =[x, y'].

Pro soufadnice [x, y] a [x, »'] bodu X plati vztahy

x=rcos(p+y), y=rsin(p+y) a x'=rcosy, y' =rsiny.

Rozepsanim podle souctovych vzorct dostaneme
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X=rcos@cosy —rsin@siny,

. . (14)
y=rsin@cosy +rcosgsiny .
Dosazenim za x'=rcosy , y'=rsiny do (14) dostaneme rovnice
x=x"cos@ — y'sin
Q=Y (7 (15)

y=x'singp+ y'cosgp,

které vyjadiuji zavislost soufadnic [x,y] a [x',y'] bodu X pfi otoCeni
kartézské soustavy soutadnic S o thel ¢ . Posuneme-li pocatek P otocené
soustavy soufadnic S’ do bodu P'=[p,q], dostaneme rovnice (13).

Transformacni rovnice otoceni a posunuti (13) miizeme vyjadfit pomoci
matic také takto

cosp, sing, 0
(xaya 1)=(x’5y’5 1) —SiIlq) Cos @ 0. (16)
P g, 1

Tento zptisob budeme pozdéji ¢asto pouzivat.

2) Ve druhém ptipad€ maji transformacni vzorce tvar
., [cosp, sing
(x,y)=(x,y)[ . ]Jr(p,q) (17)
sing, —cosg
nebo
x=x'cosp+ y'sing+ p,

.. . (18)
y=x'sinp—-y'cosp+q.

Matice pfechodu ma nyni tvar

cosa, Ssina
A=|
sina, —cosa
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a plati pro ni det A=—1. Jednd se o tzv. nepiimou shodnost (posunuta
0sova soumernost), obr.

€

Vidime, ze vektory e|,e’ jsou obrazy vektorl e,,e, v osové soumérnosti
s osou soumérnosti o.

Cviceni
1. Jestlize soutadnice bodu X =[x, y] splnuji rovnici x y —1=0, jakou
rovnici spliuji jeho nové soutfadnice x',y’, kdyZz nova kartézska

soustava soufadnic vznikla z ptivodni soustavy oto¢enim o 45°?

2. Napiste transformacni rovnice pro soufadnice téhoz bodu X pii
prechodu od jedné kartézské soustavy souradnic k druhé kartézské

soustavé soufadnic, kterd vznikne z prvni otocenim o tithel 30°.

3. Vroviné je dana transformace soustavy, jejiZ rovnice jsou

3,4 1l
AR
y:—x'+§y'+£.

5 5 5
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a) Zjistéte, zda se jedna o otoCeni a posunuti a pomoci pravitka a
kruzitka urcete uhel oto€eni.
b) Urcete rovnici pfimky x' =0 v ne¢arkované soustavé soufadnic.
¢) Urdete rovnici kiivky 9x> +24xy+16y> +30x—-210y+975=0 v
carkované soustaveé soufadnic.
4. Transformace soustavy soufadnic je ddna rovnicemi

1 3
x=—x'"——=y'-1],
NTINT)
y—ix'+Ly'+2
Jio© N0t

a) Zjistéte, zda se jedna o otoCeni a posunuti a pomoci pravitka a
kruzitka urcete tthel otoCeni.

b) Urcete rovnici kiivky 6xy +8y”> —12x —26y +11=0 v &arkované
soustavé soufadnic.

¢) Urcete rovnici pfimky y' =0 v ne¢arkované soustavé soufadnic
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6 Uvedeni rovnice kuzZeloseCky na kanonicky tvar
pomoci otoCeni a posunuti

KuZelosecky jako algebraické kiivky 2. stupné

V této kapitole a dalSich kapitolach budeme vySetfovat kuzelosecCky z
algebraického hlediska. KuZeloseCku definujeme jako mnozinu bodi,
jejichz soufadnice v dané soustavé soutadnic spliuji algebraickou rovnici
2. stupngé.

Definice
Kuzelosecka nebo téz algebraicka krivka 2. stupné je mnozina bodi X v
roving, jejichz soufadnice [x,y] vyhovuji v néjaké linedrni soustave
soufadnic rovnici
2 2
a,x" +2a,xy+a,y +2a,x+2a,y+ay,; =0, (1)

kde a;, i,j=1,2,3 jsouredlna Cislaa (a,,,a,,a,)#(0,0,0).

Rovnici (1) nazveme rovnici kuzelosecky nebo kratce budeme hovofit o
kuzelosecce (1).

Poznamka
1) Pokud by v (1) platilo a,, =a,, =a,, =0, potom by rovnice (1) byla
linedrni a vyjadfovala by pfimku.
2) Vyjadfeni rovnice kuzelosecky ve tvaru (1) (tj. s dvojkami u nékterych
koeficientl) je Ccist¢ technické a umoziuje nam vyjadfit rovnici
kuzelosecky maticove

ay dp Ay

(x» Vs 1) ay 4y dy

Ay dzp  ds

=0, (2)

i

kde matice kuzelosecky je symetricka, tj. a; =a;, i,j=1,2,3.

3) Algebraickou kiivkou n-tého stupné nazveme takovou kiivku, jejiz
body maji soufadnice, které vyhovuji algebraické rovnici n-tého stupné,
tj. polynomu ¢i mnohoclenu n-t€ho stupné. Koeficienty polynomu jsou
obvykle z n&jakého télesa. V této knizce je timto télesem téleso redlnych
Cisel.
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Nasim cilem bude zjistit, které rovinné kiivky spliuji rovnici (1). K tomu,
abychom provedli klasifikaci algebraickych kiivek 2. stupné, budeme
postupovat nasledujicim zptisobem.
Nejprve vhodnou volbou kartézské soustavy soutfadnic, pomoci otoceni a
posunuti, zjednoduSime rovnici (1) na nejjednodussi mozny tvar - tzv.
kanonicky tvar. Poté provedeme klasifikaci.
Rovnici (1) vyhovuji vSechny kuzelosecCky, které jsme zkoumali v
pfedchozich kapitolach - elipsa, jejiz kanonickd rovnice ma tvar
’x*+a’y® —a’bh’ =0, hyperbola o rovnici b°x* —a’y> —a’h’> =0 i
parabola y* —2px=0. Kromé t&chto reguldrnich kuzelose¢ek, vyhovuji
rovnici (1) 1 tzv. singularni kuzeloseCky - dvé riznobézky, napf.
bx+ay=0 a bx—ay=0, dané rovnici b°x> —a’y> =0, dvé
rovnob&zky, napt. x +a=0 a x—a=0, dané rovnicix’> —a’ =0, jediny
bod, napt. bod [0,0], ktery vyhovuje rovnici x*> + y>=0 & mnoZina

prazdn4, kterd je dana napf. rovnici x> +1=0. UkaZeme, Ze kromé t&chto
regularnich a singularnich kuZzelosecek, zadna jina kiivka rovnici (1)
nevyhovuje.

Podavame tak druhy mozny pfistup vykladu kuzeloseek - tzv.
algebraicky pristup, na rozdil od ptedchoziho geometrického pristupu,
kde jsme napt. definovali kuZelosecky jako fezy na rotac¢ni kuzelové
plose. Pokud rovina fezu neprochdzi vrcholem kuZelové plochy,
dostaneme podle Dandelinovy-Quételetovy véty regularni kuzelosecky -
elipsu, hyperbolu a parabolu. Pokud pfipustime moZznost, ze rovina fezu
prochazi vrcholem kuzelové plochy, dostaneme vSechny ostatni
singuldrni pfipady. Abychom timto zptisobem ziskali v§echny singuldrni
kuzelosecky zahrneme mezi kuzelovou plochu i plochu valcovou, kterou
muzeme chapat jako kuzelovou plochu s vrcholem v nekone¢nu.
Zavedeni kuzeloseCek geometricky nebo algebraicky tedy vede na stejnou
tfidu kiivek, které budeme nazyvat kuzelosecky. Pravé naznaceny zplsob
vykladu je Casto uzitecny i pfi zkoumdani jinych objektid. Dany objekt
mizeme zkoumat algebraickymi i1 geometrickymi metodami. Jako
jednoduchy piiklad poslouzi soustava dvou linearnich rovnic o dvou
nezndmych, na kterou se mizeme divat jako na soustavu algebraickych
rovnic nebo jako na dvé piimky v roving.
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Uvedeni rovnice kuZelosecky na kanonicky tvar pomoci
otoceni a posunuti

Je dana kuzelosetka «, jejiz rovnice v néjaké kartézské soustave
soufadnic je

a“x2 +2a12xy+a22y2 +2a;x+2a,y+a,; =0. (1)

Zménime-li soustavu soufadnic, zméni se i1 rovnice (1) kuZelosecky « .
Nasim ukolem bude najit takovou soustavu soufadnic, ve které¢ bude
rovnice kuZelosecky x co nejjednodussi. Vhodnou soustavu soutfadnic
nalezneme pomoci otoceni a posunuti.

Necht' S :{P,el,ez} je kartézskd soustava soufadnic, v niz ma
kuzeloseCka x rovnici (1). Mé&me nyni jinou kartézskou soustavu
soutadnic S'={P,e|,e,} a piedpokladejme, e soustava S’ vznikla ze
soustavy S otofenim okolo bodu P o thel a. Potom pro soutadnice
[x,¥] resp. [x,»'] libovolného bodu X eukleidovské roviny E,,

vyjadiené v soustavé S resp. S’ plati podle (15) z kapitoly 5 vztah
x=x"cosa—y'sina,
)

y=x'sina+ y'cosa.
Dosadime-li za x a y ze vztahi (2) do rovnice kuzelosecky (1),
dostaneme rovnici
al | x'* +2a},x'y' +ah,y'? +2a};x" +2a,y' +aly =0, 3)

kde

al, =a, cos’ a +2a, sinacosa +a,, sin’ a,

al, =—a, sinacosa +a,,(cos’ & —sin’ a) + a,, sina cosa,

a,, =a, sin’ a —2a,, sinacosa + a,, cos’ a,

a;, =a,;cosa+a,sina,

Ay =—a,, SINA + d,; COSA,

ay; =dy;.

Zvolme thel otoCeni o tak, aby vrovnici (3) vymizel ¢len obsahujici
sou¢in x'y’, tj. aby a;, =0. Potom plati
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. 2 ) .
—a,, sinacosa +a,(cos” a—sin” a)+a,, sinacosa =0

a odtud
a,, cos2a — %(a11 —a, )sin2a =0. 4)

Mizeme predpokladat, ze a,, #0, nebot’ v opacném piipadé by jiz ¢len
obsahujici sou¢in xy nebyl vrovnici (1) obsazen. Odtud plyne, Ze
sin2a #0, (kdyby totiz sin2a =0 potom ze (4) plyne a,, =0 a to je
spor). Lze tedy rovnici (4) psat ve tvaru

a, —a
cotan2q = —L—2 (5)
2a,,

o y . . L. T L oox s R
Vsimnéme si, Zze rovnice (5) ma v intervalu 0,5 pravé jedno feSeni.

S pomoci vzorce (5) tedy umime nalézt takovy thel a, Ze rovnice (3)
kuzelosecky v soustavé soutradnic otocené o uhel a jiz neobsahuje ¢len
a;,x'y'. Pro danou hodnotu o zavedme tradi¢ni oznaceni a;, =A,,

as, =M\, , tj. rovnice kuzelosecky ma nyni tvar
AMx' 2 + "+ 2a),x" + 2ah,y' + aks; =0. (6)

Alespont jedno z ¢isel A;,A, je rizné od nuly, nebot’ jinak by (6) nebyla

rovnici kuzelosecky. Pokusme se rovnici (6) vhodnou volbou soustavy
soufadnic déle zjednodusit.
Budeme rozliSovat dva ptipady:

1) A, #0, A, #0 - elipticky a hyperbolicky pripad,
2) pravé jedno z ¢isel A, A, je rovno nule - parabolicky pripad.

Pripad 1) V rovnici (6) doplnime ¢leny, které obsahuji x' na uplny
Ctverec. TotéZ provedeme se ¢leny, které obsahuji y'. Dostavame

, \2 ; \2 r 2 r 2
a a a a
1( 7‘1} {y Ay : Ay A "

Polozme
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! !

a a
xl!:xl+ 13’ yN:yl+ 23

Ay Ay
Tyto rovnice vyjadiuji posunuti pocatku P soustavy soutfadnic do bodu
a' a a! 2 a 2
— B "B Oznadime-li dile aj, =a}; ——=———2—, miZeme
Ay A Ay

rovnici (7) psat ve tvaru

X"+ k" +al, =0. (8)

Nyni jsou opét mozné dva ptipady:
la) A,,A, maji stejnd znaménka - elipticky pripad,
1b) A, A, maji rliznd znaménka - hyperbolicky pripad.

Pripad 1a) Ptedpokladejme nejprve, ze a3, # 0. Pak lze (8) psat ve tvaru

"n?2 "n2

X1 ©)
_ 9 43

}‘1 }‘2

Maji-li koeficienty A,,A, a koeficient aj; opa¢na znaménka, potom je

" "

_95 50, 98 50, Oznagime-li a= |- 93 h= |- B 176 (9) psit
7\‘1 7\'2 }\’l 7\'2

X '
Rovnice (10) je kanonicka rovnice elipsy o polooséach a,b.

. /4 . o . . ’ . a
Je-li znaménko koeficientd A,,A, a koeficientu aj; stejné, je - 33 <0,
1

" " "
a . a a )
— 33 <0. Ozna¢ime-li a= |22, b=_|—2, lze (9) psat ve tvaru
Ay Ay Ay
xu2 yﬂ2

-z =1. (11)
a? b?
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Mnozina bodli vyhovujici této rovnici je mnozina prazdna. Rovnice (11)
je rovnice imagindrni elipsy.

Je-li kone¢né a3; =0, ma rovnice (8) tvar
X"+ A, " =0. (12)
Jelikoz A,,A, maji stejnd znaménka, vyhovuje rovnici (12) jediny bod

[0,0]. Rikame, Ze (12) je rovmice dvou imagindrnich primek, které se
protinaji v jediném redlném bodé.

Pripad 1b) Necht' opét nejprve aj; # 0. Potom lze rovnici (8) psat ve
tvaru (9). Bez Gjmy na obecnosti mizeme pfedpokladat, ze znaménko A,
je stejné jako znaménko aj; (v opacném ptipadé prohodime vektory
baze). Je - a3; >0, — a3; <0. Polozme a = —%, b =\/£.

Ay Ay Ay Ay
Potom lze (9) psat

X Yy
- - =1. (13)
a? b?

Rovnice (13) je kanonicka rovnice hyperboly o poloosach a,b.

Je-li af; =0, lze bez Gjmy na obecnosti predpokladat, ze A, >0, A, <O.

Polozime-li a®> =A,, b* = —\,, ma rovnice (12) tvar

a2x”2 _bzyrrz :0’ (14)
tj.
(ax" —by")(ax"+by")=0.
Jedna se o rovnici dvou riiznobézek y" = %x”, y' = —%x".

Pripad 2) Predpokladejme, Ze A,-A, =0, a necht napf. A,#0 -
parabolicky pripad. Rovnice (6) ma tvar

Ax'? 4 2a),x" + 2ah, v + aj; =0. (15)
Cleny obsahujici x" doplnime na tplny étverec
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1 \2 r 2
a a
M| X'+ +2apy +al - =0 (16)
Ay Ay
a polozime
a!
x"=x'+ 2
1
Je-li a’; #0, dostaneme
2, 2ay A a3 _al,32
X"+ =y ———"|=0. (17)
Oznacime-li dale
’ ’ r 2
a3 w_ o, Mass —ags
bp=—77—" Y =Y , )
mame
x"* +2py" =0. (18)
Rovnice (18) je kanonicka rovnice paraboly.
Je-li a’; =0, ma rovnice (16) tvar
aly’
Mx" 4+ al, 2=, (19)
1
po upravé
’ r 2
"2 }\,16133 a3 =0 (20)
M
Mohou nastat dvé moznosti:
) Mahs —als’ ..
Je-li Aal; —aly> <0, polozme a’ z—% a vrovnici (20)
1
mame
xﬂ2 —Cl2 :O,
tj.
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(x"—a)(x"+a)=0.

Jde o rovnici dvou rovnobézek x"=a, x"=-a, které v piipadé a=0
splynou v jedinou piimku.

’ r 2
Maz; —ajs

.V rovnici
2
}\“1

. 2 v
Je-li nakonec A,a}; —aj;” >0, polozme a” =

(20) pak dostaneme
x"* +a?=0.

Této rovnici nevyhovuje Zadny redlny bod. Je to rovnice dvou
imaginarnich rovnobézek.

Vysetiili jsme vechny ptipady rovnice (1), které mohou nastat. Rikame,
ze jsme provedli Uplnou klasifikaci kuzelosecek. Vysledky shrneme do
véty:

Véta

Kazda kiivka druhého tadu je bud’ elipsa (redlnd nebo imaginarni) nebo
hyperbola nebo parabola nebo dvojice imaginarnich ptfimek, které se
protinaji v jediném realném bod¢é (elipticky ptipad), nebo dvojice
ruznobézek (hyperbolicky ptipad), nebo dvojice rovnobézek rtznych,
splyvajicich, imaginarnich (parabolicky ptipad).

Piiklad 1
Vysetrete kuZelosecku, kterd ma v dané soustavé soutradnic rovnici

3x? —2xy+3yt +4x+4y—4=0. 21)
Reseni: KuZelosetku vyjadiime v kanonickém tvaru. Podle (5) je

cotan2o = ﬂ =0.

Pro a€(0,90°) vyhovuje jediny thel o =45°. Dosazenim do (2)
dostavame transformacni vzorce

x=x"cos45°— y'sin45°,

y=x'sin45°+ y'cos45°,

tj. plati
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6 Uvedeni rovnice kuzelosecky na kanonicky tvar pomoci otoCeni a posunuti

A2 A2
=X —=)y —,
2 2

N2 A2
=x'—+)y —.
2 2

X
(22)

y

Dosazenim vzorct (22) do rovnice kuzelosecky (21) po upravé dostavame
X202 +2y2 —2=0.
Vyrazy obsahujici x’ doplnime na c¢tverec, polozime x"=x"+ V2,

y"=y" a vzniklou rovnici vydé€lime ¢tyfmi. Dostavame kanonickou
rovnici

d Y
+——=1. 23
4 2 @)

KuZelosecka je elipsa o poloosich a=2, b =\/5, jejiz stted ma
v pivodni soustavé soufadnic soufadnice S =[—-1,—1] .

y
g
45°
_‘1
| ~ -1
S
Priklad 2
Vysettete kuZzelosecku
9x% +24xy +16y? +30x —210y +975=0. (24)
Reseni: Podle (5) je
9-16 7
cotan2o. =————=——.
24 24
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K tomu, abychom zjistili hodnotu cosa a sina pouzijeme vzorec

2tan o
tan 2oL = —
1-tan” o
a odtud
cotan’a, —1
cotan2o = —————
2cotana

Pro vypocet cotana tak dostdvame kvadratickou rovnici

7
cotan’o + E cotanot —1=0,

T , v 3
ktera ma jediné nezaporné feseni cotano = Z
Pouzitim vztahu

1 cotan’a.

sinzoc:—z, cosza:—z,
1+ cotan“a 1+ cotan“a

: 4 3 " .,
dostaneme sino = 5 cosa = 5 Transformacni vzorce tedy maji tvar

ML
55 577 95
y= ix’ + gy'. >
5 5
Dosazenim téchto vztahti do (24) mame rovnici
25x"% —=150x" —=150y" +975=0
nebo
(x'=3)* —6(y' —5)=0.
Oznacime-li
x"=x"-3
(26)
y'=y'-5,
mame konecné
X" =6y". (27)
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Jedna se o parabolu, jejiz parametr p =3. Dosazenim x',y’ ze vztahd
(26) do rovnic (25) dostaneme transformacni vzorce mezi pavodni

kartézskou soustavou soufadnic a novou ,,dvoucarkovanou” soustavou
soufadnic

x _ éx” _ i n _ E
sTTsT s
4.3, 2
YTSETS 5
. , y v e 11 27 ,
V plivodni soustavé soufadnic je V =|- 55 a osa paraboly ma
rovnici o: 3x+4y—-15=0.
Piiklad 3
Urcete kanonicky tvar kuzelosecky
6xy+8y* —12x - 26y +11=0. (28)

W 4 . . .
ReSeni: Je cotan2o = 3 Stejnym zplisobem jako pfi feSeni prikladu 2

1 ) 3
dostaneme cotano, = E aodtud sino=——, cosa =

1
NN V10
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Transformacni rovnice tedy jsou

., 3 .
x=——=x'——=y/,
Jio© 410
3 1 @9)
y=——=x'+—y"
NITOREENIT)
Dosazenim do rovnice kuzelosecky (28) mame
9x'2 — "2 —94/10x' +/10y" +11=0,
odtud
Polozime-li x"=x"— @ , y'=y'— %O , dostaneme kanonicky tvar
"2 "2
Y
1 9
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6 Uvedeni rovnice kuzelosecky na kanonicky tvar pomoci otoCeni a posunuti

Kuzelosecka (28) je hyperbola o poloosach a=1, b=3. V plvodni
,necarkované® soustavé soufadnic ma hyperbola stted S =[-1,2] a
rovnice hlavniosy o je 0: 3x—y+5=0.

Priklad 4
Vysetiete kuzelosecku

3x? +xy—2y? —8x+7y-3=0. (30)

ReSeni: Pocatek soustavy soufadnic nejprve posuneme do zatim
nezndmého bodu [ p, ¢q], tj. polozime

x=x"+p,
y=y'+q.
Po dosazeni rovnic (31) do (30) dostaneme

€2))

3x +xy' =2y +x'(6p+q-8)+y'(p—4q+T)+3p° + pg—2q° -
-8p+79q—-3=0.

(32)
Cisla p,q zvolme tak, aby platilo
6p+qg—-8=0,
p—4q9+7=0.
Odtud p =1, g=2. Pro tyto hodnoty ma rovnice (32) tvar
3x' 2 +x'y' =2y"? =0. (33)

Provedeme rozklad kvadratického trojélenu na levé strané (33). Resime-li
(33) jako kvadratickou rovnici pro neznamou x’, dostaneme dvé feSeni

! ’ !’ 2 !
X1 ==YV, X :gy-
Rovnice (33) ma tvar

3(x' +y')[x' —%y'j =0, tj. (x"+»)(3x'-2y")=0.

Kuzelosecka se sklada z dvojice ruznobézek, které maji v carkované
soustavé soufadnic rovnice
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x'+y'=0,

. , (34)
3x'=2y"=0.

Dosadime-li za x',y" ze vztahu (31) pro p=1, g=2 do (34), maji

riznobézky, znichz se sklada kuzelosecka (30), v plivodni soustave

rovnice

x+y-3=0 a 3x-2y+1=0.
Tyto riznobézky se protinaji v bod¢ S = [1, 2] . O sprévnosti postupu se
lze snadno ptesvedcit, nebot’ rovnice (30) a rovnice
(x+y-3)(3x-2y+1)=0

jsou totozné.

Na uvedenych piikladech jsme ukazali pfevedeni rovnice kuzelosecky na
kanonicky tvar. V prvnich tfech ptikladech jsme nejprve soustavu
soufadnic oto¢ili a potom posunuli. Ctvrty piiklad ukazuje, Ze je nékdy
vhodny i postup, ve kterém nejprve uZijeme posunuti.

Cviceni

I. Pomoci  posunuti soustavy soufadnic napiSte kanonicky tvar
kuzelosecky a kuzelosecku nakreslete

a) x’+2y°—6x+8y+1=0,
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6 Uvedeni rovnice kuzelosecky na kanonicky tvar pomoci otoCeni a posunuti

b) 3x*-2y>-2x-5y+5=0,
c) 3x>-2x+5y-6=0

. Pomoci otoceni a posunuti soustavy soutfadnic napiste kanonicky tvar
kuzelosecky a kuzelosecku nakreslete

a) 4x’ —4dxy+y’ -2x-14y+7=0,

b) x> —12xy—4y* +12x+6y+1=0,

c) 4x’ +6xy—4y> -32x+26y+89=0,
d) 5x> +4xy+2y> —18x—-12y+15=0
e) x'—xy+1=0.

&9



P. Pech: Kuzelosecky

7 Obecné vlastnosti kuzeloseéek

Vzajemna poloha pifimky a kuZelosecky
V linearni soustavé souradnic méjme danu kuzelosecku x o rovnici
a, x> +2a,xy+ay,y’ +2a,x+2a,,y+a; =0 (1)
a pfimku p, kterd je déna bodem M =[m,n] a smérovym vektorem
u=(u,v),tj. pfimka p ma parametrické rovnice
p: x=m+tu,
_ 2)
y=n+iv.
Zkoumejme vzajemnou polohu kuzeloseCky k a pfimky p. Dosadme
rovnice (2) do rovnice kuzelosecky (1). Mame
At* +2Bt+C =0, (3)
kde jsme oznacili
A=a,u’ +2a,uv+ay,v’,
B=u(a,m+a,n+a;)+via,m+a,n+a,;), 4)
C=a,m’ +2a,mn+a,n’ +2a.,m+2a,n+a,.
Pti feSeni rovnice (3) mohou nastat tyto piipady:
. . C e
1) A=0, B#0, C libovolné = jediny kofen ¢= Y] = jediny
pruasecik,
2) A=0, B=0, C#0 = zadné feseni = zadny prisecik,
3) A=0, B=0, C=0 = kazdé redlné Cislo je feSenim = kazdy
bod piimky nélezi kuzelosecce,
4) A#0, B> — AC >0 = dvarazné kofeny = dva prise¢iky,
5) 4#0, B*-AC=0 = jeden dvojnasobny kofen = jeden
dvojnasobny prusecik,
6) A#0, B* — AC <0 = zadné feSeni = Zadny priseik.

Z prehledu mizeme vidét, Ze piimka nema s kuZzeloseCkou Zzadny
spole¢ny bod - pfipady 2 a 6, nebo ma s kuzeloseckou jeden spolecny bod
- ptipady 1 a 5, nebo dva spolecné body - ptipad 4, nebo piimka nalezi
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7 Obecné vlastnosti kuzelosecek

kuzelosecce - piipad 3. V pfipadé¢ 1 se jednd o jednoduchy prusecik
ptimky s kuzeloseCkou, zatimco v piipade 5 se jednd o te¢nu kuzelosecky.
Také ptipady 2 a 6 se kvalitativné 1i§i a budeme se jimi zabyvat
podrobnéji. Dale vidime, ze pfimka nemutze mit s kuzeloseCkou spolecné
napt. tfi body. Pokud tedy zjistime, ze pifimka ma s kuzeloseCkou
spolecné tfi body, plyne odtud, ze vSechny body piimky nalezi
kuzelosecce.

Pii urovani vzajemné polohy piimky a kuzelosecky jsme pii hledani
spoleénych bodl dospéli k rovnici (3). Tato rovnice je pro A#0
kvadratickd a pro 4=0 a B#0 je to rovnice linearni. Je-li 4=0 a
B =0, rovnice (3) neni ani kvadraticka ani linearni. Nase dal$i zkoumani

se bude zabyvat jednotlivymi, shora uvedenymi ptipady.

Asymptoticky smér kuzelosecky

V linedrni soustave soufadnic je dana kuzelosecka
2 2
a,x" +2a,xy+a,y° +2a,x+2ay,y+a,; =0. (1)

Definice
Smeér, ur¢eny nenulovym vektorem U = (u,v), pro ktery plati

a,u’ +2a,uv + a,,v: =0, (2)
nazyvame asymptoticky smér kuzelosecky (1).

Poznamka
Rovnice (2) je vlastné podminka 4 =0, kde A4 je koeficient v rovnici

At> + 2Bt +C=0. (3)
V tomto ptipad¢ neni tedy rovnice (3) kvadraticka.

Ovéfime, zda je definice asymptotického sméru kuzelosecky nezavisla na
volbé soustavy soutadnic. Pii transformaci linearni soustavy soufadnic

u=ou' +yv',
'y S 4)
v=PRu"+ov

dostavame
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a,u’ +2a,uv+a,v’ =
=a, (au'+ ') +2a, (cu' + W)(Pu'+ &)+ ay (fu'+ ') =

=(a, @’ +2a,0f +ay, f7)u" +2aay +a, (a8 + fy) +ay, fSlu'V' +

+ (a“y2 +2a,y0 + 622252)1/'2 = al'lu’2 +2a,u'v' + agzv'z.

Vyraz a11u2 +2a,,uv + a22v2 prejde pfi afinni transformaci (4) do vyrazu

2

au'* +2aj,u’v' + ab,v'* a definice asymptotického sméru (2) je

korektni.
Vypocitejme asymptotické smery kuzeloseCky (1). Ty jsou dany rovnici

(2). Predpokladejme, ze a,, #0. Odtud plyne, ze v#0 (soufadnice u,v
nemohou byt souc¢asné rovny nule) a rovnici (2) miizeme piepsat na tvar

2
u u
% %
Odtud dostavame
[ 2
(zj __ ap, Taap —apay
V2 ap

Oznaéme D = aj}, —a,,a,, diskriminant kvadratické rovnice (5).
1) Je-li D >0, ma kuzelosecka (1) dva rizné asymptotické sméry

Uy =(=a; ++ ap, —ay,ay ,a,),
U, =(-a, - \/a122 — a0y ,4a,).
2) Je-li D=0, ma kuzelosecka (1) jediny asymptoticky smér
u=(-a,,q,).
3) Je-li D <0, asymptotické sméry kuzelosecky (1) neexistuji.
Obdobné postupujeme, je-li a,, #0.

Je-1i vrovnici (2) a,; =a,, =0, je koeficient a,, rizny od nuly (proc?).
V tomto ptipadé se (2) redukuje na tvar

a,uv=0
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a feSenim je dvojice U, =(u,0), U, =(0,v), u#0, v=0. Asymptotické
sméry jsou v tomto piipad€ sméry uréené vektory baze e, a e,.
Oznacme

tzv. maly determinant kuzelosecky (1). Potom muZeme ptedchozi
vysledky shrnout do véty:

Véta

Je-li 8> 0, kuzelosecka (1) nemé zadny asymptoticky smér - fikame, ze
kuzelosecka je eliptického typu.

Je-li 6=0, kuZelosecka (1) ma jediny asymptoticky smér - kuzelosecka
je v tomto ptipad¢€ parabolického typu.

Konecné, je-li & <0, ma kuZzelosecka (1) dva rizné asymptotické sméry -
kuzelosecka je hyperbolického typu.

Priklad
Urcete asymptotické sméry kuzelosecky

6xy +8y* —12x—26y +11=0. (6)

ReSeni: Je 6=

8‘:—9<O. Existuji tedy dva rizné asymptotické

sméry a kuzelosecka (6) je hyperbolického typu. Vypocet vede na feSeni
rovnice

6uv+8v> =0 aodtud v(3u+4v)=0.
Jeden asymptoticky smér je u, =(u,0), u#0, tedy lze napf. volit
u, =(1,0). Pro druhy asymptoticky smér u, je naptf. u, =(4,-3).

Priklad

Urcete rovnici kuzelosecky, jejimiz asymptotickymi sméry jsou vektory
soufadnicového systému e, a e,.
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Reseni: Pro asymptotické sméry plati napf. u, =(1,0) au, =(0,1).
Z rovnice
a,u’ +2a,uv + a,v: =0

dostavame pfi dosazeni u=1, v=0 podminku a,, =0, pfi dosazeni
u=0, v=1 podminku a,, =0. Kuzelosecka, jejiz asymptotickymi sméry
jsou sméry os linearni soustavy soufadnic, ma rovnici

2a;,xy +2a3x +2a,,y + a5 =0.
Zabyvejme se podrobnéji pifipadem vzijemné polohy kuzeloseCky a

pfimky, jejiz smér je asymptoticky. Pfi shodném oznaceni mé rovnice (3)
tvar

2Bt+C=0. (7)
Rozlisime tii ptipady:

1) Je-li B #0, potom ma rovnice (7) jediné feSeni ¢ = —% a pfimka a
kuzelosecka maji jediny spole¢ny bod.

2) Je-li B=0, C=0, tfeSenim rovnice (7) je kazdé realné¢ ¢ a ptimka
je soucasti kuzelosecky.

3) Je-li B=0 a C#0, pfimka kuzelosecku neprotina. Takova ptimka
se nazyva asymptota kuzelosecky.

Tedy plati:

Véta
Piimka asymptotického sméru protind kuzelosecku bud’ v jediném bodé¢
nebo je soucasti kuzeloseCky nebo kuzelosecku neprotina (asymptota).

Stred kuZeloseCky
M¢jme danu kuzelosecku «
a, X +2a,xy+ay,y’ +2a,x+2a,,y+a;, =0 (1)
a ptimku p
T X=m+tu,
! y=n+tv @

a zkoumejme jejich spolecné body. Tato tlloha vede na feSeni rovnice
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At* +2Bt+C =0, (3)
kde
A=a,u’ +2a,uv+ay,v’,
B=u(a,m+a,n+a;)+via,m+a,n+a,,), 4)
C= allm2 +2a,mn + a22n2 +2a,;,m+2a,,n+as; .

Piipad A=0 jsme zkoumali v kapitole o asymptotickych smérech
kuzeloseCky. Nyni se budeme zabyvat ptipadem B=0.

Ptedpokladejme, ze M =[m,n] je takovy bod v rovin¢ kuzeloseCky, ze
pro kazdou ptfimku p prochéazejici bodem M bude hodnota B ve vztahu
(4) rovna nule. To znamena, Ze pro soufadnice m,n bodu M budou platit
rovnice

a,ym+a;,n+a;; =0,
alzllm + aZn + al; =0. )
Rovnice (3) se v tomto piipadé bude redukovat na tvar
At* +C=0. (6)
Maé-1i rovnice (6) pro n&jaké u,v kofen ¢, je jejim kofenem 1 Cislo —¢.
Pfimka p ma tedy s kuZeloseCkou spole¢né body X, X,, kde
X, = [m +tou,n+ tov],
X, = [m —toU,n— tov].
Snadno vidime, Ze bod M je sttedem usecky X, X,, tj. plati
mM=1 X, + 1 X,.
2 2
Bude proto piirozené nazvat takovy bod sttedem kuzelosecky.

Definice

Bod M nazveme stredem kuzelosecky, jestlize mé nasledujici vlastnost:
Je-li X libovolny bod kuzelosecky, potom existuje bod Y kuzelosecky
takovy, ze bod M je stfedem usecky XY.

O stfedu kuZzelosecky plati nasledujici véta:
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Véta
Bod M =[m,n] je sttedem kuZzelosecky (1) pravé kdyz plati

aqm+a;,n+a;; =0,
11 12 13 %)

Ay M+ ayh+ay, =0.
Diikaz: Jiz jsme ukézali, Ze podminka (7) je postacujici, tj. z platnosti
rovnic (7) plyne, ze bod M je sttedem kuzelosecky (1). Ukazeme, ze
podminka (7) je 1 podminkou nutnou.
Predpokladejme, ze bod M =[m,n] je sttedem kuzelosecky (1) a necht’
dale X, =[x, »,] je libovolny bod kuZelosecky (1). Podle definice stfedu
existuje bod X, =[x,,y,] takovy, Ze plati

Nt
’ ®)
! ) _
2
Body X, a X, lezi na pfimce p o rovnici
p: x=m+tu,
y=n+ty,
proto plati
X, =m+Hu, X, =m+i,u,
Yy =n+ty . Vo =n+i,v.
Dosazenim do (8) dostaneme podminky
2 2
Jelikoz u a v nemohou byt soucasné¢ rovny nule, plyne odtud
t, +t, =0. 9)

Protoze ¢, a ¢, jsou kofeny rovnice (3), ze vztahu (9) plyne podminka
B=0 a odtud plynou, protoze smér dany cCisly u,v je libovolny,
podminky (7). O

Definice
Kuzelosecka, ktera ma jediny stfed, se nazyva stredova kuzelosecka.
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Z ptedchozi véty plyne, ze kuzeloseCka ma jediny stfed prave kdyz ma
soustava rovnic (7) jediné feSeni a to nastava, jak znamo z algebry, pravé
kdyz pro maly determinant & plati

0. (10)

ar dp

V kapitole o asymptotickych smérech jsme ukazali, ze v ptipadé¢ &>0
kuzeloseCka nemd asymptoticky smér a kuzelosecka je tzv. eliptického
typu, v pfipadé & <0 ma kuzeloseCka dva rizné asymptotické sméry a
kuZzelosec€ka je tzv. hyperbolického typu. Stfedové kuzeloseCky jsou tedy
pouze eliptického nebo hyperbolického typu, tj. nemaji bud zadny
asymptoticky smér nebo maji dva asymptotické sméry.

Uvazujme nyni stfedovou kuzelosecku a predpokladejme, Zze tato
kuzelosecka ma rovnici (1).

Pro stted S kuZzelosecky necht’ plati S =[m,n]. Provedeme-li posunuti

pocatku soustavy soufadnic do stiedu S, plati transformacni vzorce
x=x"+m,
y=y'+n.

Dosazeni (11) do rovnice (1) dava

(11)

a, x> +2a,x"y' +a,y"’ +x(am+a,n+as)+y(@ym+a,n+ay)+
+a,m* +2a,mn+ a,n® +2a,m+2a,,n+ ay, =0.
(12)
Oznacime-li konstantni ¢len v (12) symbolem aj;, potom vzhledem
k tomu, Ze plati (7), ma rovnice (12) tvar
a,x"* +2a,x"y' +a,,y"? +al; =0. (13)
Muzeme tedy fici, Ze kazdou stfedovou kuzelosecku lze vyjadtit ve tvaru

(13).

Kuzelosecky, pro které plati 6 =0, jsou parabolického typu a maji, jak

znamo, jediny asymptoticky smér. Tyto kuZelosecky budeme nazyvat
nestredové kuzelosecky. Tyto kuzeloseCky bud’ stied nemaji nebo maji
sttedd nekonecné mnoho, jak uvidime z nésledujicich ptiklada.
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Piiklad 1
Najdéte stied kuzeloseCky a napiSte jeji rovnici, posuneme-li pocatek
soustavy soufadnic do stiedu kuzelosecky

3x? +5xy+y2 —8x—11y—-7=0. (14)
Reseni: Je
3 5/2
= =—E¢O.
5/2 1 4

Kuzelosecka je tedy stfedova. Pro souradnice m,n stiedu S plati

3m+§n—4:O
2
§m+n—E=O.
2 2
Podle Cramerova pravidla ziskdme
‘4 5/ 39 ‘3 4‘13
11/2 1 4 5/2 11/2
m= = 4:’ n= = 2 :_2.
5 13 S _13
4 4

Stied S ma tedy soufadnice S =[3,-2].
Transformacni rovnice
x=x"+3,
y=y'-2
dosadime do rovnice (14) a po Upravé dostaneme

3x'2 +5x'y' + "2 —8=0.

Priklad 2
Urcete stied kuZelosecky
4x* —4xy+ y? —6x+8y+13=0. (15)
ReSeni: Je
4 -2
8 p—l — 0 N
-2 1



7 Obecné vlastnosti kuzelosecek

tedy kuzelosecka je nestiedova, parabolického typu. Ackoliv kuzeloseCka
neni stfedovd, vySetifime mnozinu stfedld. Stred kuzelosecky (15) musi
splilovat soustavu

4x -2y -3 =0,
-2x+ y+4=0.

Snadno vidime, ze tato soustava nema feSeni, tj. stfed neexistuje.

Piiklad 3
Urcete stied kuzelosecky
4x* —4xy+ y* —8x+4y+13=0. (16)
Reseni: Mame
4 -2
o= =0.
-2 1

Stejn¢ jako v predchozim ptipade, kuzeloseCka (16) je nestiedova. Pro
stied plati soustava

4x—-2y-4=0,
-2x+ y+2=0.

Ihned vidime, Ze prvni rovnice je nasobkem druhé a feSenim je cela
piimka p stieda

p: —2x+y+2=0.

Cviceni
1. Uréete priseciky kuzelose¢ky x> —2xy —3y” —4x -6y +3=0
s ptimkou

a) Sx-y-5=0,
b) x+2y+2=0,
c) x+4y—-1=0
d) x-3y=0.
2. Urcete priseciky piimek, prochéazejicich pocatkem, s kuzeloseckou
X +2xy+2y> +2x+2y+1=0.
3. Najdéte priseciky ptimky x = p s kuzeloseckou
x° = 2xy+2x+3y-5=0.
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4,

11.

Jaka je vzajemna poloha ptimky x + y+1=0 a kuzelosecky

x' =y +3x+y+2=0°?

Urcete asymptotické sméry kuzelosecky

a) x° —dxy+y’ —2x+6y-3=0,

b) x> —-2xy-3y° —4x—-6y+3=0.

Pro které p ma kuzelosetka x” +2pxy+y> —3=0 pravé jeden
asymptoticky smer?

NapisSte rovnici kuzelosecky, kterd ma sméry os x a y za své
asymptotické sméry.

U kuzelosetky x> —2xy+2x+4y—5=0 uréete asymptoty jako
pfimky, které maji asymptoticky smér a danou reguldrni kuzelosecku
neprotinaji.

Urcete rovnici kuzelosecky tak, aby méla osy x a y za své asymptoty.
Urcete asymptotické smeéry kuZeloseCky, jejiz rovnice ma tvar
(ax+by+c)a,x+b,y+c,)=0.

Urcete stfed nasledujicich kuZelosecek

a) y>-10x-2y=0,

b) x*—p>—4x+6y-6=0,

¢) x’ —dxy—y’ +4x+1=0,

d) x* +2xy+2y> +2x-2y+6=0,

e) 3x> —2xy+3y> +4x+4y—-4=0

f) 4x’ —dxy+y’ +4x-2y-3=0.
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8 Singularni kuzZelosecky

Je dana kuzelosecka x rovnici
a”x2 +2a12xy+a22y2 +2a,x+2a,y+ay,; =0. (D)

Definice
Singularnim bodem kuzeloseCky x nazveme takovy bod X =[x, y], pro

ktery plati
ayx+a,y+a; =0,
ayX+ayy+a, =0, (2)
a,x+ay,y+a,; =0.
Z prvnich dvou rovnic (2) je ziejmé, Ze singularni bod kuzelosecky je
jejim stfedem, treti rovnice v (2) tika, ze singularni bod je bodem
kuzelosecky. Plati totiz, ze (1) je ekvivalentni s rovnici

x(ax+a,y+ag)+ylayx+ayy+ay)+a,x+ayy+ay;=0.

Vysledek shriime do véty:
Véta
Singuldrni bod kuzelosecky je bodem kuZelosecky a zaroven jejim

stfedem.

Oznaéme dale

A=la, a, ay|=detK 3)

determinant matice K kuzeloseCky k. Determinant A se nazyva velky
determinant kuzelosecky.

Definice
Kuzelosecka se nazyva singularni, jestlize plati

A=0. 4)
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Nejprve ukazeme, Ze podminka (4) je afinni invariant, tj. nezavisi na
volbé linedrni soustavy soufadnic.

Ptredpokladejme, ze v n¢jaké linearni soustavé souradnic ma kuzeloseCka
Kk rovnici (1). Necht' v jiné linedrni soustavé soufadnic ma kuzelosecka
K rovnici

al'lx'2 +2a{,x'y" + a'zzy'2 +2a(3x" +2a5,y" +ay; =0. (5)

Podle (16) z kapitoly 5, vztah mezi necarkovanymi a carkovanymi
soufadnicemi lze vyjadfit maticovou rovnici

a [ 0
(x y D=G" » Dy & 0],
p q 1
nebo
X =X'C,
a f 0
kde C=|y o6 0] je matice afinni transformace. NapiSme jeste
p g 1

maticové rovnici kuZeloseCky k v necarkované resp. ¢arkované afinni
soustave soutadnic, viz (2) v kapitole 6. Je

XKX"=0 resp. X'CKCTX'"=0.
Oznaéme A’ =det CKC'. Thned vidime, Ze plati
A'=detCKC" =detCC” det K =(detC)*A. (6)

. : a p . (o P
Pro determinant matice C plati detC =det s ) kde matice 5
4 Y

je matice pfechodu od ,,necarkované* baze k bazi ,,Carkované* a ta je, jak
znamo, vzdy regularni a mé tedy nenulovy determinant. Ze vztahu (6)
dostavame

A'=0 < A=0

a definice singularni kuzelosecky je tedy v potadku. VSimnéme si jeSte,
ze ze vztahu (6) plyne dalsi dalezita vlastnost velkého determinantu A
kuzeloseCky. V kartézské soustavé soutradnic je totiz matice piechodu
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. v I3 . I3 r e a
mezi dvéma bazemi ortogonalni, proto plati det( §j=i1 a odtud
Y
A =A'". Dostavame nasledujici vétu:

Véta
Vyjadiime-li rovnici kuZzeloseCky ve dvou libovolnych kartézskych
soustavach soutadnic, velky determinant A kuZzelosecky se nezméni.

Nyni se budeme zabyvat vlastnostmi singularnich kuzelosecek. Nejprve
ukazeme, ze plati véta:

Véta
Obsahuje-li kuzelosecka singuldrni bod, potom je kuZelosecka singularni.

Diikaz: Necht X =[x, y] je singularni bod kuzelosecky (1), tj. plati
agx+a,y+a;=0,
ayX+a,y+a, =0,
ayx+a,y+ay; =0.

Tato soustava ma podle Frobeniovy véty alespon jedno feseni, prave kdyz
hodnost matice soustavy je rovna hodnosti matice roz§ifené soustavy, tj.

a, dp ap ap —dg

B ay ay |=hlay ay —ay

as; Az dsp dzp  —dss
Protoze hodnost matice na levé stran¢ je mensi nebo rovna dvéma, ma
matice vpravo hodnost mensi nez tf1, a to znamena, ze A = 0. O

Dale budeme piedpokladat, ze pro kuzelosecku x plati podminka (4) a
prostudujeme vSechny ptipady, které pro singularni kuzelosecku mohou
nastat.

1) Nejprve budeme zkoumat stfedové kuzelosecky, tj. takové, pro které

a A4p

plati 8= #0. V tomto pfipadé¢ ma soustava

a dp
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ayx+a,y+a;=0, 7

ayXx+a,y+a,=0
jediné feSeni, které vypocteme napt. podle Cramerova pravidla

—diz dp ap  —apg

— Ay Ay dy  —do3
m=——""—, n=———
) )
a kuzelosecka ma jediny stted S =[m,n]. Odtud a z podminky (4) plyne,
ze stied S =[m,n] spliuje (1). Plati totiz
m(a,m+a,n+a;)+n(a,m+a,n+a,)+a,m+ayn+a,; =0, (8)

—dj3 dp ay;p —dap

—ay; a a, —a
238 2 tay, 21 - 23 fay, =<
kde posledni rovnost dostaneme rozvinutim posledniho fadku
determinantu (3).
Singulédrni stfedova kuzelosecka proto obsahuje sviyj stied, ktery je jejim
jedinym singularnim bodem.
Z definice stiedu kuzelosecky totiZ plyne, Ze kazda pfimka prochézejici
sttedem a libovolnym bodem kuZzelosecky obsahuje bod kuZzelosecky,
ktery je soumérny s danym bodem podle stiedu S. Takova piimka tedy
obsahuje alesponi tfi body kuZzelosecky, coz znamend, ze cela pfimka
nalezi kuzelosecce. Pokud tedy kuzelosecka obsahuje kromé stiedu jeste
néjaky dal§i bod, potom kuZelosecka obsahuje piimku. Prostudujeme
podrobnéji sttedové singularni kuzelosecky.
Zvolme pocatek soustavy soufadnic ve stiedu S =[m,n] kuzelosecky x.
Potom transformace

4 —_—
nebot’  a;sm+aypn+as; =ap;

x=x"+m,
y=y'+n
ptevadi rovnici (1) kuzeloseCky k na tvar
a, x> +2a,x"y' +a,y"? +x(am+a,n+ay)+y(aym+ayn+ay)+

+a,m’ +2a,mn+a,n’ +2a,m+2a,,n+a;, =0

)
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odkud plyne, vzhledem k podminkdm (7) a (8), rovnice kuzelosecky « v
,,carkované‘ soustaveé souradnic

a;,x'* +2a,xy' +ay,y'? =0. (10)
Pokusme se vyraz na levé stran¢ rovnice (10) rozlozit na soucin. Budeme
postupovat obdobné jako pii vypoctu asymptotickych sméri. Vydélime
rovnici (10) vyrazem y'? a obdrzime

1 2 ’
%{KJ +2%4?J+an=o. (11)
y y

Jsou-li A, a A, kofeny rovnice (11), coz nastane v piipadé, ze
diskriminant 6 kvadratické rovnice (10) je mensi nez nula, lze (11) psat

ve tvaru
anpﬁ—zjﬁﬁ—zg=o.
Y Y

Po uprave dostaneme rozklad rovnice (10)
a, (x" =4, yN(x"=4,y")=0.
V tomto piipad¢ se kuzelosecka skladéa ze dvou primek o rovnicich
xX'=hy'=0 a x'-k,»y'=0, (12)

které se protinaji ve stiedu kuzelosecky. VSimnéme si, Ze sméry piimek
(12) jsou asymptotickymi sméry kuzeloseCky «.

Nema-li rovnice (11) redlné kofeny (pfipad 6> 0), potom rozklad nelze
provést a vyraz na levé stran¢ v (10) je stale kladny nebo stale zaporny
s vyjimkou sttedu S. Kuzelosecka se v tomto piipad¢ sklada z jediného
bodu - svého stiedu, ktery je zaroven singularnim bodem.

2) Zkoumejme nyni singularni nestfedové kuzelosecky, tj. budeme
ptedpokladat, ze plati zdroven

A=0, §=0. (13)

Rozvinutim velkého determinantu A podle posledniho fadku ziskdme

a a a a a a
12 13 11 13 11 12
A=as, + ays . (14)

ayy dps ar Ay ay dp
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Podminka 6=0 znamenda, ze fadky v determinantu & jsou linedrné
zavislé. Pfedpokladejme, ze a,, # 0. Potom existuje k takové, Ze plati

ay =kay,, (15)
a,, =ka,,.

Ukazeme, Ze navic plati
a3 = ka3, (16)

tj. ze tadky (a,,,a,,,a,;), (a,,,a,,a,;) jsou linedrné¢ zavislé. Skutecné,
ze vztaht (13), (14) a (15) totiz plyne

kay,  a; _ an  4dp
a3 k =dz
ajp Ay az;  dj;
a odtud
kall ai| ap dps
as; =ds;
app Ay ar  dp;
o N (TR K .. ap  ap
V ptipad¢, ze # 0, dostavame vztah (16). Pokud =0,
app Ay app Ay

jsou vSechny tii determinanty v rozvoji (14) rovny nule, coz opét
znamena, ze prvé dva tadky (a,,, a,,, a;;) a (a,, a,,, a,;) velkého
determinantu A jsou linedrné zavislé. Ze vztahti (15) a (16) plyne

2 2 2 2 2 2
(ax+ay,y+ay)” =a;x” +2a,a,xy+a,y” +2a,a;x+2a,a,,y+ag; =

2 2 2
=a, (a;,x" +2a,xy+a,y” +2a,x+2a,,y+ay;)+a; —a, a,;,

a protoze a;, # 0, dostavame
a, x> +2a,xy+a,,y’ +2a,x+2a,,y+a;, =0,
t].
(allx+a12y+a13)2 +a,,a;; _a123 =0. (17)
Z vyjadieni (17) ziskame nasledujici tfi ptripady nestiedovych
singularnich kuzelosecek:
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Je-li a; a5 —aty =0, je kuzelosecka (dvojndsobnou) primkou p
p: a x+apy+a;;=0.

Je-li ay a4, —afy <0, je kuzeloseka dvojici rovnobézek p, p,

. 2 _
Piioapxtapy+a; taag; —apay =0,

: FanY+a; —lan — =0
Py apXTap)ytdapg a3 —dpdsz =V.

Je-li konetné a,,a;; —ajy >0, potom je vyraz na levé strané (17) stale

kladny a rovnost neni splnéna pro zadny realny bod. Kuzelosecka je
v tomto ptipad¢ mnozZina prazdna.

Pokud a,, =0, plyne z podminky 8=0 rovnost a;, =0 a zpodminky
A =0 dale a,; =0, nebot’ a,, #0. KuZelosecka k ma potom rovnici

2
apy” +2ayy+ay; =0,

ktera vede opét na ptipad dvou rovnobézek nebo jedné dvojnasobné
primky nebo na mnozinu prdzdnou.

Piiklad 1
Vysetiete kuzelosecku

6x* —xy—2y* +5x+6y—4=0. (18)
ReSeni: Plati
6 —12 52 15 15 25
A=|-1/2 -2 3 |=48-——-""4==_54+1=0,

4 4 2

52 3 -4

6 —1/2

-1/2 -2

Jedna se tedy o singularni stfedovou kuzelosecku hyperbolického typu, tj.
kuzelosecka se skladd ze dvou ruznobézek, které se protinaji v jediném
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singularnim bod¢ - ve stiedu kuzelosecky. Pro stted S =[m,n] plati

soustava
1 5
6x——y+—=0,
2777
—lx—Z +3=0
P ’
ktera ma fesSeni m:—g, n:E. Pro stfed S tedy plati S = —E,E .
7 7 77
Substituce
, 2
X=X —7,
19
o (19)
y=Jy 7

do rovnice (18) dava v souladu s (10)
6x'? —x'y' =2y'* =0. (20)

Resenim kvadratické rovnice

|

|

I
o
o
72
—
IS
<
§~
(¢}
-
o
N
~
[aR
)
([oN
-
o
<
=
=.
(@)
(¢}

C e 1 ) (x’J 2 (x’J
jejiz kofeny jsou | —| == a | —| =
y'), 3 Y ),

(20) ve tvaru
GBx"=2y"H2x"+y")=0. (21)
Zpétnym dosazenim za x' a y' do (21) dostaneme kone¢né rozklad
puvodni rovnice (18)
Bx-2y+4)2x+y-1)=0.

Kuzelosecka je tedy slozena ze dvou riznobézek p, g o rovnicich

p: 3x—-2y+4=0,

qg: 2x+y—-1=0.
Ukazme jest¢ jiny zpusob vySetfeni kuzelosecky (18), vime-li, ze

kuzelosecka je singularni. Rozklad (18) na dva linedrni faktory mizeme
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zjistit 1 nasledujicim postupem. Rovnici (18) budeme feSit jako
kvadratickou rovnici napf. s neznamou x:

6x> —x(y—5)—(2y> -6y +4)=0.

Je
y—Si\/(y—S)2 +4-6-(2y> -6y +4) y-5+.(Ty-11)°
1,2: = =
2:6 12
_y=5+[7y-1]
- 12
a odtud
8y—-16 2y—-4
x1= = ,
12 3
-6y+6 —y+l1
X, = = .
12 2
Hledany rozklad je

6x” —xy—2y° +5x+6y—4=6(x—x,)(x —x,) =

:6(x—2y_4j(x—_);+1j=(3x—2y+4)(2x+y—1).

3
Piiklad 2
Vysetiete kuzelosecCku
9x% —30xy +25y% +12x =20y + 4 =0. (22)
Reseni: Je
9 —-15 6
A=|-15 25 -10/=0,
6 -10 4
9 -15
5= =0.
—-15 25

Jednd se tedy o singularni nestiedovou kuzelosecku. Podle (17)
dostavame
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(9x —15y +6)* =81x” —270xy +225y° +108x —180y +36 =
=4(9x” —30xy +25y° +12x =20y + 4)=0.

Rovnici (22) Ize tedy psat ve tvaru
(9x—-15y+6)> =0

a kuzelosecka (22) je (dvojnasobnd) pfimka p o rovnici
p: 3x-5y+2=0.

Poznamenejme, ze kazdy bod pifimky p je zaroven stfedem kuzelosecky
(22) - kuzelosecka je tvorena piimkou stiedt.
Proved'me rozklad rovnice (22) obdobné jako v pfedchozim piipade
pomoci feseni kvadratické rovnice

9x* —6x(5y—2)+25y> =20y +4=0.

Je

6(57—2)+/36(5y —2)* =36(25y> —20y +4) _6(5y-2) Sy-2
18 18 3

1,2

Hledany rozklad ma tvar

2
9x2 —30xy + 25> +12x—20y+4=9(x—¥j = (3x—5y+2)2.

Piiklad 3
Vysettete kuzelosecku
3x? —2xy+2y? —4x -2y +3=0. (23)
Reseni: Je
3 -1 =2
A=|-1 2 —1|=0,
-2 -1 3
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Kuzelosecka je singularni, sttedova, eliptického typu. Podle pifedchoziho
se kuZeloseCka sklad4d zjediného bodu - svého stiedu S, pro jehoz

soufadnice x, y plati
3x—y—-2=0,
-x+2y—-1=0.
Resenim této soustavy dostaneme x=1, y=1, tj. §=[1,1].

Budeme-li vySetfovat singularni kuzelosecku (23) pomoci kvadratické
rovnice

3x7 =2x(y+2)+2y° =2y +3=0,
dostaneme
2y +2) 4y +2)1 —12(20% ~2p+3)
L2 -
’ 6

245yt +2y )
_ : _

Vyraz pod odmocninou jiz dale odmocnit nelze, nebot
—3y? +2y—1=—(y—1)* je kromé hodnoty y=1 pro kazdé y zaporny.

Dosazenim za y =1 dostaneme x=1. Opét jsme zjistili, Ze rovnici (23)
vyhovuje jediny bod S =[1,1].

Skute¢nost, ze rovnici (23) vyhovuje jediny bod, mizeme rovnéz
nahlédnout pomoci této identity

3x7 =2xp+2y° —4x -2y +3=(x—»)  +2(x-1)* +(y —=1>. (24)
Cviceni

1. Urcete singularni body kuzelose¢ky x° —y* +3x+ y+2=0. Situaci
nakreslete.
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2.

10.

11.

Uréete f tak, aby kuZzelosecka 2x° +2xy+y° +4y+ f=0 méla
singularni bod.

Najdéte vSechny singuldrni body kuzelosecky
x4+ 2xy+2y° +2x+2y+1=0.

Napiste rovnici kuzelosecky, ktera ma pocatek za sviij singularni bod.

Je déna kuzelose¢ka p(x* +y*)+(1+ p*)xy+ 1+ p)(x+y)+1=0.
Ukazte, Ze pro kazdé p je kuzelosecka singularni a urcete, o jakou
kuzelosecku se pro jednotlivda p jedna.

Ukazte, ze kuzelosecka —xy+ y° —5x+7y+10=0 je singularni a
urcete o jakou kuzelosecku se jedna.

Ze kterych ptimek se sklada kuzelosecka

a) 21x° +xy—10y> =0,

b) X7 +2xy+y° +2x+2y—-4=0?

Uréete a tak, aby kuzelosetka x° + 2ay® —x+ y =0 byla singularni.
Jaka je to kuzelosecka?

Uréete p,q tak, aby kuzelosetka x> +2pxy+y° +2x+2gy—3=0
byla dvojici rovnobéznych ptimek. Napiste jejich rovnice.

Ukazte, Ze kuzelosecka o rovnici (a,x +b,y + ¢, )a,x +b,y+¢c,)=0
je singulérni.

Vysettete kuzelosecku

a) 2x° —6xy+5y° —2x+2y+1=0,

b) —x’ +4xy—4y> +2x+4y—-1=0,

¢) 2x* +2xy-3x-y+1=0,

d) x*-2xy+y’ +2x-2y-3=0,

e) x’—2xy+y’ +2x-2y+6=0,

f) x> -2xy+y’ +2x-2y+1=0,

g) 2x° —xy—3y> —x+4y—-1=0,

h) 4x® —4xy+y> +4x-2y-3=0.
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9 TeCna a polara kuzZelosecky

Tecna kuZeloseCky

V piedchozi ¢asti jsme zkoumali singularni kuZelosecky, které maji tu
vlastnost, ze jejich velky determinant A je roven nule. Vidéli jsme, ze
mezi singularni kuzeloseCky patii dv€é riznob&zné piimky, dvé
rovnobézky (rizné nebo splyvajici), jeden bod nebo mnozina prazdna.
V dalSich castech se budeme vénovat kuzeloseckam, které nejsou
singularni. Takové kuZzeloseCky se na rozdil od singularnich kuzelosec¢ek
nazyvaji regularni kuzelosecky.

Necht je dana kuzeloseCka «, jejiz rovnice je v nékteré linearni soustave
soufadnic

a“x2 +2a12xy+a22y2 +2a,x+2ay,y+ay; =0. (D)

Nejprve zavedeme pojem regularni kuzelosecky.

Definice
Kuzelosecka se nazyva regularni, jestlize plati

A#0. )

Bod kuzelosecky se nazyva regularni, jestlize neni singularni.

Je tieba ovéfit, zda je nase definice v poradku, tj. zda velky determinant
A je vriznych linedrnich soustavach soufadnic stale rtizny od nuly.
V kapitole o singularnich kuzeloseCkach jsme zjistili, ze v jiné
(¢arkované) linearni soustavé soutadnic plati

A'=(detC)*A,

kde C je matice pfechodu od jedné baze k druhé (Carkované) bazi, jejiz
determinant je vzdy rizny od nuly. Proto odtud plyne korektnost definice
regularni kuzelosecky.

Vezméme libovolny bod M regularni kuZelosecky (1) a jeho soutadnice
oznatme M =[m,n]. Je ziejmé, ze bod M nemiize byt singularni, nebot’
jsme ukazali, ze pokud kuZelosecka obsahuje singuldrni bod, potom je
kuzelosecka singularni. Uvazujme dale svazek ptimek se sttedem v bodé¢
M. Pro kazdou ptimku p svazku plati
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p: X=M +1, 3)
kde u je smérovy vektor piimky p. OznaCime jest€¢ soufadnice
smérového vektoru U= (u,v) a dostdvame parametrické rovnice ptimky
p ve tvaru

p. X=m+tu,

y=n+1t.

Dosazenim do rovnice kuzeloseCky (1) dostdvdme ndm jiz znadmou
rovnici

At* +2Bt+C =0, 4)
pro jejiz koeficienty 4, B,C plati

A=a,u’ +2a,uv+ayv’,
B=u(a,m+a,n+a;)+via,m+a,n+a,,),

_ 2 2
C=a,m" +2a,mn+a,n" +2a,m+2a,n+a;.

ProtoZze bod M nalezi kuZelosecce, je C=0. UvaZujme tu piimku
svazku, ktera ma s kuzeloseCkou dvojnasobny prisecik. Z rovnice (4)
plyne, Ze pro takovou pifimku je nutné¢ A4 # 0, nebot’ v opacném piipadé je
rovnice (4) linearni a ta nemuize mit dvojnasobny koten. To znamena, ze
smérovy vektor této ptimky nendlezi asymptotickému sméru. Rovnice (4)
ma tedy tvar
t(At+2B)=0,

odkud plyne, Ze nula je dvojnasobnym kotenem praveé kdyz B =0, t;.

B=u(a,m+a,n+a;)+via,m+a,n+a,)=0. (5)
Z (5) dostavame pro smérovy vektor U= (u,v) dané piimky podminku

U=, M+ ayn+a,,
(6)

v=—(a,m+a,n+a;).

Vektor U o soufadnicich (6) je zfejmé& nenulovy. Pokud by totiz platilo
a,m+a,n+ay, =0, a,m+a,n+a;=0, potom zrovnosti C=0

plyne ay;m+ay,n+ay; =0 abod M je singularni, coz neni mozné.
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Parametrické rovnice pifimky p, kterd prochazi bodem M a ma smérovy
vektor U o soufadnicich (6) jsou

p: x=m+tla,ym+ayn+a,),
y=n—-tam+a,n+a;).
Vylou€enim parametru ¢, s vyuzitim vztahu C =0, dostdvame obecnou
rovnici pfimky p ve tvaru

pilaym+a,n+a;)x+(a,m+a,n+a,)y+a,m+a,n+ay,; =0.(7)

Definice
Ptimka p prochazejici bodem M =[m,n] kuzelosecky o rovnici (7) se
nazyva tecna kuzelosecky. Bod M je bod dotyku.

NapiSme rovnici te¢ny p kuzelosecky v maticovém tvaru. Oznacme
pfitom (m n 1) matici typu (1,3). Potom rovnice (7) je ekvivalentni
s rovnici

(m n 1) a, 4, ay|y|=0. (8)
a,  ay  ap )1

Za povSimnuti stoji vzajemna podoba rovnice (8) tecny kuzeloseCky x
s dotykovym bodem v bodé¢ M =[m,n] a rovnice kuzelosecky «.
Piiklad
Napiste rovnici teény kuzelosecky

3x? +2xy—y? =3x+2y—-1=0 9)
s dotykovym bodem 7 =[0,1].

Reeni: Nejprve ovéfime, zda je bod 7T =[0,1] skute¢nd bodem
kuzelosecky. Poté staci dosadit do vzorce (8). Plati
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nebo téz
5
. —x=0,
P
coz lze po vydéleni psat ve tvaru x =0 (osa y).
Ulohu Ize vyfesit i jinym zptisobem:

Uvazujme svazek piimek se stfedem v bod¢ 7. Kazdd pfimka jdouci
bodem 7" ma parametrickou rovnici
xX=tu,

(10)

y=1+1.

Z téchto nekonecné mnoha piimek vybereme tu, kterd mé s kuzeloseckou
(9) dvojnasobny prusecik. Dosazenim za x a y z (10) do rovnice (9)
dostaneme kvadratickou rovnici

Gu® +2uv —v*)t* —ut =0,
kterd ma dvojnasobny kotfen pravé kdyz je diskriminant roven nule, tj.
pravé kdyz

u=0.

Dosazeni do (10) dava rovnici teény ve tvaru

p: x=0.

Polara a pol kuzelosecky
Je dana kuzelosecka x rovnici

allx2 +2a12xy+a22y2 +2a,x+2a,y+ay,; =0 (1)

a dale necht’ R =[r,s] je libovolny bod roviny kuzelosecky k. Bodem R
ved'me te¢ny ke kuzelosecce « .
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Oznacme ¢ tecnu kuzelosecky, kterd prochazi bodem R a necht
M =[m,n] je bod dotyku. Pro te¢nu ¢ plati rovnice

t(am+a,n+az)x+a,m+a,n+a,,)y+a,m+a,n+a,; =0.(2)

Protoze bod R naleZi te¢né ¢, vyhovuji jeho soufadnice rovnici (2) a plati
(am+a,n+ay)r+(a,m+a,n+a,)s+a,m+a,n+ay; =0,
nebo

(ar+a,s+as)m+(a,r+ays+ay)n+ay,r+a,s+a,; =0.
Pro pfipadnou druhou te¢nu ¢’ sbodem dotyku M'=[m',n'] plati
obdobné

(agr+a,s+ay)m'+(a,r+ays+ay)n'+a,r+ay,s+ay, =0.

Oba body dotyku M a M' teCen ¢ a t' lezi na ptimce p o rovnici

p: (agr+a,s+ag)x+(a,r+a,s+a,)y+ayr+a,s+a; =0. (3)
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Definice
Piimka p, o rovnici (3), se nazyva poldra bodu R =[r,s| vzhledem ke

kuzelosecce (1). Bod R se nazyva pol primky p vzhledem ke kuzelosecce
(D.
Rovnici polary bodu R vzhledem ke kuzelose¢ce (1) miiZzeme napsat
v nasledujicim maticovém tvaru
ay 4 4 | X
(r s 1) ay Ay ay || y|=0, 4)
ay  ap ap )\l

ktery velmi pfipomind rovnici te¢ny. Bude-li bod R=[r,s] bodem
kuzelosecky, je rovnice (4) rovnici tecny s bodem dotyku R. Polara je
tedy zobecnénim te¢ny kuzelosecky, jejiz pdlem je bod dotyku.

Polarnich vlastnosti kuzelosecky je celd fada, my uvedeme pouze
nasledujici. Plati véta:

Véta
Lezi-li bod P na polafe bodu R, lezi bod R na polafe bodu P.

Diikaz: Oznaéme P =[p,q], R=[r,s]. Lezi-li bod P na polatfe bodu R,
plati

(a r+aps+a;)p+(a,r+a,s+ay)q+ay,r+ay,s+a,; =00 (5)
Rovnice (5) je vsak ekvivalentni vztahu

(a,p+a,q+a;)r+(a,p+a,q+ay)s+ay,p+a,qg+a,; =0, (6)

ktery znamen4, ze bod R lezi na poléie bodu P. a

Prave uvedenou vétu Ize vyuzit ke konstrukei polary bodu R, lezi-li tento

bod uvnitt kuzelosecky a nelze-li tudiz z tohoto bodu sestrojit tecny ke
kuzelosecce.
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Postup je nasledujici: Bodem R vedeme dvé libovolné piimky, které
protnou kuzelosecku vzdy ve dvojici bodld. Praniky P,Q pfisluSnych
teCen, sestrojenych v prusecicich téchto dvou piimek s kuzeloseckou lezi

na hledané poléafe.

Polary se casto vyuzivd ke konstrukci tecen kuZelosecky z daného

boduR .
Piiklad
Pocatkem ved'te te€ny ke kuzelosecce
3x? +7xy+5y2 +4x+5y+1=0.

ReSeni:
1. zpusob: Pro polaru p bodu [0, 0] plati

3 7/2 2 \x

p: (0 0 1)|7/2 5 5/2|y|=0,

2 5/2 1 \1

tj.
p: 4x+5y+2=0.
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Vyjadiime-li pfimku p v parametrickém tvaru
p: x=-3+5¢,
B (8)
y=2-4t

a dosazenim vztahti (8) do (7) dostdvame kvadratickou rovnici

15¢* =16t +4=0,

.. 2 2 2

jejiz feSeni ¢, =§, t, =g dava hledané praseciky M, = [— l,g},
1 2 . y <

M, = 373 polary p akuzelosecky.

TeCny ¢, a t, kuZelosecky, prochéazejici poCatkem, jsou urcené dvojici
bodii OM, a OM ,. Vychazi:

t,: 2x+35y=0,

t,: 2x+y=0.

2. zpiisob: Uvazujme svazek pfimek se stfedem v pocatku. Libovolna
pfimka p z tohoto svazku mé parametrické vyjadieni

P x=ut,
Yy =V,
kde u=(u,v) je libovolny nenulovy vektor. Pro prinik pifimky p a
kuzelosecky (7) dostdvame rovnici
Gu® +Tuv+5v>) % +(du+5v)t+1=0. 9)
Predpokladejme, Ze U nenalezi asymptotickému sméru. Potom je rovnice
(9) kvadraticka (protoze 3u’ +7uv+5v> #0). Rovnice (9) ma
dvojnésobny koten praveé kdyz je jeji diskriminant roven nule, tj.
4u? +12uv +5v* =0. (10)
Reseni (10) dava smérové vektory u, =(1,-2) a U, =(5,-2) hledanych
teCen ¢, a t,.

Cviceni
1. Uréete te¢nu kuzelosetky x* — y* =25 v jejim bodé [13,12].
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2. Urdete te¢nu kuzelosecky y = x> v jejim bodé [1, 1].

3. Které pfimky, prochazejici pocCatkem, maji s kuzeloseCkou
x* +4xy+4y° +2y=0 pravé jeden spole¢ny bod? Uréete stied této
kuzelosecky.

4. Napiste rovnici teény kuZzelosecky  5x° +2xy+y° —5=0,
prochazejici bodem R =[1,0].

5. Napiste rovnici teény kuzelosedky 3x*> +4xy +5y°> —7x -8y —-3=0,
vedené jejim bodem 7' =[?,1].

6. Urdete te¢ny kuzelosecky x* +2xy—y” +6x=0 v jejich prise¢icich
s osou Xx.

7. Napiste rovnici regularni kuzelosecky, kterd se dotyka osy x v pocatku
soustavy soufadnic.

8. Bodem R =[3,4] ved'te tecny ke kuzelosecce
2x* —4xy+y> —2x+6y-3=0.

9. Napiste rovnice tecen, piip. asymptot, vedenych bodem R =[2,4] ke
kuzelosedce x> —2xy+2x+4y—-5=0.

10. Urcete te¢ny, ptip. asymptoty vedené bodem R =[0,1] ke kuzelosecce

3x> +4xy+5y° —6x-8y—-3=0.

11. Po¢atkem  vedte teCny a  asymptoty ke  kuzelosecce
x* —4xy—y* +4x+1=0. U tecen stanovte bod dotyku.

12. Bodem R =[0,2] vedte tecny a asymptoty ke kuzelosecce
xy—x’—1=0.
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10 SdruZené pruméry kuZelosecky

Ke kuzeloseéce
a”x2 +2a12xy+a22y2 +2a;x+2a,,y+a,; =0 (D)

ved'me danym neasymptotickym smérem uréenym vektorem U= (u,V)
teCny.

Bod dotyku takové tecny ¢ kuzeloseCky oznacme M =[m,n]. Pro
pruseciky te€ny #: X = M + tu a kuzelosecky (1) plati rovnice

At* +2Bt+C =0,
vnizje B=0, t.
u(a,m+a,n+a;)+via,m+a,n+a,)=0.
Tuto rovnici pfepiSme na tvar
(au+a,vym+(a,u+a,v)n+asu+a,,v=_0. (2)

Pro druhou te¢nu ¢* ve sméru u s dotykovym bodem M'=[m’,n'] plati
obdobné

(a,u+a,vym'+(a,u+ay,v)n'+au+a,v=0. 3)
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10 Sdruzené praméry kuzelosecky

Z rovnic (2), (3) dostavame pro spojnici p dotykovych bodua M,M'
teCen ¢,t" kuzelosecky (1) ve sméru U = (u,v) rovnici

p: (au+a,v)x+(a,u+ay,v)y+asu+a,v=0. 4)

Definice
Ptimka p o rovnici (4) se nazyva priumer kuzelosecky (1), sdruzeny se
smeérem, urcenym vektorem U= (u,v).

Rovnice (4) vyjadfena v maticovém tvaru je
ay 4 d | X
w v 0)ay ay ay|y|=0. )
1

Poznamka

1) Alesponi jeden z koeficientl a,,u +a,,v, a,,u+a,v u proménnych
X,y vrovnici (4) je rizny od nuly. V opacném piipadé by vektor u
nalezel asymptotickému sméru, nebot zrovnice pro vypocet
asymptotickych sméra plyne

0=a,u’ +2a,uv+a,v’ =u(a,u+a,v)+via,u+a,v).

2) Maticové vyjadreni (5) rovnice priiméru kuzelosecky se velmi podoba
maticovému vyjadieni rovnice polary. Jediny rozdil je v zdméné matice
(r s 1), v niz se vyskytuji soufadnice pdlu R =[r,s], znéhoz jsou
vedeny te¢ny ke kuzeloseCce, matici (u % 0), vniz se vyskytuji
soufadnice vektoru U=(u,v), kterym je uren smér, ve kterém jsou

k dané kuzelosecce vedeny te¢ny. U bodu je na tietim misté v uvedené
trojici jedni¢ka, zatimco u vektoru nula. Ctenaf, znaly projektivniho
prostoru, jisté pozndva v téchto trojicich homogenni soufadnice vlastniho
a nevlastniho bodu.

Smérovy vektor priméru sdruzeného se smérem, uréenym vektorem
u=(u,v), oznaéme U’ = (u',v"), kde

u'=—(a,u+a,v), v=au+a,v.
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Zkoumejme nejprve, kdy je smér uréeny vektorem u’ asymptoticky.
Z rovnice pro vypocet asymptotickych sméri dostaneme

a”u'2 +2a,u'v' + azzv'2 =
2 2
=a, (ayu+a,v)” —2a,(a,u+ayviau+a,v)+ay(au+a,v) =

=(a,a, — afz )(a“u2 +2a,uv + azzvz) = 5(a11u2 +2a,uv + azzvz).

Mame tedy dva ptipady (pfedpokladejme, Ze U nenalezi asymptotickému
sméru):

1) je-li =0, potom U’ nalezi asymptotickému sméru,
2) je-li & # 0, potom je smér urceny vektorem U’ neasymptoticky.

V ptipadé 1) se jedna o parabolu, pro niz plati, ze smérovy vektor u’
pruméru sdruzen¢ho s danym (neasymptotickym) smérem uréenym
vektorem U vZdy nadlezi asymptotickému sméru. To znamena, Ze kazdy
pramér paraboly je rovnobézny s jeji osou.

%

U elipsy (8>0) a hyperboly (8<0) smérovy vektor u’ praméru
sdruzeného s vektorem U nikdy nendalezi asymptotickému sméru a ma
tedy smysl otdzka, jak vypada primér p' sdruZeny se smérem Uu’.
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Pro smérovy vektor u” priméru sdruzeného se smérem U’ po kratkém
vypoctu vychdzi

U"=(=apu' —a,v',a,u' +a,v') = (a), —a,a,)u,v)=-6u.

Smér ur¢eny vektorem U tedy splyva se smérem u”.
Tato skute¢nost nas opraviuje k definici:

Definice
Sméry urcené vektory

’
u=(u,v) a U =(—a,u—ayv,a,u+a,v)
nazyvame sdruzené sméry vzhledem ke kuzelosecce (1). Prislusné
pruméry nazyvame sdruzené primery vzhledem ke kuzelosecce (1).

Plati véta:

Véta
Sméry ur¢ené vektory u=(u,v), u'=(u',v') jsou vzajemné sdruzené
vzhledem ke kuzelosecce (1) pravé kdyz plati vztah

ay '+ ap, (v’ +u'v)+ a,w' =0, (6)

Diikaz: Dtkaz plyne ihned z rovnosti

a,uu'+a, (' +uv)+a,w =u'(a,u+a,v)+v'(a,u+ay,v). O

Na zavér uvedme jednu zajimavou vlastnost sdruzenych priméra
kuzelosecky. Plati

Véta
Stiedy vSech tétiv kuzeloseCky, které nalezi danému neasymptotickému
sméru U, lezi na priméru sdruzeném se smérem U.
Reseni: Necht’ U= (u,v) je pevné dany neasymptoticky smér a necht’
qg: X=S+w
je n&jaka tétiva kuzeloseCky (1), kde S =[m,n] je stfed tétivy ¢g. Pro

priseciky X, X, tétivy g s kuzeloseCkou plati rovnice
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At* +2Bt+ C =0,
jejiz kofeny jsou navzdjem opacna Cisla ¢, a —¢,, nebot X, =S +¢,U a
X, =8-t,u. Proto B=0, tj.

u(a,m+a,n+ay)+via,m+a,n+a,)=0. (7)

Vztah (7) pfepiSeme do ekvivalentniho tvaru
m(a,u+a,,v)+n(a,u+a,v)+(a,u+a,v)=0. (8)

Ze vztahu (8) jiz plyne tvrzeni véty, nebot rovnice pruméru sdruzeného se
smérem U= (u,v) zni

x(a,u+a,v)+yla,u+a,v)+(asu+a,v)=0. O

Piiklad
Urcete primeéry kuZelosecky

x*—y=0,

které jsou sdruzené s danym neasymptotickym smérem U = (u,v).
Reseni: Z matice kuzelosecky
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1 0 0 .
0o o0 -1/2 plyne A:—Z, 5=0.
0 -1/2 0

Jednd se tedy o regularni kuZelosecku, kterd je parabolou. Pro
asymptotické sméry dostavame rovnici

u*=0,
jejiz teSenim je jediny asymptoticky smér dany vektorem u, =(0,1). Ke

kazdému neasymptotickému sméru, ktery milZeme reprezentovat
vektorem tvaru u=(l,v), kde v je libovolné realné Ccislo, najdeme

prumér p sdruzeny s timto smérem
1 0 0 X .
p: L v oo 0 -1/2|y|=0 < x=—v=0.
0 -1/2 0 1

Cviceni

1. UrCete primér sdruzeny se smérem osy y vzhledem ke kuZelosecce
X +2xp+2y> +2x+2y+1=0.

2. Uréete te¢ny kuzelosetky x* +xy+ y> +2x+3y —3=0, rovnob&zné
s ptimkou 3x+ 3y —7=0 ajejich body dotyku.

3. Pro ktery nenulovy vektor U= (u,v) je prumér sdruzeny se smérem
vektoru U vzhledem ke kuZeloseéce x> —2xy+2y° —1=0
rovnobézny s vektorem (1,1) ?

4. Ukazte, ze osa y je primérem kuzelosecky
2x* +2xy—y> +2x—2y=0. Jakd je rovnice praméru k nému
sdruzeného?

5. Stanovte takovou dvojici sdruZzenych priméri  kuZelosecky
2x* +5xy -3y +3x+16=0, znichz je jeden rovnob&zny se
smérem oSy X.

. Urcete v predchazejicim piikladé tecny dané kuzeloseCky rovnobézné
S 0SOU X.

)
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7. Ukazte, 7e kuzelosecka x° —4xy—y° +4x+1=0 je regularni a
napiste rovnici pruméru sdruzeného se smérem piimky x—2y=0.
Ved'te ke kuzelosecce teCny rovnobézné s touto ptimkou.

8. Napiste rovnice teden kuzelose¢ky y* —10x —2y =0, rovnobéznych
s ptimkou y=x.

9. UrCete primér sdruzeny se smérem osy x (neni-li ov§em tento smér
smérem asymptotickym) u t€chto kuzelosecek:

a) y>-10x-2y=0,
b) x> =y’ —4x+6y-6=0,
¢) x° —4dxy—y> +4x+1=0,
d) x* +2xy+2y> +2x-2y+6=0,
e) 3x>—2xy+3y’ +4x+4y-4=0.

10. Napiste rovnici regularni kuZzelosecky, kterd prochdzi pocatkem a
sméry os x a y jsou jejimi sdruZenymi sméry.

11. Napiste rovnice téch kuzelosecek z piedchoziho ptikladu, které
zaroven prochazeji body [1,0], [0,1]. Kdy je kuZelosecka elipsou, kdy
hyperbolou, kdy parabolou?
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11 Hlavni sméry kuZeloseCky

Nejprve pfipomenme pojem sdruzenych smérii kuzelosecky
a1 X7 420XV + Ay y2 + 20,35 + 20,y + az3 = 0. (1)

Sméry, uréené nenulovymi vektory u=(u,v), u'=(u',v") nazyvame
sdruzenymi sméry vzhledem ke kuzelosecce (1), jestlize plati vztah

a,uu'+a,(wv'+uv)+a,,w' =0. ()

Definice
Hlavnim smérem kuzelosecky nazveme takovy smér, ktery je sdruzeny se
smérem k nému kolmym.

Poznamka
Ze vztahu (2) a z ptedchozi definice plyne, ze smér kolmy na smér hlavni
je rovnéz hlavni smér.

Nyni se soustfedime na nalezeni hlavnich sméra kuzelosecky. Méjme
dany dva libovolné sdruzené sméry, které jsou ur¢ené vektory U= (u,v) a

u'=@w'v"), kde u'=-a,u—-a,v, v =a,u+a;,v. Sméry uréené
vektory u,u’ jsou na sebe kolmé, pravé kdyz jsou vektory (—v,u),
(—a,u—ay,v,a,,u+a,v) linedrn¢ zavislé. Tedy existuje realné ¢islo A
takové, ze plati

a, u+a;,v=>u,

3
Ay U + AyyV = AV. 3

Soustavu (3) upravime na tvar
(a,, —Du+a,v=0, 4

a,u+(ay, —Ayw=0.

Homogenni soustava (4) ma vzhledem k neznamym u,v nenulové feSeni,
praveé kdyz je determinant soustavy roven nule, tj.
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= 0. (5)

Rovnice (5) s nezndmou A je kvadraticka a nazyva se charakteristicka

a a
. . 11 12
rovnice matice .

dy Ay
Rozepsanim (13.5) mizeme psat charakteristickou rovnici ve tvaru
2 2
A" =(ay, +ay)d+a,ay —ap =0. (6)
Definice

Reseni charakteristické rovnice se nazyva viastni Ccislo matice

a, a T ,

( H 12} vektor U= (u,v), ktery je feSenim soustavy (3) pro dané
dy ap

Cislo A, se nazyva viastni vektor matice.

Véta
Charakteristicka rovnice (5) a soustava rovnic (3) maji tyto vlastnosti:
1) Vlastni ¢isla rovnice (6) jsou vzdy realna.
2) Alespori jedno vlastni ¢islo je nenulové.
3) Nulovému vlastnimu ¢islu odpovida vlastni vektor, ktery nalezi
asymptotickému sméru.
4) Dvojnasobnému kotenu (6) odpovida libovolny nenulovy vektor.
5) Dvéma riznym kofenlim charakteristické rovnice odpovidaji dva
vzajemn¢ kolmé vlastni vektory.

Diikaz:
ad 1) Pro diskriminant D rovnice (6) plati

D=(a, +ay,)’ —4a,a, —a),)=(a, —a,)’ +4a;, >0. (7)

ad 2) Pro koteny rovnice A,,A, rovnice (13.6), jak znamo, plati
2
Ai-hy =apay —ap.

Kdyby bylo A, =%, =0, potom a,,=-a, a 0=-ai —a,. Odtud

a, =a,, =a, =0 ato je spor.
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ad 3) Je-li A =0, potom rovnice (3) maji tvar
aju+a,v=0,
ayu+a,v=0,
a vektor U= (u,v), ktery je feSenim této soustavy vyhovuje rovnici pro
vypocet asymptotickych smért.
au’ +2a,uv + a, v’ =0,

5 2 2
nebot’ a, u” +2a,,uv+a,,v: =u(a,,u+a,v)+via,u+a,,v).

ad 4) Plati A=A, =X, pravé¢ kdyz D=0. Ze vztahu (7) potom plyne
a,; =a,, a a;, =0, a pro kofeny rovnice (6) mame A =a,,. Dosazeni do
soustavy (3) dava tvrzeni véty.

ad 5) Dvéma riznym feSenim charakteristické rovnice (6) odpovidaji dva
hlavni sméry, které musi byt, podle poznamky za definici hlavnich smérd,
k sob¢ navzajem kolmé.

O
Priklad 1
Urcete hlavni sméry kuzelosecky
3x? +5xy—2y* —2x+3y—1=0.
Reseni: Charakteristicka rovnice ma tvar
-n 2 49

5 2 |=0, . A-a-Z=o. (8)

= =2-A 4

2

: . 1 2 1-54/2

Jeji kotfeny jsou ¢isla A, = +§\/_, A, = i\/_

Pro kofen A, dostdvame soustavu
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( 1+5\/_J 5
+—v=0,
2

S,

2

[2_“5‘5}:0.

2

Protoze jsou fadky této soustavy, diky podmince (8), linedrn¢ zavislé,
staci najit libovolné netrividlni feSeni napf. prvé rovnice. Dostdvame tak
feSeni U= (1,\/5 —1). Analogicky dostaneme pro A, feSeni
u'=(1-+2)).

Kuzelosecka ma dva hlavni sméry, uréené vektory u:(l,\/z -1) a

u'=(1-+2,).
Na zakladé¢ ptredchozi véty mizeme fici, Ze plati:

Véta

Kazdd kuzelosecka maé alesponn dva k sobé kolmé hlavni sméry. U
paraboly je jednim ztéchto hlavnich smér smér asymptoticky, druhy
hlavni smér je k nému kolmy. Elipsa, kterd neni kruznici, a hyperbola
maji pravé dva hlavni sméry, které jsou na sebe kolmé. Kruznice ma
nekone¢n¢ mnoho hlavnich smért, kazdy smér je jejim hlavnim smérem.

Definice

Primér kuzeloseCky, ktery je kolmy na smér s nim sdruzeny, se nazyva
osa kuzelosecky. PriseCik osy s kuzeloseCkou se nazyva vrchol
kuzelosecky.

Je ztejmé, Ze sttedové kuzelosecky (elipsa, hyperbola) maji (kromé
kruznice) dvé osy k sobé kolmé. Jejich sméry jsou jejich hlavnimi sméry.
KruZznice mé nekonecné mnoho os. Parabola ma jednu osu.

Priklad 2
Urcete osy a vrcholy kuzelosecky

2x% —12xy—7y* +8x+ 6y =0. 9)

Reseni: Charakteristickd rovnice kuzelosecky ma tvar
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=0 nebo A*+5L-50=0.
-6 -T7-A

Jeji kofeny jsou A, =5, A, =-10.
Pro A, feSime soustavu

—3u—-6v=0,
odkud u=(2,-1).

Pro A, feSime soustavu
12u — 6v=0,
odkud u'=(1,2).
Osa o, je primérem sdruzenym se smérem, ktery je ur¢eny vektorem u,
a proto pro ni plati

2 -6 4)x
o: 2 -1 0)|-6 -7 3|y|=0,
4 3 o)\l
nebo
0,: 2x—-y+1=0. (10)

Analogicky pro druhou osu dostaneme
0,: x+2y-1=0.

Vrcholy dostaneme jako prinik os s kuzeloseCkou. Pro prinik osy o,
s kuzeloseckou dostaneme dosazenim za y zrovnice (10) do rovnice (9)
rovnici

50x* +20x+1=0,

.. , 2 .
jejiz feSeni x, , = 3 + 0 dava vrcholy
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1 23 2]
A=|——+—,>+—|,
5 1075 5 |
po|_1 V23 42
5 10°5 5|

Prinik druhé osy o, s kuZeloseckou je mnoZina prazdna.

Cviceni

1. UrCete osy, vrcholy a tecny ve vrcholech kuzelosecky
X =2xy+y° +2x-6y=0.

2. Urcete osy kuzelosecky x° + y* +6x+8y=0.

3. Je dana kuzelose¢ka x° + y> +2bxy+2x+2y+2=0. Jaka je to
kuzelosecka? Proved'te diskusi vzhledem k parametru b. V ptipadé
regularni kuzelosecky urcete jeji osy.

4. Urcete rovnici kuzelosecky, jestlize je osa x jeji osou a pocatek jejim
vrcholem.

5. Napiste rovnici kuzelosecky, kterd ma pfimky x+y=0 a x—y=0
Za Sve 0sy.

6. Napiste rovnici paraboly, kterd ma ptimku x — y =0 za svou osu.

7. Urcete osy a vrcholy kuZelosecky

a) 3y’ +4xy+4x—4y—-8=0,

b) 4x> —4xy+y’ —28x+4y+44=0,
¢) 2x’+4xy+5y° —6x=0,

d) 2y>+2x—4y+1=0,

e) x° —12xy—4y>+5=0.
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12 Uvedeni rovnice kuZelosecky na kanonicky tvar
uzitim hlavnich sméru

Je dana kuZeloseCka «, kterd ma v néjaké kartézské soustavé soufadnic
rovnici

f(x,y)= a”x2 +2a,xy + a22y2 +2a,;x+2a,y+ay,; =0,

kterou je mozno zapsat téZ maticové ve tvaru

a, a, a;\x
(x v 1) a, A, ay|y|=0
a,; a;, ay )1
nebo také
XKX"=0, (1)
pficemz K =(a;), kde a,=a, ,i,j=123,tj. matice K je symetricka
aplati K=K 7.

Proved'me transformaci kartézské soustavy soutadnic, jejiz maticové
vyjadieni ma tvar
X=X"A,
a dosad'me ji do (1). Rovnice kuzelosecky x bude mit nyni tvar
X'AK AT X'T =0.

Matice kuzeloseCky k ma v transformované soustavé soufadnic tvar

AK AT . (2)
PoloZzme nyni otdzku, jakym zplisobem zvolit matici A tak, aby matice

(2) kuzelosecky v transformované ,,carkované* soustavé soufadnic byla
co nejjednodussi.

Polozme
u v 0
A=lu" v 0],
m n 1
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kde u=(u,v), u =(',v") jsou jednotkové, ksobé kolmé vektory,
urcujici hlavni sméry kuZelosecky a P =[m,n] je zatim neznamy bod.
Potom pro matici (2) dostaneme

u v 0\a, a, a;\u u m
AKA" =|u' V' 0|a, a, ay|v VvV n|=
m n 1M\ay; ay, az JO 0 1
a, u+a,v a,u+ ay,v au + a,v u u' m
=| au'+a, a,u'+a,v' a,u'+ayy' v v nl|=
aym+a,n+ay, a,m+apn+ay, asm+an+a;; \0 01

!
Au Av au +a,,v u u m
_ ' ’ ' ’ '
= Au A, au' +a,v v v oml|.
aym+a,n+ay, a,m+ayn+ay,, a,m+aznt+a; \0 0 1

RozliSme nyni dva ptipady:
a) sttedovy (elipticky nebo hyperbolicky ptipad) - & # 0,
b) nestfedovy (parabolicky piipad) - 6 =0.

a) stiredovy pripad
Necht' S =[m,n] je stied kuzelosecky. Potom ze vztahu (3) dostaneme

!
Au  Av ajutayv |(u u' m
T
AKA" =| Au" AV apu'+a,v' | v v on |, 4)
0 0 é 0 0 1
o
nebot’
a;, dg a;; dp a;; dp
Ay, dy a, Ay Ay, dyp| A
a,m+ayn+ay, =as, s T a,, s +as, s =g .

Ze vztahu (4) dale plyne
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AW +v) A +w') 0 A 0
AKA" =| A, (uu' +wW") A, @ +v'?) 0|=|0 A,
0 0 A 0 0
o
Vyjadiime-li nyni rovnici kuzelose¢ky k v ¢arkované kartézské soustave
soufadnic, mame konecéné

()

Q> o

Ax' A,y +%=o. (6)

b) nestredovy pripad

Vtomto pifipadé je jeden zhlavnich sméri  asymptoticky.
Predpokladejme, ze vektor u=(u,v) nalezi neasymptotickému sméru a
necht’ vektor u'=(u',v") urCuje asymptoticky smér. Potom A, =0,
A, =0. Ze vztahu (3) dostavame

A +v?) A (uu' +w') L
AKA" = 0 0 du' +ev'|,
L du' +ev' f(m,n)

kde L=u(a,ym+a,n+a,)+via,m+a,n+a,).
Zvolme bod P =[m,n] na praméeru sdruzeném se smérem U= (u,v) tj. na
ose, jejiz rovnice zni
(a,u+a,v)x+(au+ay,v)y+asu+a,v=0.
Pro bod P potom plati
u(a,ym+a,n+a,)+via,m+ayn+ay,)=0,
tj. L=0.
Zaroven zvolme bod P =[m,n] v priseciku osy s kuZeloseckou x. Odtud
plyne f(m,n)=0. Potom dostaneme konec¢ny tvar

A 0 0
AKA" =| 0 0 au'+a,v'|. (7)
0 a,u' +a, 0
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Oznacime-li E=a,,u’+a,v', potom rovnice kuzelosecky «
v ¢arkované soustavé souradnic zni

A X' +2Ey" =0. (8)
Priklad 1
Vysetiete kuzelosecku
6xy+8y* —12x-26y +11=0. 9)
Reseni: Pro velky a maly determinant kuzelosecky (14.9) dostaneme
0 3 -6
0 3
A=|3 8 —13=81, o= =-9
3 8
-6 —-13 11

A .
a 5 =-9. Jedna se tedy o regularni kuZelosecku, z malého determinantu

pak plyne, Ze kuzelosecka je hyperbola.

Rovnice pro vypocet stiedu zni
3y—6=0,
g (10)
3x+8y—-13=0.
Ze soustavy (10) dostaneme soufadnice stitedu S =[-1,2].

Hlavni sméry vypocteme z charakteristické rovnice
0-» 3

-0 PN A —8L—-9=0,
3 8-A

ktera ma kofeny A, =9, A, =-1.

Vlastnimu ¢islu A, =9 odpovida rovnice —9u +3v =0, jejiZ feSenim je
vlastni vektor u=(1,3), vlastnimu ¢islu A, =—1 odpovidd rovnice
lu +3v =0, kterou fesi napt. vektor u’'=(-3,1). VSimnéme si, ze hlavni
sméry, ur¢ené vektory uU,U’, jsou na sebe kolmé.

Osy kuzelosecky (9) jsou ureny stiedem S a jednim z vektort, které
udavaji hlavni smér. Rovnice os jsou nasledujici
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0,: =3x+y-5=0,
0,: x+3y-5=0.

Pro kanonicky tvar kuzelosecky (9) dostadvame

9x'2 -2 9=0 o T Y

aodtud a=1, b=3.

Piiklad 2
Vysettete kuzelosecku

9x% +24xy +16y? +30x —210y +975=0. (11)
Reseni: Pro velky a maly determinant kuZelosecky (11) dostiavame
9 12 15
A=[12 16 —105=-3%5°, 5=‘

9 12‘_
15 -105 975

12 16

Jedna se tedy o regularni kuzelosecku, ktera je parabolou.

Charakteristicka rovnice
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‘9—x 12

=0 o A-25r=0 < Ar-25)=0
12 16-%

ma kofeny A, =25, A, =0.

Kofen A, =25 vede na rovnici —16u +12v =0, které vyhovuje vlastni
vektor u=(3,4). Druhy koten A, =0 vede na rovnici 9u +12v =0, jejiz
feSenim je vektor u’' =(—4,3), ktery nalezi asymptotickému sméru.

Matice kuzeloseCky v carkované soustaveé souradné ma tvar

25 0 0
AKA" =| 0 0 au'+ayv' |,
0 aju'+a, 0

. .. 4 .
kde u',v" jsou soufadnice jednotkového vektoru (— E’%j’ ktery vznikne

zvektoru U’ znormovanim. Kratky vypocet dava a,,u’+a,,v'=-75.
Matice kuzelosecky ma tvar

25 0 0
AKA" =| 0 0 =754,
0 =75 0

z n¢hoz dostaneme kanonickou rovnici kuzelosecky (11) ve tvaru

x'? —6y'=0.

Kuzelosecka je parabola s parametrem p =3, obr.
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Cviceni
1. Pomoci vlastnich ¢isel vySetiete kuzeloseCky
a) x> —dxy—y> +4x+1=0,
b) x*+2xp+2y° +2x-2y+6=0,
c) 3x’ —2xp+3y> +4x+4y—-4=0,
d) x*—12xy—4y° +12x+6y+1=0,
e) x' —xy+1=0.
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13 Vysledky cvi¢eni

Kapitola 1.

6. X> +Y> +26X-26y+169=0, x> +y> +10x-10y +25=0.
7.2X% +2y* —6x—-y—11=0.

8. S=[2,-1/2], p=2, 4x> +4y’ —16x+4y +1=0.

Kapitola 2.

5.(x=2)"=(y=3)* =1, a=b=1,stied S=[2,3].

6. y—2=1/(x—4), a=b=+/2, stied S =[4,2], asymptoty m:x—4=0,
n:y—-2=0.

Kapitola 3.

5.(y=1?=—(x-1/2), p=1/2, vrchol V =[1/2,1].

6. Oblouky dvou parabol, jejichZ spolecna osa prochdzi bodem M a je
kolma na ¢, které¢ maji spolecné ohnisko M a jejichz parametr je roven
a+paa-p,kde p=[Mg| aa je dany konstantni soucet vzdalenosti.

7. (y=1)?* =10(x+1/10), p=5, vrchol V =[-1/10,1].

Kapitola 5.

1. x> -y =2 nebo x> —y'*=-2.

2. 2x=X3 - y',2y=x"+ y’\/g nebo 2x = x'v/3 + y',
2y =—x"+y3.

3. a) OtoCeni a posunuti, tanp =4/3,b) 3x+4y —-15=0,
c) Xx?-6y'=0.

4. a) Otoceni a posunuti, tang =3,b) 9x'> —y'* -9=0,
¢) 3Xx-y+5=0.

Kapitola 6.
1.a) Elipsa (x—=3)*/16+(y+2)*/8=1,

b) hyperbola (x—1/3)* /(5/72) — (y +5/4)* /(5/48) =1,

¢) parabola (x —1/3)* =—5/3(y —57/45), parametr p=5/6.
2. a) Parabola, parametr p = 3575 ,08a 2X—Yy+1=0,
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vrchol [—1/5,3/5], rovnice otoceni X =1/3/5 X' =2//5 y',
y=2/5x"+1/\5y",

b) hyperbola , délky poloos azll/\/g, bzll/(2\/§),

stied S =[-3/20,39/40], osy 0, :15x —10y +12=0,

0, : 16X+ 24y +21=0, rovnice oto¢eni X:2/\/§X'—3/\/§ y',
y=3/13x' +2/J13 y,

c) rovnoosa hyperbola, délky poloos a=b =35, stted S =[1,4], osy
0,:3x+y-7=0, 0,:Xx-3y+11=0, rovnice otoceni
x=3/V10x' =1/¥10y", y=1/410x"+3/,/10 y’,

d) elipsa, délky poloos a=1, b= J6 , stted S =[1,2],

osy 0,:2X+Yy—-4=0,0,:X-2y+3=0,

rovnice otoceni X:Z/\/gx'—l/\/gy', yzl/\/gx’+2/\/§ y',
e) hyperbola, a= \/2(\/§+ ), b= 1/2(\/5 —1), stted S =[0,0], osy

0,:(1+42)x—y=0, 0,:(1-42)x—y=0, asymptoty m:x=0,
n:x=0, rovnice otoCeni x:\/2—\/5/2x’—\/2+\/5/2y’,
y=A2+42/2x 12-2/2y".

Kapitola 7.

1. a) [1,0], [1/2,-5/2], b) zadné c¢) [1,0], d) [1/2,1/6].

2. Pfimka Yy =Kkx protind kuzelose¢ku pro 0<k <4 v bodech [t, kt], kde
t*(1 -2k —2k*)+2(1+ k)t +1=0, pro ostatni Kk piimka kuZelosecku
neprotina.

3. Pro 2p=#3vychazi [p,(p>+2p-— 5)/(2p —3)], pro p=3/2 piimka

kuzeloseCku neprotina.

. Ptimka je Casti kuzelosecky.

L) U =2+3.1),u,=2-3,) b)v,=@3,1), v, =(1,—1).

.Pro p=1smér (1,-1), pro p=—1 smér (1, 1).

. 2bxy +2dx+2ey+ f =0.

X=2=0, x-2y+4=0.

9. 2bxy+ f =0, bf 0.
10. u; =(-b;, &), u, =(-b,,a,).

SIS e NIV N
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13 Vysledky cviceni

11. a) Neexistuje, b) [2,3], ¢) [-2/5,4/5],d) [-3,2], ¢) [-1,—1],
f) ptimka 2x-y+1=0.

Kapitola 8.

1. [-3/2,1/2].

2. f=8.

3. VSechny body piimky X+y+1=0.

4. ax> + 2bxy +cy> =0.

5. Velky determinant A=0 pro vSechna peR, pro p=1,—-1 se
kuzelosecka sklada ze dvou rtiznobézek X+ py+1=0, px+y+1=0,
pro p=-1 se jednd o dvé rovnobézky Xx—y+1=0, Xx—y—-1=0, pro

p =1 dostaneme jednu dvojnasobnou piimku o rovnici X+ Yy +1=0.

. Riznobézky y+5=0, x—y-2=0.

.a) Riznobézky 3x-2y=0, 7x+5y=0,

b) rovnobézky X + y+1+\/§:0, X+ y+1—\/§=0.

. a=-1/2, kuZelosecka se sklada z riznobézek x—y=0, x+y—-1=0.

.Pro p=q=1 rovnobézky x+y—-1=0, Xx+y+3=0,pro p=gq=-1
rovnobézky x—-y-1=0, x-y+3=0.

10. Navod: Rovnici roznasobte a ukazte, ze A=0.

11. a) Jediny bod [2,1], kuzelose¢ka ma tvar (2x —3y—1)> +(y-1)> =0,

b) dvojnasobna pfimka (x —2y +1)> =0,

¢) dv€ riznobézZky 2x —1)(x+y—-1)=0,

d) dvé€ rovnobézky (X -y +3)(Xx-y-1)=0,
€) mnozina prazdna,

f) dvojnasobna pfimka (X —y +1)* =0,

g) dvé riznobézky (2x -3y +1)(x+y-1)=0,
h) dvé rovnobézky (2x -y +3)(2x—-y—-1)=0.

~N

\O ©0

Kapitola 9.

1. 13x—-12y-25=0.

2.2x-y-1=0.

3. y=0, x+2y =0, kuzelosecka nema stied.
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4. 5x+y-5=0.
5.Pro T, =[-L1] teCna t :9x+2y+7=0,pro T, =[2,1] teCna
t, :9x+10y—-28=0.

6. Xx=0, X+2y+6=0.

7. ax® +2bxy +cy> +2ey=0, ae#0.

8. 7x—-2y—-13=0, x-3=0.

9. Tecna X—-3y+10=0, asymptota X—2=0.

10. Neexistuji.

11. Te¢ny t,:x+y=0,t,:3x+y=0, body dotyku T, =[-1/2,1/2],
T, =[-1/2,3/2].

12. Te¢na t: y =2 s bodem dotyku T =[1,2], asymptota X=0.

Kapitola 10.
l. X+2y+1=0.
2. Te€ny t, :Xx+y—-1=0, t,:3x+3y+13=0 sbody dotyku T,=[1,0],
T, =[-5/3,-8/3].
. Napt. u=(1,0).
X—=y-1=0.
4X+5y+3=0, y=1.
y=1+2/7410, y=1-2/7410.
5y —4 =0, teCny neexistuji.
S5X-=5y+18=0.
a) Smér osy X je asymptoticky, b) x—-2=0, ¢) x-2y+2=0, e)
3IX—-y+2=0.
10. ax> +cy”> +2dx+2ey=0, cd’> +ae’ #0.
11.a) dx(x—1)+ey(y—1)=0, ed(e+d)=0,b) ed > 0elipsa,
ed <0 hyperbola, parabolou byt nemize.

00N L AW

Kapitola 11.

1. Parabola, osa x—Yy+2=0, vrchol V =[-2,0], vrcholova tecna
X+y+2=0.

2. Kruznice, osou je kazda piimka prochazejici sttedem S =[-3,—4].
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13 Vysledky cviceni

3. Je-li b=0 bod, b=-1 parabola s osou X—y=0, b=1 mnoZina
prazdnd (imaginarni rovnob&zky), 0O<b<1 mnozina prazdna
(imaginarni elipsa), —1<b <0 elipsa, b> >1 hyperbola,
osy (b+D)(x+y)+2=0, x—y=0.

4.y =2px+qgx*>, p#0.

5.a(x*> +y*)+2bxy+ f =0, f(a> -b*)=0.

6. a(x—y)> +2d(x+y)+ f =0, ad #0.

7. a) Hyperbola, osy 2x—y—-6=0, 2x+4y—-1=0,

vrcholy [(5v/5 £ 1)/2+/5,(—/5 £ 1)/4/51,
b) parabola, osa 2x —y —6 =0, vrchol [14/5,—2/5],
c) elipsa, osy 2x+4y—-1=0, 2x-y—-6=0,

vrcholy [2,-2], [3,0], [(5+2v6)/2,-(2++/6)/2],
d) parabola, 0osa y=1, vrchol [1/2,1],
e) hyperbola, osy 2x+3y=0, —3x+2y=0,

vreholy [+4/5/26,+ (3/2)4/5/26].

Kapitola 12.

1. a) Hyperbola, a=b :m/S, stied S =[-2/5,4/5], osy
0,:2X+(1=+/5)y+4/4/5=0, 0, : 2x+(1+~/5)y—4//5 =0,
b) mnozina prazdna (imaginarni elipsa),
c) elipsa, a=2, b=\5, stted S=[-1-1], osy 0,:X+y+2=0,
0,:X-Yy=0,
d) hyperbola, a=11/v/5, b=11/(24/2), stred S =[-3/20,39/40],
osy 0, :15x-10y +12=0, 0, :16Xx+24y +21=0,

e) hyperbola, a= \/2(\/§+ ), b= \/2(\/5 —1), stted S=[0,0], osy

01:(1+\/E)X—y=0, ozz(l—ﬁ)x—y:O, asymptoty m:x=0,
n:x=0.
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